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OZET

Parametrik olmayan yogunluk tahminlerinde yaygin olarak kullanilan yontemlerden biri
cekirdek yogunluk tahminidir. Bilinmeyen olasilik yogunluk fonksiyonu icin g¢ekirdek
tahmin edicisi kullanilarak ilgili rastgele degiskene iliskin olasilik yogunluk ya da dagilim
fonksiyonu tahmininde bulunulur. Veriye dayali olarak elde edilen ¢ekirdek tahmin
edicilerinin performansi diizgiinlestirme parametresi olarak da bilinen bant genisliklerine
baglidir. Bu nedenle, literatiirde ¢esitli bant genisligi secim yontemleri yer almaktadir. Bu
calismanin amaci, bant genisligi se¢cim yontemleri i¢inde yaygin olarak kullanilan normal
olgek, Silverman’mn pratik yaklasimi, yerine koyma, denklem ¢ézme, en kiiglik kareler
capraz dogrulama, yanli ¢apraz dogrulama ve diizlestirilmis ¢apraz dogrulama yontemlerinin
performanslarini ¢esitli normal karisim yogunluklarina gore karsilastirmaktir. Yapilan
simiilasyon c¢alismast sonuglarina gore, kurtotic tek modlu ve ayrilmis iki modlu
yogunluklarin disinda ele alinan normal karisim yogunluklari i¢in yan ve ortalama hata kare
(mean squared error) degerleri bakimindan yanli ¢apraz dogrulama yontemi ile elde edilen
bant genisliklerinin optimal bant genisligine en yakin sonucu verdigi gézlemlenmistir.
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ABSTRACT

One of the commonly used methods for non-parametric density estimation is kernel density
estimation. For the unknown probability density function, the probability density or
distribution function of the related random variable is estimated by using the kernel
estimator. The performance of kernel estimators derived from the data depends on the
bandwidth, also known as the smoothing parameter. Therefore, there are various bandwidth
selection methods in the literature. The aim of this study is to compare the performances of
normal scale, Silverman's rule of thumb, direct plug-in, solve-the equation, least squares
cross-validation, biased cross-validation and smoothed cross-validation methods, which are
widely used in bandwidth selection methods, according to various normal mixture densities.
According to the results of the simulation study, it was observed that the bandwidths
obtained by the biased cross-validation method in terms of side and mean squared error
values for the normal mixture densities considered outside the kurtotic unimodal and
separated bimodal densities gave the closest result to the optimal bandwidth.
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1. GIRIS

Verinin biitlin 6zelliklerinin tanimlanmasimi saglayan olasilik yogunluk fonksiyonu,
istatistigin temelini olusturur. Bir rasgele degiskenin olasilik yogunluk fonksiyonu, o rasgele
degiskenin dagiliminin belirlenmesine, konum ve Olgek parametrelerinin bulunmasina
yardimci olur. Konum parametresi (i) verinin nerede yogunlastigini, 6lgek parametresi (o2)
ise verinin konumu etrafindaki degiskenliginin 6l¢iisiidiir. Yani bir problemle ilgili olarak
olasilik yogunluk fonksiyonu biliniyorsa her tiirlii olasilik sorusuna cevap verebiliriz. Bu
nedenle pek cok analizde degiskenlerin olasilik yogunluk fonksiyonlar1 tahmin edilir.
Olasilik yogunluk tahminlerinde parametrik ve parametrik olmayan yontemeler kullanilir.
Parametrik yontemler ilgili olasilik yogunluk fonksiyonunun dogru olasilik yogunluk
fonksiyonu oldugu varsayimini yapar. Ancak parametrik olmayan yontemler boyle bir
varsayim yapsa bile, rasgele degiskenin kendini daha iyi temsil etmesini saglayarak olasilik
yogunluk fonksiyonunu tahmin eder (Silverman, 1986: 1). Parametrik olmayan yogunluk
tahminleri yogunluga dair miimkiin oldugunca az varsayim yaparak orneklem iizerinden

“diizgiinlestirme” islemi yapar (Terrell, 1990).

Parametrik olmayan yogunluk tahmin edicilerinden en iyisi “cekirdek yogunluk” tahmin
edicileridir (Rosenblatt, 1956; Parzen, 1962). Cekirdek yogunluk tahmin edicilerin
performansi, onemli dlgiide “bant genisligi” secimine baglidir. Ornegin; kii¢iik bant
genislikleri secildiginde dagilimin kuyruklarinda gercek olmayan piiriizler olurken, biiyiik
bant genislikleri secildiginde dagilimin kuyruklarinda agir1 diizlesme olacagindan dagilimin
onemli ozellikleri kaybolabilir. Bant genisligi se¢iminde tek bir en iyi se¢im yontemini
belirlemek miimkiin olmasa da yogunluk tahmini yapilmak istenen verinin gozlendigi y18in
yapisinin se¢im yontemleri tizerindeki etkisi biiyiiktiir (Gramacki, 2018: 63; Giindiiz, Aydin
ve Balibeyoglu, 2020).

Cekirdek yogunluk tahmininde bant genisligi se¢im yontemleri Rudemo (1982), Bowman
(1984), Silverman (1986), Scott ve Terrel (1987), Sheather ve Jones (1991) gibi birgok
arastirmaci tarafindan ele alinmistir. Cao, Cuevas ve Gonzalez-Manteiga (1994) ve Harpole
(2013) farkli bant genisliklerinin performanslarini karsilastirmak i¢in her bant genigliginin
Integrallenmis Ortalama Hata Kare (IOHK), Ortalama Hata Kare (OHK), ve yanlarmi (bias)
hesaplamiglar ve bu Olgiitleri puanlayarak bant genisliklerinin performanslarini

karsilagtirmiglardir.



Bu tez caligmasinda ¢ekirdek yogunluk tahminini etkileyen bant genisligi se¢im
yontemlerinden normal o&lgek, Silverman’in pratik yaklasimi, yerine koyma, denklem
¢ozme, en kiiciik kareler ¢capraz dogrulama, yanli ¢apraz dogrulama ve diizlestirilmis ¢capraz
dogrulama gibi yaygin olarak kullanilan yontemler incelenmektedir. Bu bant genisliklerinin
performanslar1 karsilagtirilirken ¢esitli yogunluklar igin basit ve hesaplamaya elverisli

normal karigim yogunluklar1 kullanilmagtir.

Ikinci boliimde yogunluk tahmini aciklanmustir. Ugiincii béliimde ¢ekirdek yogunluk
tahmini, olasilik yogunluk fonksiyonlarinin basar1 6l¢iitleri ve ¢ekirdek tahmini yapilirken
kullanilacak olan ¢ekirdek fonksiyonlari anlatilmistir. Dordiincli boliimde normal 6lgek,
Silverman’in pratik yaklagimi, yerine koyma, denklem ¢6zme, en kiigiik kareler ¢apraz
dogrulama, yanl ¢apraz dogrulama ve diizlestirilmis ¢apraz dogrulama bant genisligi se¢im
yontemleri anlatilmigtir. Besinci bolimde bant genigliklerinin  performanslarinin
karsilastirilmast amaciyla normal karisim yogunluklart kullanilarak R paket programi
(versiyon 4.2.2) destegiyle bir simiilasyon ¢alismasina yer verilmistir. Altinc1 boliimde
gergek veri seti lizerinde bant genisliklerinin R paket programi (versiyon 4.2.2) uygulamasi

yapilmistir. Yedinci boliimde ise elde edilen bulgular agiklanmistir.



2. YOGUNLUK TAHMINI

Yogunluk tahmini, gézlem verilerinden olasilik yogunluk fonksiyonunun bir tahmininin
olusturulmasidir (Silverman, 1986: 1). Baska bir deyisle yogunluk tahmini bir rastgele
degiskenin o6rnek icin aldigr degerlerle nasil dagildigini gosterir. Olasilik yogunluk
fonksiyonundan rastgele degiskenin sadece ortalama ve varyans gibi tanimlayici istatistikleri
degil, aym1 zamanda bu degiskenin belirli bir aralikta degerler alma olasiliklar1 da

hesaplanabilir (Hardle, Miiller, Sperlich, 2004: 1).

Genel olarak yogunluk tahmin etme ihtiyaci iki sekilde ortaya ¢ikar. Ihtiyaglardan birisi
eldeki verinin potansiyel bir yogunluga ne kadar uyduguna karar vermektir. Digeri ise

parametrik tahmin edicilerin asimptotik bir dagilimini arastirmaktir (Yolsal, 2017: 19).

Yogunluk tahmininde parametrik ve parametrik olmayan yontemeler kullanilir. Parametrik
yontemlerin en biiylik dezavantaji gercek olasilik yogunluk fonksiyonu f’nin bilindiginin
varsayllmasidir (Pagan ve Ullah, 1999: 6). Parametrik yontemler olasilik yogunluk
fonksiyonu f igin varsayimlar yapar. Ornegin, ortalamasi yu ve varyansi o2 olan normal

dagilimdan ¢ekilen bir verinin olasilik yogunluk fonksiyonu

1 _1(u)2
f&) = ovaz® = ° TROSX<® (2.1)
0 d.h.

olsun. Burada u ve ¢ tahminleri bulunarak

~ 1 ~ 1 _

f=—-Xrx 6% = —X1(x; — %)* (2.2)
ve bu tahminler Es. 1.1°de yerine konularak

)

[

f&) ={5v=¢ * o <x<® (2.3)
0 d.h.




tahmini elde edilebilir. Parametrik olmayan yontemlerde ise olasilik yogunluk fonksiyonu f
icin varsayimlar yapmadan dogrudan gozlenen veriden tahmin edilir (Pagan ve Ullah, 1999:
6).

Parametrik yogunluklarin bilinen ve sik¢a kullanilan pek ¢ogu tek modludur (yani, tek bir
yerel maksimuma sahiptir), oysa bir dizi pratik problem ¢ok modlu yogunluklar1 igerir, bu
da parametrik yogunluk tahminini birgok uygulama i¢in uygun olmayan bir hale getirir. Bu
ayni zamanda olasilik yogunluk fonksiyonunun parametrik formunun se¢imini 6neren hi¢bir
ipucu olmadiginda da gegerlidir. Bu nedenle, parametrik olmayan yogunluk tahminini
kullanmak genellikle daha iyidir. Kisacasi, tiim parametrik olmayan yontemler, altta yatan
dagilimin formu hakkinda herhangi bir parametrik varsayim yapmadan, dogrudan verilerden
yogunluk tahminini yapmaya ¢aligir. Parametrik olmayan yogunluk tahmini i¢in Histogram,
Parzen penceresi ve k-en yakin komsu gibi birgok yontem mevcuttur. Cekirdek
diizgiinlestirme olarak da adlandirilan ¢ekirdek yogunluk tahmini de bu yontemlerden en

onemli ve yaygin olarak kullanilanlardan birisidir (Gramacki, 2018: 3, 4).



3. CEKIRDEK YOGUNLUK TAHMINI

Parametrik olmayan olasilik yogunluk tahmin yontemleri ile yi1gin hakkinda miimkiin
oldugunca az varsayim Yyapilarak ve Ornek verileri kullanilarak, verinin gézlemlendigi
y1ginin olasilik yogunluk fonksiyonu yeniden tahmin edilmeye calisilir. Veriye dayali olan
bu yontemler Orneklem {izerinden diizglinlestirme islemi yapar (Terrell, 1990).
Diizgiinlestirme rasgele degiskenin yapisini modelleyerek ayni zamanda olasilik yogunluk

fonksiyonunu tahmin eder (Yolsal, 2017: 24).

Parametrik olmayan yogunluk tahmininin en basit ve yaygin olarak kullanilan yontemi
histogramdir. Histogram, ornek verilerinin kutu adi verilen esit boyutlu araliklara
boliinmesiyle olusturulur. Kutularin genisligi b ile gosterilirse, x noktasindaki histogramin

olasilik yogunluk tahmini Es. 3.1°deki gibi tanimlanmaktadir (Wand ve Jones, 1995: 5):

fb (x) _X iceren kutular:l(:ki gozlem SaylSl. (31)

Histogrami olustururken kutu genisligi (b) ve siniflarin baslangi¢ noktasi se¢imi 6nemlidir
(Racine, 2008: 7). Histogram, parametrik olmayan yogunluk tahmin edicisinin ¢ok basit bir
formu olsa da bazi ciddi dezavantajlar1 vardir. Bunlardan biri duyarliliginin kutu genisligine
bagli olmasidir. Bir digeri ise bir¢ok durumda yogunluk fonksiyonunun diizgiin bir
fonksiyon oldugu varsayilir, ancak yogunluk fonksiyonu tahmin edicisinde histogram
kullanilirsa, histogrami olusturan kutularin keskin siirlari diizgiin bir yogunluk fonksiyonu
olugturmaz (Bowman ve Azzalini, 1997: 2). Bu nedenle yogunluk tahmin edicisi olarak
histogramdan ziyade, “¢ekirdek” tahmin edicileri tercih edilir (Rosenblatt, 1956; Parzen,
1962). Olasilik yogunluk fonksiyonunun tahmini ¢ekirdek fonksiyonu kullanilarak elde
edilmisse bu tahmine kisaca ¢ekirdek yogunluk tahmini denilmektedir. Bir bagka ifade ile,
istatistikte, ¢ekirdek yogunluk tahmini, olasilik yogunluk tahmini i¢in g¢ekirdek

diizgilinlestirme uygulamasidir.

Ilk kez Fix ve Hodges (1951) tarafindan tanitilan ¢ekirdek tahmin edicileri histogram ile
tahminin genellestirilmis ve diizgiinlestirilmis bir halidir. Cekirdek tahmin edicilerinin
sadeligi matematiksel izlenebilirligi beraberinde getirir, bdylece arastirmacilar ¢ok kapsaml

matematik olmadan da bu tahmin edicilerin 6zellikleri hakkinda derinlemesine arastirma
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yapabilir. Ozetle, cekirdek diizgiinlestirme c¢ok ¢esitli Snemli sorunlara basit, giivenilir ve

kullanigh yanitlar saglar (Wand ve Jones, 1995: 7).

Cekirdek yogunluk tahmini, gbzlem yapilan deney noktalarindan yararlanilarak, rasgele
degiskenin tanim bolgesinin tamami i¢in yogunluk tahmininde bulunmaktir, yani gézlem
bulunmayan noktalar da dahil olmak iizere, yogunluk tahmin edilmeye calisilir. Kisaca,
cekirdek diizgiinlestirmesi istatistiksel bir model olusturmak i¢in varsayim ileri stirmeden
sadece gozlem degerlerini kullanan parametrik olmayan bir istatistiksel modelleme

yontemidir.

Bagka bir ifade, ¢ekirdek yogunlugu tahmini olasilik dagilimin1 tahmin etmek ig¢in
istatistiksel momentler veya spesifik olasilik yogunluk fonksiyonlar1 gerektirmez. Her deger
icin elde edilen ¢ekirdek fonksiyonlarinin birlestirilmesi ile ¢ekirdek yogunlugu fonksiyonu
elde edilir. Yani, eldeki mevcut verinin parametrik bir olasilik yogunluk fonksiyonunu temsil
etmedigi diisiiniildiigiinde, sadece veriyi kullanan c¢ekirdek yogunlugu tahmininden

yararlanilir.

X1, X5, ..., X, rasgele ornegi X rasgele degiskeninin dagilimindan birbirinden bagimsiz ve
ayn1 dagilimli olarak alinan rasgele degiskenlerdir. X rasgele degiskeninin olasilik yogunluk
fonksiyonu f(x) bilinmemektedir ve bu olasilik yogunluk fonksiyonunun c¢ekirdek
yogunluk tahmini Es. 3.2’deki gibi tanimlanmaktadir (Silverman, 1986: 15; Wand ve Jones,
1995: 11):

1

fan() = =T K (55) = =31 K(0), (3.2)

Cekirdek yogunluk tahmini fonksiyonunda, K(t), f:: K(t) dt =1'1 saglayan bir ¢ekirdek
fonksiyonudur. K(t) genellikle negatif olmayan, tek modlu ve sifir etrafinda simetriktir. Bu

frn (x)’in olasilik yogunluk fonksiyonu olmasini saglar. Yani K(t);

e [K(t)dt=1
e K(t) = K(—t) oldugundan [ tK(t)dt =0
o u, = [t?K(t)dt >0



bu kosullar sagladiginda ¢ekirdek yogunluk tahmin edicisi, f (x)’in tutarli tahmin edicisidir.

h,,, n’ye bagl olarak degisen pozitif degerli say1 dizisini gostersin. h,, degerleri ¢ekirdek
fonksiyonunun bant genisligi, pencere genisligi veya diizgiinlestirme parametresi olarak
adlandirilir. Fakat literatiirde n indisi kaldirillarak yok edilir ve h olarak kullanilir. Bu

caligmada da ayn1 yol izlenecektir. Yani asagidaki lim h, = 0 ifadesi yerine lim h =0
n—->0oo

n—oo

ifadesi kullanilmistir. Bu diziye ait istenen ozellikler,

e Ilimh=0,

n—-oo

e Jimnh=o0

n—-oo

dir (Wand ve Jones, 1995: 20).

Cekirdek yogunluk tahmini igin, Es. 3.2 yerine, K,(t) = (1/h) K(t/h) yeniden
olgeklendirme uygulanarak daha basit bir formiil verilebilir (Wand ve Jones, 1995: 12):

fan (@) = 22y Kn(x = X)), (3.3)

K ¢ekirdek fonksiyonu diizgiinlestirme islevi goren bir fonksiyondur ve bu diizgiinlestirme

daha sonra da bahsedildigi gibi K ile f’nin bir konviilasyonu seklinde ifade edilerek saglanir.

Es. 3.2, bir x noktasinda X;’ler verildiginde, fn’h (x) tahmin edilmis bir ¢ekirdek yogunluk
fonksiyonudur. Bu esitlikte tanimlanan ¢ekirdek tahmin edicisi negatif deger alabilir.
Bundan dolayr ¢ekirdek yogunluk tahmini de negatif deger alabilir. Negatif yogunluk
tahminleri istenmeyen bir etki yaratacagindan, bu sorunun bir ¢6ziimii olarak daha yiiksek
derecelerden cekirdek fonksiyonlar1 kullanilabilir. K fonksiyonunun pozitiflik varsayiminin
daha etkin tahmin ediciler bulmak i¢in esnetilmesi fikri ilk olarak Parzen (1962) tarafindan
onerilmistir. K c¢ekirdek fonksiyonunun siirekli ve tlirevi alinabilir olmasi fn,h(x)’in de
stirekli ve tiirevi alinabilir olmasini saglar. Bant genisligi h, n 6rneklem biiylikligiiniin n —
oo iken, h — 0 olmas1 x # X; degerleri i¢in |t| = oo olmasini gerektir, bu da K(—o0) =

K () = 0 olmasina yol agar (Yolsal, 2017: 33). K i¢in yapilan varsayimlar altinda
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f_t;o K(t) dt =1 olmas1 saglanmis olur. Bu varsayimlarla tanimlanan Es. 3.2’deki fn,h (%),

X;’in olasiligimin “Rosenblatt — Parzen ¢ekirdek yogunluk tahmin edicisi”dir (Hardle, 1994:
32). Burada |t|’nin biiyiik degeri i¢in, X; degerleri X’ten uzaga diiseceginden, K (t) kiigiik
degerlerde olmalidir (Pagan ve Ulah, 1999: 10).

Sekil 3.1’de ¢ekirdek yogunlugu tahmininin nasil ¢alistigi R paket programi (versiyon 4.2.2)
ile ¢izilen yogunluk grafikleri ile gosterilmeye ¢alisilmistir. n=6 ¢aph -0.7, -0.2, -0.1, 0.1,
0.2, 1.7 rasgele 6rnegi i¢in 3 ayr1 bant genisligi (h = 0.2, h = 0.5, h = 0.8) kullanilarak
¢ekirdek fonksiyonlarindan standart normal ¢ekirdek fonksiyonu ile ¢ekirdek yogunluk
tahmini yapilarak yogunluk grafigi ¢izilmistir. Boylece farkli bant genislikleri ile elde edilen
¢ekirdek yogunluk tahmininin diizgiinlestirme dereceleri goriilmektedir. Yatay eksende
goriilen dik koyu ¢izgiler 6 gozlem degeridir. Bu ¢izgileri merkez alan tiimsekler (bump) her
biri sirasiyla ilgili gozlem etrafindaki ¢ekirdek fonksiyonlarini gosterir. Burada h bant
genisligi tiimseklerin genisligini belirlerken, K ¢ekirdek fonksiyonu tiimseklerin seklini

belirler.

1.0
0.4

Yogunluk
0.4 0.6 0.8
. . .
Yoguniuk
0.2 0.3 0.4 0.5
. L L |
Yogunluk
0.2 0.3

0.2
L
0.1

0.0
0.0
0.0

Sekil 3.1. Farkli bant genislikleri i¢in ¢ekirdek diizgiinlestirmesi.

Sekil 3.1°de goriildiigii gibi bant genisligi h kiiglik degerler aldiginda yogunluk tahmininin
cok modlu oldugu ve h’in degeri arttik¢a yogunluk tahminin giderek diizlestigi goriiliir. Bant
genisligi h sifira yakin degerler aldiginda gozlemlerde ani yiikselisler olurken, h biyiik
degerler almaya basladiginda biitiin ayrintilar belirsizlesmektedir. Bir bagka ifade ile, kiigiik
bant genisligi “eksik diizglinlestirme” (undersmoothing) yapmaktadir. Bu nedenle verinin

geldigi yiginin bir Ozetini sunmaktan uzak kalmakta ve belirgin bir form ortaya



koyamamaktadir. Diger taraftan bant genisligi biiyiidiikkge “asir1 diizgiinlestirme”
(oversmoothing) meydana gelir. Bundan dolay1 verinin geldigi yigina ait olasilik yogunluk
fonksiyonunun birtakim karakteristikleri ortadan kalkar. Ayirt edici 6zellikleri yok edilmis

olur. Ozetle, bant genisligi h’in farkli degerleri i¢in tiimseklerin goriiniimii degisir ve bunun
sonucu olarak, tiimseklerin toplamindan olusan c¢ekirdek yogunluk tahmini fn,h (x)’in

gbriiniimii degisir.

Es. 3.3 ve Sekil 3.1°de goriildiigii gibi ¢ekirdek tahmin edicileri arastirmaci tarafindan

belirlenen,

e Uygun ¢ekirdek fonksiyonu K(t) ve
e Bant genisligi h

biiyiikliiklerine baglidir (Yolsal, 2017: 35).

3.1. Cekirdek Yogunluk Fonksiyonlarinin Basar1 Olciitleri

Elde edilen ¢ekirdek yogunlugu tahmininin, X rasgele degiskenin gercekteki dagilimina ne
kadar yakin ya da X rasgele degiskenin gergekteki dagilimindan ne kadar farkli oldugunu
0lgmek i¢in ortalama hata kareden (OHK) yararlanilabilir. Klasik istatistiksel yaklasimda bir

parametre tahmin edicisinin, gercek degerine ne kadar yakin ya da uzak oldugunu OHK’ya

dayali olarak (8, 8’nin verilen bir tahmin edicisi olmak iizere), Es. 3.4’deki gibi ifade edilir:
OHK (8) = E (6 — 6)% (3.4)
OHK 6l¢iisiiniin 6nemli bir 6zelligi, varyans ve yanin karesine ayrigabilmesidir:

OHK (8) = Var (9) + (E(@) — 6)". (3.5)
Eger, tahmin edici 8, 8’nin yansiz tahmin edicisi ise Es. 3.5’in sagindaki terim 0 olur ve

OHK (0), f’nmn varyansma esit olur. OHK c¢ekirdek yogunluk tahmin edicisi icin de

yazilabilir.
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frun(x)'i, XER noktasinda f(x) olasilik yogunluk fonksiyonunun bir ¢ekirdek fonksiyonu
kullanilarak elde edilen tahmin edicisini gostersin. OHK (fn‘h (x))'1 hesaplamak igin,
frun(x)'in ortalama ve varyanst igin ifadeleri, Es. 3.3’de verilen gekirdek yogunluk tahmini

fonksiyonu kullanilarak Es. 3.6’daki gibi ifade edilir:

E (fun(0) = E(Ku(x = X)) = J Ku(x = »)f ()dy. (36)

Burada konviilasyon tanitilacak olursa, f ile g fonksiyonlarinin konviilasyonu Es. 3.7’deki

gibi ifade edilir (Wand ve Jones, 1995: 15):

(f+9)x) = [ flx =y)g)dy. 3.7)

Cekirdek fonksiyonu Kj, ile bilinmeyen f olasiik yogunluk fonksiyonunun
konviilasyonunun diizgiinlestirmeyi nasil sagladig1 ve isleyisi Sekil 3.1°de goriilmektedir.
Bu diizgiinlestirmede Onemli etkenlerden birisi Orneklem ¢api, kullanilan ¢ekirdek
fonksiyonu K ve bant genisligi h’dir. Diizglinlestirmenin verinin gézlemlendigi yigini iyi
yansitmast i¢in ¢ok fazla diizgiinlestirme yapmasi da gereginden az diizgiinlestirme yapmasi
da istenmez. Optimal bir bant genisligi istenir. Optimallik tanim1 tahmin edicinin varyansi
ve yanliliginin dengelenerek ikisinin de toplaminin en kiigiik yapilmasi anlaminda OHK ile
islevsel hale getirilir. Bu ¢alisma bant genisligi se¢iminin dneminin ortaya ¢ikarildig: bir

caligmadir.

X, yogunlugu f(x) olan rastgele bir degisken olsun. f;, ,(x) cekirdek yogunluk tahmin

edicisinin sirasiyla yan ve varyansi Es. 3.7°de tanitilan konviilasyon notasyonu ile Es. 3.8 ve

Es. 3.9°daki gibi elde edilir:

E (fun(0) = £(0) = (Ky * HG) = F(x) (38)
Var (Fun() ="K * HEO = Ky * H2(0)). (39)

Es. 3.8 ve Es 3.9 birlestirildiginde ¢ekirdek yogunluk tahminine iliskin OHK 0lgiisii elde

edilir:
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OHK (fun()) = n71((KE * () = (Kn * £2(0)) + ((Kn * F)@) = FD2 (3.10)

Sabit bir noktada f”i tahmin etmek yerine, f’i veriyi de dikkate alarak reel sayilarin tamami
iizerinden tahmin etmek istenir. Bu durumda ¢ekirdek yogunluk tahmin fonksiyonu fn,h (x)
ve f(x) fonksiyonu arasindaki uzaklik olarak ol¢iilen bir hata kriterinin dikkate alinmasi
gerekir. Bu hata Kriteri Integrallenmis Hata Kare (IHK) olarak Es. 3.11°de tanimlanmaktadir
(Wand ve Jones, 1995: 15):

HK (Fon©) = [ (Fan@ — £(0) d. (311)

Bu 06lgli yalnizca eldeki veri kiimesi ile ilgileniliyorsa uygundur. Olasilik yogunluk
fonksiyonu f'(x)’ten tiiretilebilecek diger olasi veri kiimelerini dikkate almaz. Bu nedenle,
analizlerde genellikle IHK nin beklenen degeri Integrallenmis Ortalama Hata Kare (IOHK)
kullanilmaktadir ve IOHK,

10HK (£ () = E (IHK (Fun©)) ) = EUZT () = F0)?)x (3.12)

Es. 3.12°deki gibi ifade edilmektedir. Es. 3.12°de integral ve beklenen deger operatorlerinin
sirast degistirilerek Es. 3.13 elde edilir (Gramacki, 2018: 44):

(0HK (fun()) = j T E((un ) - F00)) dx = f T OHK (Fun () dx

=fj;° Var (fn_h(x)) dx+ fj;o Bias? (fn,h(x)) dx. (3.13)

Ilerideki esitlikler ve islemlere gecilmeden dnce karsimiza ¢ikacak bazi gdsterimlerden soz
edilecek olursa, a,, ve b, gercek sayr dizisi olsun. Say1 dizilerinin n — oo iken birinin
digerine gore ilerleme hizin1 gostermek i¢in “O(.)” yani biiyik “0” isareti, “o(.)” yani

13 2
~

kiigiik “o0” isareti ve isareti standart olarak kullanilir. Bu isaretlerle g¢alismak
matematiksel islemlerin analitik olarak izlenemedigi durumlarda arastirmaciya kolaylik
saglar. Ozellikle agilimlarda serinin belli bir sayidaki terimden sonra kalan terimlerin

biiytlikliigiinii gostermek icin kullanilir:
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n — oo iken a, = 0(b,) olmasi demek a,,’nin b,,’nin hizinin sabit belirli bir orani
icerisinde sabit bir saylya yakinsadigini gosterir. Bu da n — oo iken a,, = 0(b,,) ancak

ve ancak lim |a, /b,| < oo olmasinin bir ifadesidir.
n—oo
a,~b,, ancak ve ancak lim (a,/b,) = 1 olmasinin ifadesidir. a,, b,'ye asimptotik
n—->0o

olarak denk yani, yukaridaki O notasyonundaki oranin 1 olmasi demektir. Eger b,
terimleri islemlere karmasiklik getiriyorsa onun yerine daha az karmasik olan a,
terimleri kullanilabilir.

n — oo iken a, = o(b,), ancak ve ancak lim |a,/b,| = 0. b,,’den kiigiik ifadelerin
n—->oo

sifira yakinsamasmin ifadesidir. Bu a,, b, dizisinden daha hizli bir sekilde 0’a
yakinsadigini gosterir. Ornegin; a,, bir dizi olsun. b, dizisinin terimlerinide n ifadesi ile
gosterelim. a,, = 0 (%) = 0(n™1) a,’nin terimleri ise 1/n’nin 0’a yakisama hizinin

belirli bir oraninda benzer yakinsamaya sahip olduklarini gésterir. a,, = o(n™1) ise a,

terimlerinin 1/n’nin 0’a yakinsama hizindan daha hizli 0’a yakinsadigin1 gosterir.

(Serfting, 1980: 1).

Cekirdek yogunluk tahmininde asimptotik yaklasimlar elde etmek i¢in Onemli bir

matematiksel ara¢ Taylor agilimidir. Farz edelim ki f, R iizerinde tanimlanmis gergek

degerli bir fonksiyon ve x € R olsun. f nin yaklasik § > 0 iginbir (x — §,x + §) araliginda

p stirekli tiirevi oldugunu varsayalim. O zaman sifira yakinsayan herhangi bir a,, dizisi i¢in

Es 3.14 elde edilir:

flx+ay) =30, (%)f(f) (x) + o(ab). (3.14)

Taylor teoremi, fonksiyonun yeterince diizgiin (istenen tiirevlerinin var olmasi ve bunlara

iliskin stirekliliklere sahip olmasi) olmasi belirli bir noktaya yakin degerlerde fonksiyon

degerlerine o noktada yiiksek mertebeden tiirevleri kullanilarak dogrusal olarak

yaklasmamizi saglar. a,,, sifira yakinsayan bir diziyse, x > 0 i¢in Taylor teoremi sunu verir:

1 1 3 5
x+a)z=((x)7z— %anx? + Za%x_E + o(a?). (3.15)
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Bant genisligi parametresi h, yogunluk tahmininin diizgiinliigiinii kontrol eder. Bu nedenle

[OHK f,, »()’yi en kiigiik yapacak h,

hioux = argmin I0HK f,, () (3.16)
heRr*

olarak secilmelidir. Burada ama¢ IOHKyi en kiiciik yapacak h degerinin bulunmasidir.
Ancak f(x) genel olarak bilinmediginden IOHK kapali bir forma sahip degildir. Bu nedenle
asimptotik IOHK (AIOHK) elde edilmelidir (Gramacki, 2018: 44). Oncelikle f(x)’in x € R
tahminini ele aldigimizda Es. 3.6'da bir degisken degisikligi yapilirsa,

E (fan(0) = [ K(2)f (x — hz)dz (3.17)
dir. f(x — hz)'yi x etrafinda bir Taylor serisinde genisleterek elde ederiz:

f = hz) = f(x) = hzf ' () ;22 ') + o (k). (3.18)
Es. 3.17 ve Es. 3.18’den

E (fon () = f(x) + 2 h2f"(x) [ 22K (2)dz + o(h?) (3.19)

olur. Buradan K gekirdek fonksiyonu varsayimlarindan yana yol agan u,(K) = [ z?K(z)dz

notasyonu ile yanin ifadesi,
E (fun () — () = 5 2, (K)f " (x) + 0(h?) (3.20)

ve varyans ifadesi,

Var (fun(0) = ()™ [ K@*f(x = haydz —n™ (E (fn,h<x>))2

— () f K@2(F(0) + 0(1)dz — n~2(f () + (1))’

= (nh)™! [ K(2)%dz f (x) + o((nh)™1) (3.21)
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dir. Herhangi bir integrallenebilir kare fonksiyon g i¢in R(g) = [ g(x)? 'dir. Bu varyansi

su sekilde yazmamizi saglar:
Var (fon () = (nh)"*h2R(K)f (x) + o((nh) ™). (3.22)
Es. 3.22’deki ifadeler

R(K) = J.K(x)zdx

Uy (K) = fsz(x)dx

R(f") = [ f"(x)*dx (3.23)
dir. Standart normal ¢ekirdek ve tek degiskenli durumlar igin, Es. 3.23’teki ifadeler,

R(K) = (2n*/%)7?

Ha(K) =1

R(f") = 3(8nt/?)~! (3.24)

olur. Es. 3.20’nin karesi ve Es. 3.21 toplanarak Es. 3.25 elde edilir (Gramacki, 2018: 45).

OHK (fon () = (nh) ' RUOF (x) + 2 h* i (K)2f " () + o((nh) ™ + 1Y) (3.25)
ve buradan
iOHK (fn,h(-)) = AIOHK (fy () + o((nh)~1 + h%) (3.26)

olarak yazilabilir. Buradan

AIOHK (fur()) = (nh)"1R(K) + 5 Ao (K)2R () (327)
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dir. Es. 3.26°da asimptotik IOHK (AIOHK) adx verilir (Wand ve Jones, 1995: 21). AIOHK’yi
en kiiciik yapacak deger, Es. 3.26'dan elde edilir. Bu da AIOHK bant genisligini bulmaya izin

VErir:

hionx ~ haionx = [W : (3.28)

Es. 3.28, Es. 3.27'de yazildiginda,
AOHK (Fun (D) = 2 (o (K)2RE*R(f ")) Vo5 (3.29)

dir. Bu K ¢ekirdegini kullanarak f'yi tahmin etmek i¢in miimkiin olan en kii¢iik AIOHK'dir.

n~*/5 terimi, n'ye gore sabittir. Baska bir deyisle, AIOHK n~*/> oraninda yakinsamaktadir.

Yakinsama orani kavrami, 6rnek c¢api biiyiiditkge bir tahmin edicinin hedefine ne kadar
"hizl" yaklastigini gosteren basit bir yoruma sahiptir. Ayrica farkli tahmin edicilerin
karsilastirilmast igin yararli olabilir (Wand ve Jones, 1995: 18). Ayrica, histogramda AIOHK

2/3

daha yavas yani n™“/® oraninda bir yakinsama yapar. Bu ¢ekirdek yogunlugu tahmin

edicisinin histogramdan iistlin olmasinin bir baska nedenidir.

Es. 3.28, bilinmeyen f (x) yogunluguna bagli oldugu i¢in dncelikle f(x) tahmin edilmelidir.

f(x)’in gesitli yollarla tahmin edildigi farkli bant genisligi se¢im yontemleri vardir.

Es. 3.27°de, integrallenmis yan karenin asimptotik olarak h* ile orantili oldugundan bu kism1
azaltmak icin h'yi olabildigince kiiciik secilmesi gerekir. Diger taraftan integrallenmis
varyans asimptotik olarak (nh)~? ile orantilidir, bu nedenle bu béliimii azaltmak i¢in A'nin
olabildigince biiyiik segilmesi gerekir. Optimum bant genisligi, AIOHK'nin minimuma
indirilecegi ve varyans ve yanlilik arasinda en iyi dengeyi kuracak sekilde secilmelidir

(Gramacki, 2018: 46).

Es. 3.27, Es. 3.30°daki gibi de ifade edilebilir,

AIOHK (f,1() = (1) 'RK) + 5 h*pa (K)*¥, (3:30)
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ve

hionk ~ Maionk = [ﬁ]”s (3.31)
burada

Y, = 7 fP@)f(x)dx (3.32)
veya genel olarak,

v = [T FO @) f()dx = E(fT(X)) (3.33)

dir. Literatiirde yalmizca IHK ve IOHK hata kriterlerinin kullanilmadigin1 belirtmekte fayda
var. Bazen parametrik olmayan yogunluk tahmini, integrallenmis Ortalama Mutlak Hata
(I0MH) kullanarak analiz edilebilir, burada IOHK kriterindeki karenin yerini mutlak deger

alir, yani

1OMH (fon () = [ |fun G — £ (2)|dx (3.34)
ifade edilir (Gramacki, 2018: 47).
3.2. Uygun Cekirdek Fonksiyonunun Se¢imi

Bir rasgele degiskenin ¢ekirdek yogunluk tahminini yaparken rasgele degiskenin yapisini
dogru bir sekilde ortaya ¢ikarmak i¢in kullanilan ¢gekirdek fonksiyonunu se¢mek, yogunluk

tahmininde daha az etkili olsa da dnem tasimaktadir.

Cekirdek fonksiyonlarindan en sik kullanilanlar1 Cizelge 3.1°de etkinlikleri ile birlikte
verilmektedir. Bu etkinlikler Epanechnikov ¢ekirdek fonksiyonuna (K,) gére hesaplanmistir
ve etkinlik Es. 3.35’te tanimlanmustir (Silverman 1986: 42):

w)s/“ >,V K (u)?du) (3.35)

etkinlik(K) = (C(K) =Rk
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Cizelge 3.1. Cekirdek diizgiinlestirmesinde yaygin olarak kullanilan fonksiyonlar
(Silverman, 1986: 43; Gramacki, 2018: 27).
Cekirdek Fonksiyonu K(x) Etkinlik
3 2
Epanechnikov K(x) = {(Z) A-x9  xl=1 1.000
0 d.h.
. T T
Kos'lnus K(x) = {((Z)(COS(EX)) x| <1 0.999
(Cosiniis) 0 d.h.
Iki -Ag1.r11k11 K(x) = {(1_2) (1 — x2)2 x| <1 0,994
(Biweight) 0 d.h.
1
Standart Normal K(x) = 2171/ exp (—xz) 0.951
(Gaussian) 2
Uggen K(x) = {(1(; ) |§if|hS 1
(Triangular) o 0.986
Diizeii 1
e ke =) Vi3 0.930
(Uniform) 0 .

Cizelge 3.1°de verilen ¢ekirdek fonksiyonlar: grafiksel olarak Sekil 3.2’de verilmektedir.
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Epanechnikov Cekirdek Fonksiyonu Kosiniis Gekirdek Fonksiyonu
o
t\q —
o ; ]
5 ] 3 o
= o c =
> o >
s 7 S
S | o |
S I \ T \ T T T S T \ T \ T \
-3 -2 -1 0 1 2 3 -2 -1 0 1 2 3 4
iki Agirlikli Gekirdek Fonksiyonu Standart Normal Gekirdek Fonksiyonu
+
] o
2 o
o =} —
o N E
2 8- 5 S
3 o
2 i £
> o o
- (=]
o
_ o |
g | < T T T T T T T
o T T T T T T T 3 2 -1 0 1 2 3
-3 -2 -1 0 1 2 3
Uggen Gekirdek Fonksiyonu Diizgiin Cekirdek Fonksiyonu
< | 3
< =
o | 4
e o
T o =
> o ] E 1
g g
- > 2
c 7| o
e
e T T T T T T T g 4
-3 2 1 0 1 2 3 ° T ! ' ' ' ' I
3 -2 1 0 1 2 3
Sekil 3.2. Cekirdek diizgiinlestirmesinde yaygin olarak kullanilan g¢ekirdek fonksiyon

grafikleri.
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4. BANT GENISLiGi SECIM YONTEMLERI

Bir rasgele degiskenin olasilik yogunluk fonksiyonunun c¢ekirdek yogunluk tahmin
edicilerinin performansi, biiyiik 6l¢iide diizgiinlestirme parametresi olarak da bilinen bant
genisligi secimine baglidir. Bir baska ifade ile bant genisligi diizglinlestirme miktarini
kontrol eden bir degerdir. Bant genisligi pek ¢ok durumda 6znel olarak secilebilir. Oznel
secim rasgele degiskene farkli bant genislikleri uygulanarak olusturulan tahmin, olasilik
yogunluk fonksiyonlarinin grafikleri karsilagtirilarak yapilir. Farkli bant genislikleri
denemeleri sonucunda olasilik yogunluk fonksiyonlarinin goriiniimiine bakarak en uygun
bant genisligine karar verilir. Ancak boyle bir yaklasim tekrar edilebilir sonuglar verirken
iyi tahminler vermeyecektir. Ayrica deneme yanilma yoluyla zaman alici ve yanilma
olasiliginin yiiksek oldugu bir yontemdir. Diger bir dezavantaj1 ise genellikle veri yapisi
hakkinda 6nsel bilginin olmamas1 ve hangi bant genisliginin ger¢cek yogunluga en yakin
tahmini verdigi konusunda herhangi bir ipucunun olmamasidir. Oznel secimin kullanish
oldugu tek durum, arastirmacinin rasgele degiskenin modunun konumu hakkinda belli bir
yapinin varhigina inandigi durumdur. Bu nedenle c¢ekirdek tahmin edicilerinin bant

genisligini belirlerken genellikle otomatik se¢im gereklidir (Wand ve Jones, 1995: 58).

Cok biiylik bant genisliklerinin az miktarda “rastlantisalliklarin” oldugu, asir1 diizlesmis
yogunluk tahminleri vermesi beklenir. Bu durum olasilik yogunluk fonksiyonunu gercek
seklinden uzaklagsmasina ve tahminlerin yanli olmasina yol agar. Kiiciik bant genisliklerinin
ise rastlantisalliklarin ¢ok oldugu dalgali (kivrimli) yogunluk tahminleri vermesi beklenir.
Bu durumda tahminin yanlilig1 azalirken, varyansi artar. Bu iki durum dagilimin 6zelliklerini
gormemizi engeller. Bu nedenle bant genisliginin en dogru sekilde segilmesine dikkat

edilmelidir. Bant genisligi se¢im yontemleri {i¢ sinifa ayrilir.

Ik smiftaki secimler gok basit ve hesaplamasi kolay matematiksel formiille genis bir
araliktan baglanarak ve gittikge daraltarak, optimum bant genisligini bulmaya dayanir. Cok
cesitli durumlar kapsayacak sekilde gelistirilmislerdir, ancak sonucun optimum bant
genisligine yeterince yakin oldugunu garanti etmezler. Bu tiir secimler 6znel se¢imle yapilan

bant genislikleri i¢in makul bir baglangi¢ noktas1 saglar.

Ikinci siniftaki segimler daha kesin bir matematiksel temele dayanan ve veri kiimesinin

altinda yatan gercek fonksiyona ulagmak i¢in ¢ok daha fazla hesaplama giicii gerektiren
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se¢im siiregleridir. Bu se¢im tiirlerinden her biri IOHKyi en kiiciik yapmay1 amaglar ve
asimptotik olarak bu amaca ulasirlar. Bundan dolayr IOHK ’yi en kiiciik yaparak elde edilen
bant genisligi se¢cim yontemlerinin tutarli oldugu soylenir (Yolsal, 2018: 54). Bu bant
genisligi se¢cim yontemleri: en kiigiik kareler ¢apraz dogrulama bazen tarafsiz capraz
dogrulama olarak da adlandirilir, yanl ¢apraz dogrulama ve diizlestirilmis ¢apraz dogrulama

yontemleridir (Wand ve Jones, 1995: 59).

Uciincii siniftaki segimler ise asimptotik olarak optimal bant genisligi icin formiillerde
gorlinen bazi bilinmeyen parametrelerin tahminlerini yerine koymaya (eklemeye) dayali
yontemlerdir. Bu bant genisligi segim yontemleri ise yerine koyma ve denklem ¢6zme olarak
adlandirilirlar (Sheather, 2004; Gramacki, 2018: 65).

Asagida bu se¢im yontemleri kisaca tanitilacaktir.
4.1. Normal Ol¢ek Bant Genisligi Secim Yontemi

Verinin olasilik yogunluk fonksiyonu f(x)’i tahmin ederken IOHK ’yi asimptotik olarak en
aza indiren bant genisligi secilmelidir. Normal Olgek (NO) bant genisligi secim ydntemi
bilinmeyen olasilik yogunluk fonksiyonun yerine bilinen bir dagilim fonksiyonu konularak

gelistirilir.

Genellikle de bilinmeyen f(x)’in ortalamas1 u ve varyansi o2 olan normal dagilimdan
geldigi varsayilir. Bu varsayimla Es. 3.28’de bulunan f’in ikinci tiirevinin karesinin

integrali;
n 2 -
[(F7)) dx = 8;? ~ 0.212075 (4.1)

olacaktir. Burada normal ¢ekirdek fonksiyonu kullanildiginda,

1
4

[K*(w)du = ve [u?K(w)du 4.2)

sl

olur. Boylece bant genisligi,
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hope = (4m)~1/10 (Z)_l/s m/0gn=1/5 = 1,0590n=1/5 (4.3)
olarak elde edilir. Yaklasik olarak ise,

hope = 1.06gn71/5 (4.4
olur. Burada o yerine 6 = s 6rneklem standart sapmasi konulursa optimal bant genisligi
hope = 1.066n71/5 (4.5)
seklinde hesaplanir (Silverman, 1986: 45; Wand ve Jones, 1995: 60).

f(x)’in normal dagilimdan geldigi varsayimi parametrik olmayan yogunluk tahmini
anlayisina aykirt oldugu unutulmamalidir. X rasgele degiskeninin normal bir dagilima sahip
oldugunu bilindiginde basit¢e 6rnek ortalamasi u ve drnek varyansi o2'yi tahmin edip bu
tahminleri normal yogunluk formiiliine koyarak yogunluk ¢ok daha kolay ve daha verimli
bir sekilde tahmin edebilir. X rasgele degiskeninin dagilimi genellikle bilinmez ve bdyle bir
durumda, X'in dagilimi normal dagilimdan 6nemli 6l¢iide farkli degilse optimale yakin bir

bant genisligi verir (Gramacki, 2018: 65).
4.2. Silverman’in Pratik Yaklasimi Bant Genisligi Secim Yontemi

Es. 4.5, X'in dagilim1 normal dagilimdan ¢ok farkli degilse optimale yakin bir bant genisligi
verir. Bu nedenle Es. 4.5 tek modlu ve oldukga simetrik olan tiim dagilimlar i¢in iyi sonuglar
verecek olan pratik bir bant genisligi olur. Ozellikle aykir1 gdzlemler iceren veri kiimlerinde
dayanikli (robust) tahmin edici kullanilmistir. Yine normal dagilim varsayimi altinda o
yerine 6rneklemden tahmin edilen standart sapmasi 6 ve drneklem ¢eyrekler arasi agiklik R
lizerinden,
R
4

A=min(6,—-) (4.6)

1.3

degerleri ile en uygun bant genisligi,
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hope = L.79RN™Y5 veya  hgp, = 0.9An"1/° (4.7)

olarak hesaplanir (Silverman, 1986: 47; Yolsal, 2018: 57). ilk olarak B.W.Silverman
tarafindan Onerilen bu yontem bilinmeyen fonksiyonun yerine bilinen bir dagilimin
konulmasi ile gergeklestirildiginden Silverman’in Pratik Yaklasimi (SPY) bant genisligi

se¢im yOntemi olarak adlandirilir (Silverman, 1986: 48).
4.3. Yerine Koyma Bant Genisligi Secim Yontemi

Sheather ve Jones (1991) tarafindan 6nerilen Yerine Koyma (SJYK) bant genisligi secim
yontemi 6zellikle hizli yakinsama orani ve diisiik 6rnekleme degiskenligi bakimindan hem
teori hem de uygulama agisindan istenen bir¢ok Ozellige sahiptir. Bu ozellikler, yerine
koyma bant genisligi se¢im yontemini pratik uygulamalarda bir ilk se¢enek haline getirir.
Bu secim yontemi, AIOHK kriterine dayanmaktadir. Es. 3.31°de AIOHK’yi en aza indiren
bant genisliginde tek bilinmeyen ¥, degeri yerine bir tahmin edici yerlestirilmesine dayanr.

Esitlik 4.8°de ¥, degeri ¥,(g,) cekirdek tahmin edici ile degistirildiginde,

~ _ [K@W)?du 1/5
hppr = itz (K)2%4(ga) (4.8)

elde edilir. Bu tahmin edici, degeri bilinmeyen g,'e bagli oldugu i¢in dogrudan kullanilamaz.
Wand ve Jones (1995)’de g,'nin AIOHK optimal bant genisligi formiilii kullanilarak

hesaplanabilecegi gosterilmistir. g,

. B 2K (0) 1/(r+3)
Yr.aionx = [—nuz(x)wm(gm) (49)
seklindedir. Bu Es 4.9’da r = 4 yerine konulursa g,,

B T IO
Ya,aioHK = [m] (4.10)

elde edilir. Burada da ¥,(ge) bilinmeyen g degerine baghdir. Bu durumda, g, benzer
sekilde,
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k@) 1°

—npz(K)¥s(9gs) (4.11)

96,A0HK = [

elde edilir. hpp, pilot bant genisligi g’ye bagl oldugundan tam otomatik degildir. Es. 4.10
ve Es. 4.11°de gorildigi gibi dordiincii dereceden tiirevi tahmin etmek altinci dereceden
tiireve, altinct dereceden tiirevi tahmin etmek icinse sekizinci dereceden tiireve ihtiyag

duyulur. Burada Wg(gg) asagidaki normal 6lgek formiiliine gore hesaplandigini varsayar:

_ (=1)7/2r!
T e)THi(r/2)iml/2

(4.12)

Siire¢ bu sekilde devam ederken, yerine koymalarin ka¢ asamada sonlanacagi konusu da
tartismalidir. Genellikle bant genisliginin en az iki asamada segilmesi Onerilir. Tim bu
asamalarda bant genisligini tahmin eden yerine koyma bant genisligi yontemi oldukca

maliyetli hesaplar gerektirir (Wand ve Jones, 1995: 71).
4.4. Denklem Cézme Bant Genisligi Secim Yontemi
Yerine koyma bant genisligi secim yontemine farkli bir bakis agis1 getiren Denklem Cozme

(SJIDC) bant genisligi se¢im yontemi Es. 4.8’de W,'lin tahmini i¢in pilot bant genisligi h'nin

bir y fonksiyonu olmasi gibi ek bir gereklilik vardir, yani

S I LT
hppr = [nuz(x)2w4(y<h)) )
olur. y(h),
_ 2K® () (K)P4(g4) 5/7
YW === gor " -

dir (Gramacki, 2018: 67).
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4.5. En Kiigciik Kareler Capraz Dogrulama Bant Genisligi Secim Yontemi

En Kiigiik Kareler Capraz Dogrulama (EKKCD) bant genisligi se¢im yontemi bant genisligi
seciminde ¢ok sik olarak kullanilan yontemlerden biridir. Bilgisayar yogun hesaplamalara
dayal1 bir teknik olup agik formiilasyonu yoktur. Kabaca bir histogram ¢izerek baslangic bir
h degeri degerlendirilmesi yapilir. Buna gore sonraki algoritma isleyisinde bir aralikta yer
alan h degerleri altinda IOHK fonksiyonunu en kiiciik yapan deger secilir. Yogunluk
tahmini yapilirken f;, , _;(x) bir X; degeri disarida biraktig1 igin genellikle “bir gdzlem
disar1” yogunluk tahmin edicisi olarak adlandirilir. Capraz dogrulama denilmesinin sebebi
orneklemin bir kismin1 kullanarak diger kismi1 hakkinda ¢ikarsama yapmasidir. Bu yontemin
¢ikis noktasi Es. 3.11°de tanimlanan f(x) ve fn,h (x) arasinda alternatif bir uzaklik 6l¢iist

olan IHK dir. IHK yeniden yazilirsa,

K (Fun @) = [ (un0 - £@) dx
= [ Fun G dx =2 F()fun(Odx + [ f(x)2dx (4.15)

dir (Bowman, 1984). Amag, IHK'y1 olabildigince kiigiik yapacak bir h degeri segmektir.
Ancak Es. 4.15 h’ye bagl degildir. Bu nedenle IHK *nin beklenen degeri alinarak,

(0HK (fun () = E(f fun(0)2dx) = 2 (E(f fun(Of ()dx)) + [ f(x)?dx  (4.16)

esitliginden, [ f(x)%dx terimi h’ye bagh olmadigindan ve h’nin segimi ve optimalitede

etkili degildir. Bu nedenle ihmal edilebilir ve

I0HK foun () = J f()?dx = E [ foun(0)?dx = 2 (E([ fun()f (x)dx)) (4.17)

elde edilir. Es. 4.17’nin sag tarafi, f (x)’e bagl oldugundan bilinememektedir. Ancak bunun

icin yansiz bir EKKCD tahmin edicisi oldugu gosterilebilir:

EKKCD ==Y [ fun-i(0)(0)2dx — 20" Ty fon—i () (x0). (4.18)

1
n
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Burada,
fan-i() = (-1 30, K (x — X)) (4.19)

dir. EKKCD degerini en aza indiren h degeri bant genisligi olarak segilir (Wand ve Jones,
1995: 63). Hall (1983), EKKCD bant genisligi se¢im yontemlerinin Es. 4.20’de daha kolay

hesaplanacagini ispatlamistir:
EKKGD = [ fon()dx — 207 3Ly frup—i (%)) (4.20)

EKKCD yontemi siklikla kullanilsa da orneklem degiskenliginin fazla olmasi bir
dezavantajidir. Bu nedenle EKKCD yontemi yogunluk tahmininde eksik diizgiinlestirmeler
yapar (Terrell, 1990). Park ve Marron (1990) EKKCD’nin yiiksek miktardaki 6rneklem
degiskenligi nedeniyle, diger bant genisligi se¢cim yontemleri ile karsilastirildiginda

neredeyse tiim yogunluk tahminlerinde iyi bir performans vermedigini gostermislerdir.
4.6. Yanh Capraz Dogrulama Bant Genisligi Secim Yontemi

En kiiciik kareler capraz dogrulama bant genisligi se¢im yonteminin 6rneklem degiskenligini
iyilestirmek i¢in Scott ve Terrell (1987) Yanli Capraz Dogrulama (YCD) bant genisligi
se¢im yontemini &ne siirmiislerdir. Bu yontemin EKKCD ile arasindaki fark IHK yerine Es.
3.27°de verilen AIOHK’ye dayali olmasidir. YCD bant genisligi se¢im yonteminde
bilinmeyen R(f"") bir tahmin edici olan R(f"") ile degistirilir. Bu da yanl1 bir tahmin iiretir
(Scott ve Terrel, 1987):

YCD = (nh)'R(K) + 7 h*u, (K)2R(F"). (4.21)

YCD ile EKKCD ve diger bant genisliklerinde bahsedilen sorunlarin ¢oguna sebep olan
orneklem degiskenligi miktarin1 azaltir. Ayrica asimptotik varyansi EKKCD’nin
varyansindan oldukga diistiktiir. Ancak varyanstaki bu diislis yanlilikta artisa sebep olur
(Yolsal, 2017: 61). Cao ve digerleri (1994), Jones, Marron ve Sheather (1996), Park ve
Marron (1990) simiilasyon calismalar1 ile YCD’nin performansinin EKKCD’den iyi

oldugunu gostermistir.
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4.7. Diizlestirilmis Capraz Dogrulama Bant Genisligi Secim Yontemi

Diizlestirilmis Capraz Dogrulama (DCD) bant genisligi se¢im yontemi, IOHK'nin
integrallenmis yan kare bilesenini (IYK) tahmin etmek igin g pilot bant genisligine sahip bir
cekirdek tahmin edicisi kullanmasi bakimindan yerine koyma bant genisligi se¢imine
benzerdir. Bu nedenle, yontemler benzer teorik 6zelliklere sahiptir. Aradaki fark, DCD'nin
asimptotik yaklagimi yerine yanliligin karesinin integraline dayanmasidir. Bu nedenle

asimptotik yaklasima daha az bagimli olma gibi bir 6zellige sahiptir. Diizlestirilmis ¢capraz

dogrulama amag fonksiyonu, f(x)’in bir pilot tahmin edici ile degistirilmesiyle elde edilir:
= 1
fn,g(x) = ;Z?=1 Lg(x - X;). (4.22)

Burada L, (x)’ler farkli bant genislikleri g’lerle elde edilen gekirdek fonksiyonlaridir. Ayni

zamanda asimptotik integrallenmis varyans (nh)"'R(K)’yi iceren DCD,

DCD (h) == R(K) + YK (h) (4.23)
ile TYK tahmin edilir:

iYK(h) =n"231 X%, (Kh * frg(X) — (f;l,g(x)))2 dx. (4.24)

DCD bant genisligi, DCD (h) degerinin en biiyiikk minimumudur (Wand ve Jones, 1995: 75).
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5. SIMULASYON CALISMASI

Bu bélimde NO, SPY, SJYK, SJIDC, EKKCD, YCD ve DCD bant genisligi secim
yontemlerinin performanslarini OHK ve yan bakimindan karsilastirmak amaciyla
simiilasyon g¢alismasi yapilmistir. Bu amagla Cizelge 5.1’de parametreleri verilen normal
karisim yogunluklari ile, R paket programi (versiyon 4.2.2) igerisinde bulunan, veriler igin
cekirdek diizgiinlestirmede kullanilan “ks” paketi i¢indeki “rnorm.mixt” fonksiyonu
kullanilarak 1000 tekrarli rasgele veri tiretilmistir (Cran.r-project, 2022). Cesitli ¢arpiklik,
basiklik, simetri ve mod 6zelliklerine gore farklilik gosteren dagilimlarda bant genisligi
secim yontemlerinin etkilerini gérmek i¢in normal karisim yogunluklart kullanilmistir. Bu
dagilimlar gercek verilerin farkli formlardaki dagilimlarinin birer prototipleri olarak
diistiniilmektedir. Bu yogunluklar Standart Normal (Gaussian), Carpik Tek Modlu (Skewed
Unimodal), Kurtotic Tek Modlu (Kurtotic Unimodal), Aykir1 (Outlier), Iki Modlu
(Bimodal), Ayrilmis iki Modlu (Seperated Bimodal), Carpik Iki Modlu (Skewed Bimodal)
ve Ug¢ Modlu (Trimodal) dagilimi kapsamaktadir. Bu dagilimlarin grafikleri R paket
programi (versiyon 4.2.2) igerisinde bulunan “norlmix” paketi ile ¢izdirilerek Sekil 5.1°de
verilmistir (Cran.r-project, 2022; Giindiiz ve Aydin, 2021).

Cizelge 5.1. Normal karisim yogunluk parametreleri (Marron ve Wand, 1992).

Yogunluk wiN(u62) + - + wi N (u02)
Standart Normal N(0,1)
(Gaussian)

1 1 /1 3
(otewed unimodel) sNOD +58(3.?) +2N(7.67)
Kuroonmosay |3 +3N(0.67)
(Cutien 16MOD + 15N (0.6)
A I
e n(1.07) 3 (s 2)
o |59 6-57)
(Skoned Bl MO +38(3. )

(et (50 w66 i 0
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Sekil 5.1. Normal karisim yogunluk grafikleri.
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Bant genisligi yontemlerinin performanslarint karsilagtirmak amaciyla “ks” paketinde
bulunan “Hmise.mixt” fonksiyonunu kullanilarak arastirmanin amacina uygun olarak
Cizelge 5.1°de verilen c¢esitli normal karisim yogunluklar1 ve farkli 6rnek caplari i¢in Es.

3.27°de bulunan IOHK yi en kii¢iik yapan optimal bant genislikleri (hjox) hesaplanmustir.

Normal karisim yogunluklarmin her biri ile ilgili 7 farkli bant genisliklerini hesaplamak icin
R paket programi (versiyon 4.2.2) igerisinde bulunan, “stats” paketi icindeki “density”
fonksiyonu kullanilmistir (Stat.ethz, 2022). Ayrica tiim bant genisligi hesaplamalarinda

standart normal ¢ekirdek fonksiyonu kullanilmastir.

Bant genisliklerinin farkli 6rnek ¢aplarinda nasil davrandigini gérmek igin Cizelge 5.1°de
verilen normal Karisim yogunluklarindan 5, 10, 25, 50, 100, 200 ¢apl 6rnekler alinarak

yogunluk grafikleri olusturulmustur.

Optimal bant genisligine en yakin bant genigligini goérmek i¢in 7 bant genisligi se¢im
yonteminin her biri i¢in iiretilen bant genisliklerinin ortalamalari (hyg7), Standart sapmalari
(S), yan1 (YAN) ve OHK’s1 hesaplanmistir. Bu dlgiitlere dair elde edilen sonuglar Cizelge
5.2 ve 5.9 arasinda sunulmustur. Bu ¢izelgelerde optimal bant genisligi degerleri hjopx,
ornek c¢ap1 (n) ile birlikte verilmistir. Cizelgeler s6zli edilen normal karisim yogunluklari
icin ayr1 ayri olusturulmus ve sonucglar her 6rnek ¢api i¢in verilmistir. Normal karisim
yogunluklari, standart normal yogunluk, hijoux ve 7 farkli bant genisligi ile elde edilen
cekirdek yogunluk tahminlerini gosteren grafikler Sekil 5.2 ile 5.9 arasinda gosterilmektedir.
Ayrica normal karisim yogunluklar (standart normal ve ¢esitli normal karisim yogunluklari)
icin 7 farkli bant genisligi se¢cim yontemine iligkin kutu grafikleri Sekil 5.10 ile 5.17 arasinda
verilmektedir. Bu kutu grafiklerinin her birisinde ilgili hjoyx degeri referans olarak
isaretlenmistir. Bu grafikler bize her bir yontemin o dagilim tiiriinde ne kadar etkili oldugunu

gosterir.
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Cizelge 5.2. N(0,1) modeli ile tanimlanan standart normal yogunluk ve bu dagilimdan
alinan gesitli 6rnek ¢aplari i¢in elde edilen optimal bant genisligi (hioyx) ile
1000 tekrarla tiretilen 7 farkli bant genisligi se¢im yontemlerinin ortalamalari
(hogr), standart sapmalari (S), yanlar1 (YAN) ve ortalama hata kareleri (OHK).

n=5 n=10
Rionk=0,903 Rionk=0,758
YONTEM | hopr | S YAN | OHK | |[YONTEM | hogpr | S YAN | OHK
NO 0,521 | 0,295 | -0,382 | 0,233 | |[NO 0,547 | 0,176 | -0,212 | 0,076
SPY 0,442 | 0,250 | -0,461 | 0,275 | |SPY 0,464 | 0,149 | -0,294 | 0,109
SIYK 0,485 | 0,291 | -0,418 | 0,259 | |SJYK 0,529 | 0,196 | -0,230 | 0,091
SIDC 0,397 | 0,292 | -0,506 | 0,341 | |SIDC 0,479 | 0,218 | -0,279 | 0,125
EKKCD 0,673 | 0,327 | -0,230 | 0,160 | |EKKCD 0,611 | 0,216 | -0,147 | 0,069
YCD 0,768 | 0,288 | -0,135 | 0,101 | |YCD 0,696 | 0,166 | -0,062 | 0,031
DCD 0,708 | 0,320 | -0,195 | 0,140 | |DCD 0,641 | 0,197 | -0,118 | 0,053
n=25 n=50
Rionx=0,609 hionx=0,520
YONTEM | hopr | S YAN | OHK | |[YONTEM | hogpr | S YAN | OHK
NO 0,497 | 0,098 | -0,112 | 0,022 | |[NO 0,453 | 0,061 | -0,067 | 0,008
SPY 0,422 | 0,083 | -0,187 | 0,042 | |SPY 0,384 | 0,052 | -0,136 | 0,021
SJIYK 0,491 | 0,120 | -0,118 | 0,028 | |SJYK 0,447 | 0,082 | -0,073 | 0,012
SIDC 0,465 | 0,142 | -0,144 | 0,041 | |SIDC 0,431 | 0,098 | -0,089 | 0,017
EKKCD 0,514 | 0,157 | -0,096 | 0,034 | | EKKCD 0,444 | 0,128 | -0,076 | 0,022
YCD 0,596 | 0,085 | -0,014 | 0,007 | |YCD 0,517 | 0,052 | -0,003 | 0,003
DCD 0,547 | 0,112 | -0,063 | 0,016 | | DCD 0,477 | 0,078 | -0,043 | 0,008
n=100 n=200
Rionk=0,445 hionk=0,383
YONTEM | hopr | S YAN | OHK | |[YONTEM | hogr | S YAN | OHK
NO 0,404 | 0,038 | -0,042 | 0,003 | |[NO 0,358 | 0,023 | -0,025 | 0,001
SPY 0,343 | 0,032 | -0,103 | 0,012 | |SPY 0,304 | 0,019 | -0,079 | 0,007
SIYK 0,400 | 0,056 | -0,045 | 0,005 | |SJYK 0,356 | 0,037 | -0,027 | 0,002
SIDC 0,391 | 0,067 | -0,054 | 0,007 | |SIDC 0,351 | 0,043 | -0,032 | 0,003
EKKCD 0,389 | 0,105 | -0,056 | 0,014 | |EKKCD 0,346 | 0,082 | -0,037 | 0,008
YCD 0,449 | 0,034 | 0,003 | 0,001 | [YCD 0,391 | 0,022 | 0,008 | 0,001
DCD 0,418 | 0,054 | -0,027 | 0,004 | | DCD 0,367 | 0,035 | -0,016 | 0,001
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Cizelge 5.3. %N(O,l) +%N G’@Z) +§N (g,(g)z) modeli ile tanimlanan carpik tek modlu

yogunluk olarak adlandirilan normal karigim yogunlugundan alinan gesitli
ornek ¢aplari icin elde edilen optimal bant genisligi (hjoyk) 1le 1000 tekrarla
tretilen 7 farkli bant genisligi se¢im yontemlerinin ortalamalart (hggr),
standart sapmalari (S), yanlar1 (YAN) ve ortalama hata kareleri (OHK).

n=5 n=10
hionx=0,898 Rionx=0,743
YONTEM | hogr S YAN | OHK | |[YONTEM | hpgr | S | YAN | OHK
NO 0,537 | 0,300 | -0,362 | 0,220 | |NO 0,558 | 0,187 | -0,185 | 0,069
SPY 0,456 | 0,254 | -0,443 | 0,261 | |SPY 0,474 | 0,159 | -0,269 | 0,098
SIYK 0,498 | 0,293 | -0,401 | 0,246 | |SIYK 0,535 | 0,201 | -0,208 | 0,084
SIDC 0,410 | 0,292 | -0,488 | 0,324 | |SIDC 0,483 | 0,223 | -0,260 | 0,117
EKKCD 0,692 | 0,341 | -0,206 | 0,159 | |EKKCD 0,632 | 0,231 | -0,111 | 0,066
YCD 0,793 | 0,313 | -0,105 | 0,109 | | YCD 0,733 | 0,185 | -0,009 | 0,034
DCD 0,723 | 0,329 | -0,175 | 0,139 | | DCD 0,658 | 0,202 | -0,084 | 0,048
n=25 n=50
hionx=0,584 hiopx=0,492
YONTEM | hogr S YAN | OHK | |[YONTEM | hpgr | S | YAN | OHK
NO 0,506 | 0,109 | -0,078 | 0,018 | |NO 0,464 | 0,069 | -0,027 | 0,005
SPY 0,430 | 0,092 | -0,154 | 0,032 | |SPY 0,394 | 0,058 | -0,097 | 0,013
SIYK 0,489 | 0,125 | -0,096 | 0,025 | |SIYK 0,443 | 0,085 | -0,048 | 0,010
SIDC 0,460 | 0,143 | -0,124 | 0,036 | |SIDC 0,424 | 0,100 | -0,068 | 0,015
EKKCD 0,528 | 0,162 | -0,056 | 0,029 | | EKKCD 0,453 | 0,133 | -0,038 | 0,019
YCD 0,622 | 0,094 | 0,038 | 0,010 | | YCD 0,541 | 0,061 | 0,049 | 0,006
DCD 0,550 | 0,117 | -0,035 | 0,015 | |DCD 0,476 | 0,080 | -0,016 | 0,007
n=100 n=200
Rionk=0,417 Rionk=0,355
YONTEM | hogr S YAN | OHK | |[YONTEM | hpgr | S | YAN | OHK
NO 0,410 | 0,044 | -0,007 | 0,002 | |NO 0,366 | 0,028 | 0,012 | 0,001
SPY 0,348 | 0,037 | -0,069 | 0,006 | |SPY 0,311 | 0,023 | -0,044 | 0,002
SIYK 0,390 | 0,057 | -0,027 | 0,004 | |SJIYK 0,344 | 0,038 | -0,011 | 0,002
SIDC 0,379 | 0,066 | -0,038 | 0,006 | | SIDC 0,336 | 0,045 | -0019 | 0,002
EKKCD 0,394 | 0,106 | -0,022 | 0,012 | | EKKCD 0,340 | 0,088 | -0,014 | 0,008
YCD 0,461 | 0,042 | 0,044 | 0,004 | | YCD 0,393 | 0,033 | 0,038 | 0,003
DCD 0,410 | 0,054 | -0,006 | 0,003 | |DCD 0,367 | 0,037 | 0,002 | 0,001
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Cizelge 5.4. gN(O,l) + %N (0, (%)2) modeli ile tanimlanan kurtotic tek modlu yogunluk olarak

adlandirilan normal karigim yogunlugundan alinan gesitli 6rnek caplari igin
elde edilen optimal bant genisligi (hjp ) ile 1000 tekrarla tiretilen 7 farkli bant
genisligi se¢im yontemlerinin ortalamalari (hogr), Standart sapmalari (S),
yanlar1 (YAN) ve ortalama hata kareleri (OHK).

n=5 n=10
hionk=0,374 hionx=0,198
YONTEM | hogr S YAN | OHK | |[YONTEM | hpgr | S | YAN | OHK
NO 0,335 | 0,248 | -0,038 | 0,063 | [NO 0,336 | 0,175 | 0,138 | 0,050
SPY 0,285 | 0,211 | -0,089 | 0,052 | |SPY 0,285 | 0,149 | 0,087 | 0,030
SIYK 0,305 | 0,241 | -0,069 | 0,063 | |SIYK 0,297 { 0,177 | 0,099 | 0,041
SIDC 0,240 | 0,223 | -0,134 | 0,068 | |SIDC 0,249 | 0,173 | 0,051 | 0,033
EKKCD 0,467 | 0,310 | 0,093 | 0,104 | |EKKCD 0,355 | 0,227 | 0,157 | 0,076
YCD 0,591 | 0,294 | 0,217 | 0,133 | | YCD 0,558 | 0,180 | 0,360 | 0,161
DCD 0,513 | 0,304 | 0,139 | 0,112 | |DCD 0,436 | 0,184 | 0,238 | 0,090
n=25 n=50
Rhionx=0,124 hionx=0,097
YONTEM | hogr S YAN | OHK | |[YONTEM | hpgr | S | YAN | OHK
NO 0,277 | 0,116 | 0,153 | 0,037 | |NO 0,241 | 0,078 | 0,144 | 0,027
SPY 0,235 | 0,099 | 0,111 | 0,022 | |SPY 0,204 | 0,066 | 0,108 | 0,016
SJIYK 0,225 | 0,111 | 0,101 | 0,023 | |SIYK 0,172 { 0,066 | 0,075 | 0,010
SIDC 0,186 | 0,105 | 0,062 | 0,015 | [SIDC 0,134 | 0,054 | 0,037 | 0,004
EKKCD 0,208 | 0,139 | 0,084 | 0,026 | | EKKCD 0,116 | 0,059 | 0,020 | 0,004
YCD 0,483 | 0,092 | 0,359 | 0,137 | | YCD 0,421 | 0,061 | 0,324 | 0,109
DCD 0,321 | 0,100 | 0,197 | 0,049 | | DCD 0,243 | 0,059 | 0,146 | 0,025
n=100 n=200
Rionx=0,079 Rionk=0,065
YONTEM | hogr S YAN | OHK | |[YONTEM | hpgr | S | YAN | OHK
NO 0,202 | 0,050 | 0,123 | 0,018 | |NO 0,177 | 0,034 | 0,112 | 0,014
SPY 0,171 | 0,042 | 0,093 | 0,010 | |SPY 0,150 | 0,029 | 0,085 | 0,008
SIYK 0,125 | 0,033 | 0,047 | 0,003 | |SIYK 0,098 { 0,018 | 0,033 | 0,001
SIDC 0,098 | 0,024 | 0,020 | 0,001 | |SIDC 0,077 | 0,012 | 0,012 | 0,000
EKKCD 0,081 | 0,026 | 0,003 | 0,001 | |[EKKCD 0,065 | 0,015 | 0,000 | 0,000
YCD 0,357 | 0,062 | 0,279 | 0,081 | | YCD 0,267 | 0,100 | 0,202 | 0,051
DCD 0,178 | 0,029 | 0,100 | 0,011 | |DCD 0,135 | 0,016 | 0,070 | 0,005
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Cizelge 5.5. %N(O,l) +1—90N (0, (%)2) modeli ile tanimlanan aykirt yogunluk olarak

adlandirilan normal karisim yogunlugundan alinan cesitli 6rnek ¢aplari i¢in
elde edilen optimal bant genisligi (hjp ) ile 1000 tekrarla tiretilen 7 farkli bant
genisligi se¢im yontemlerinin ortalamalari (hogr), Standart sapmalari (S),
yanlar1 (YAN) ve ortalama hata kareleri (OHK).

n=5 n=10
hionx=0,804 hiouk=0,654
YONTEM | hogr S YAN | OHK | |[YONTEM | hpgr | S | YAN | OHK
NO 0,464 | 0,281 | -0,340 | 0,195 | |NO 0,482 | 0,180 | -0,172 | 0,062
SPY 0,394 | 0,239 | -0,410 | 0,225 | |SPY 0,410 | 0,153 | -0,245 | 0,083
SIYK 0,433 | 0,280 | -0,371 | 0,216 | |SIYK 0,465 | 0,197 | -0,189 | 0,075
SIDC 0,354 | 0,277 | -0,450 | 0,279 | |SIDC 0,419 | 0,214 | -0,235 | 0,101
EKKCD 0,621 | 0,325 | -0,183 | 0,139 | |EKKCD 0,551 | 0,219 | -0,103 | 0,058
YCD 0,718 | 0,292 | -0,086 | 0,093 | | YCD 0,655 | 0,167 | 0,001 | 0,028
DCD 0,656 | 0,322 | -0,148 | 0,125 | | DCD 0,588 | 0,193 | -0,066 | 0,042
n=25 n=50
hionk=0,483 hionx=0,351
YONTEM | hogr S YAN | OHK | |[YONTEM | hpgr | S | YAN | OHK
NO 0,437 | 0,105 | -0,046 | 0,013 | |NO 0,402 | 0,071 | 0,051 | 0,008
SPY 0,371 | 0,089 | -0,112 | 0,020 | |SPY 0,342 | 0,060 | -0,010 | 0,004
SJIYK 0,422 | 0,128 | -0,061 | 0,020 | |SJIYK 0,376 | 0,092 | 0,025 | 0,009
SIDC 0,394 | 0,147 | -0,089 | 0,030 | |SIDC 0,350 | 0,108 | -0,001 | 0,012
EKKCD 0,443 | 0,172 | -0,040 | 0,031 | | EKKCD 0,354 | 0,148 | 0,003 | 0,022
YCD 0,564 | 0,086 | 0,081 | 0,014 | | YCD 0,488 | 0,055 | 0,137 | 0,022
DCD 0,491 | 0,114 | 0,008 | 0,013 | |DCD 0,415 | 0,082 | 0,064 | 0,011
n=100 n=200
Rhionx=0,218 Rionk=0,146
YONTEM | hogr S YAN | OHK | |[YONTEM | hpgr | S | YAN | OHK
NO 0,358 | 0,046 | 0,139 | 0,022 | |NO 0,318 | 0,030 | 0,172 | 0,031
SPY 0,304 | 0,039 | 0,085 | 0,009 | |SPY 0,270 { 0,025 | 0,124 | 0,016
SIYK 0,319 | 0,067 | 0,101 | 0,015 | |SIYK 0,268 | 0,047 | 0,122 | 0,017
SIDC 0,294 | 0,082 | 0,076 | 0,012 | |SIDC 0,243 | 0,059 | 0,097 | 0,013
EKKCD 0,259 | 0,123 | 0,041 | 0,017 | |[EKKCD 0,182 | 0,092 | 0,036 | 0,010
YCD 0,422 | 0,040 | 0,203 | 0,043 | | YCD 0,363 | 0,032 | 0,217 | 0,048
DCD 0,346 | 0,061 | 0,127 | 0,020 | | DCD 0,287 | 0,044 | 0,141 | 0,022
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Cizelge 5.6. %N(—l, (2)2) +%N(1, (g)z)modeli ile tanimlanan iki modlu yogunluk olarak
adlandirilan normal karisim yogunlugundan alinan g¢esitli 6rnek caplari igin
elde edilen optimal bant genisligi (hjoyx) ile 1000 tekrarla tiretilen 7 farkli bant
genisligi secim yontemlerinin ortalamalart (hygy), Standart sapmalari (S),
yanlar1 (YAN) ve ortalama hata kareleri (OHK).

n=5 n=10
hionx=1,149 hionx=0,899
YONTEM | hogr S YAN | OHK | |[YONTEM | hpgr | S | YAN | OHK
NO 0,698 | 0,333 | -0,452 | 0,315 | |NO 0,742 | 0,183 | -0,156 | 0,058
SPY 0,592 | 0,283 | -0,557 | 0,390 | |SPY 0,630 | 0,156 | -0,268 | 0,096
SIYK 0,624 | 0,302 | -0,525 | 0,367 | |SIYK 0,670 | 0,195 | -0,229 | 0,090
SIDC 0,492 | 0,302 | -0,657 | 0,523 | |SIDC 0,584 | 0,231 | -0,315 | 0,152
EKKCD 0,802 | 0,340 | -0,348 | 0,236 | | EKKCD 0,724 | 0,245 | -0,175 | 0,090
YCD 0,945 | 0,279 | -0,204 | 0,120 | | YCD 0,858 | 0,153 | -0,041 | 0,025
DCD 0,848 | 0,308 | -0,302 | 0,185 | | DCD 0,754 | 0,200 | -0,145 | 0,061
n=25 n=50
hionk=0,603 hionx=0,472
YONTEM | hogr S YAN | OHK | |[YONTEM | hpgr | S | YAN | OHK
NO 0,654 | 0,084 | 0,051 | 0,010 | [NO 0,581 | 0,045 | 0,109 | 0,014
SPY 0,555 | 0,072 | -0,048 | 0,007 | |SPY 0,493 | 0,038 | 0,021 | 0,002
SIYK 0,580 | 0,115 | -0,023 | 0,014 | |SJIYK 0,500 | 0,080 | 0,027 | 0,007
SIDC 0,522 | 0,149 | -0,081 | 0,029 | |SIDC 0,456 | 0,105 | -0,016 | 0,011
EKKCD 0,570 | 0,183 | -0,032 | 0,034 | | EKKCD 0,474 | 0,153 | 0,002 | 0,023
YCD 0,713 | 0,078 | 0,111 | 0,018 | | YCD 0,624 | 0,048 | 0,152 | 0,025
DCD 0,606 | 0,125 | 0,003 | 0,016 | |DCD 0,510 | 0,090 | 0,038 | 0,009
n=100 n=200
Rionk=0,385 Rionx=0,322
YONTEM | hogr S YAN | OHK | |[YONTEM | hpgr | S | YAN | OHK
NO 0,506 | 0,027 | 0,121 | 0,015 | |NO 0,441 | 0,016 | 0,120 | 0,015
SPY 0,430 | 0,023 | 0,044 | 0,002 | |SPY 0,375 | 0,014 | 0,053 | 0,003
SIYK 0,420 | 0,058 | 0,034 | 0,005 | |SIYK 0,344 | 0,038 | -0,011 | 0,002
SIDC 0,388 | 0,073 | 0,002 | 0,005 | |SIDC 0,328 | 0,047 | 0,007 | 0,002
EKKCD 0,395 | 0,118 | 0,010 | 0,014 | |EKKCD 0,332 | 0,086 | 0,010 | 0,008
YCD 0,535 | 0,044 | 0,149 | 0,024 | | YCD 0,425 | 0,059 | 0,103 | 0,014
DCD 0,424 | 0,064 | 0,038 | 0,006 | | DCD 0,352 | 0,043 | 0,030 | 0,003




35

Cizelge 5.7. %N (—% (%)2) + %N (% (%)2) modeli ile tanimlanan ayrilmig iki modlu yogunluk

olarak adlandirilan normal karigim yogunlugundan alinan gesitli drnek caplart
icin elde edilen optimal bant genisligi (hjyyx) ile 1000 tekrarla tiretilen 7 farkli
bant genisligi secim yontemlerinin ortalamalari (hygr), Standart sapmalart (S),
yanlar1 (YAN) ve ortalama hata kareleri (OHK).

n=5 n=10
hionk=0,586 hionk=0,469
YONTEM | hogr S YAN | OHK | |[YONTEM | hpgr | S | YAN | OHK
NO 0,929 | 0,498 | 0,344 | 0,366 | |NO 1,005 | 0,235 | 0,535 | 0,341
SPY 0,789 | 0,423 | 0,203 | 0,220 | |SPY 0,853 0,199 | 0,383 | 0,187
SIYK 0,700 | 0,355 | 0,115 | 0,139 | |SJYK 0,658 | 0,153 | 0,189 | 0,059
SIDC 0,465 | 0,255 | -0,120 | 0,080 | |SIDC 0,477 | 0,128 | 0,008 | 0,016
EKKCD 0,804 | 0,423 | 0,218 | 0,226 | |EKKCD 0,576 | 0,238 | 0,107 | 0,068
YCD 1,261 | 0,315 | 0,675 | 0,555 | | YCD 1,136 | 0,140 | 0,666 | 0,464
DCD 0,899 | 0,282 | 0,314 | 0,178 | | DCD 0,689 | 0,132 | 0,219 | 0,066
n=25 n=50
hionx=0,366 hionx=0,308
YONTEM | hogr S YAN | OHK | |[YONTEM | hpgr | S | YAN | OHK
NO 0,870 | 0,086 | 0,503 | 0,261 | |NO 0,766 | 0,036 | 0,458 | 0,211
SPY 0,738 | 0,073 | 0,372 | 0,144 | |SPY 0,651 { 0,030 | 0,342 | 0,118
SJIYK 0,492 | 0,054 | 0,126 | 0,019 | |SIYK 0,394 | 0,028 | 0,086 | 0,008
SIDC 0,388 | 0,053 | 0,022 | 0,003 | |SIDC 0,330 | 0,032 | 0,021 | 0,001
EKKCD 0,384 | 0,113 | 0,018 | 0,013 | |EKKCD 0,312 | 0,082 | 0,004 | 0,007
YCD 0,920 | 0,121 | 0,554 | 0,321 | | YCD 0,436 | 0,141 | 0,128 | 0,036
DCD 0,482 | 0,053 | 0,116 | 0,016 | | DCD 0,381 | 0,028 | 0,073 | 0,006
n=100 n=200
Rionk=0,262 Rionk=0,224
YONTEM | hogr S YAN | OHK | |[YONTEM | hpgr | S | YAN | OHK
NO 0,667 | 0,022 | 0,405 | 0,164 | |NO 0,581 | 0,013 | 0,357 | 0,128
SPY 0,566 | 0,018 | 0,304 | 0,093 | |SPY 0,493 { 0,011 | 0,269 | 0,073
SIYK 0,319 | 0,017 | 0,057 | 0,004 | |SIYK 0,262 { 0,011 | 0,039 | 0,002
SIDC 0,278 | 0,021 | 0,017 | 0,001 | |SIDC 0,237 | 0,014 | 0,014 | 0,000
EKKCD 0,261 | 0,060 | -0,001 | 0,004 | |[EKKCD 0,223 | 0,046 | -0,001 | 0,002
YCD 0,304 | 0,028 | 0,043 | 0,003 | | YCD 0,247 { 0,019 | 0,023 | 0,001
DCD 0,307 | 0,017 | 0,046 | 0,002 | |DCD 0,253 | 0,011 | 0,030 | 0,001
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Cizelge 5.8. %N(O,l) + %N (% (%)Z)modeli ile tanimlanan carpik iki modlu yogunluk olarak
adlandirilan normal karigim yogunlugundan alinan gesitli 6rnek caplari igin
elde edilen optimal bant genisligi (hjp ) ile 1000 tekrarla tiretilen 7 farkli bant
genisligi se¢im yontemlerinin ortalamalari (hogr), Standart sapmalari (S),
yanlar1 (YAN) ve ortalama hata kareleri (OHK).

n=5 n=10
hiopr=1,017 hionx=0,817
YONTEM | hogr S YAN | OHK | |[YONTEM | hpgr | S | YAN | OHK
NO 0,619 | 0,309 | -0,398 | 0,254 | |NO 0,651 | 0,181 | -0,166 | 0,061
SPY 0,525 | 0,262 | -0,492 | 0,310 | |SPY 0,553 | 0,154 | -0,265 | 0,094
SIYK 0,558 | 0,292 | -0,459 | 0,296 | |SJYK 0,599 | 0,193 | -0,218 | 0,085
SIDC 0,445 | 0,294 | -0,571 | 0,413 | |SIDC 0,524 | 0,221 | -0,293 | 0,135
EKKCD 0,739 | 0,332 | -0,278 | 0,188 | | EKKCD 0,641 | 0,236 | -0,176 | 0,087
YCD 0,850 | 0,284 | -0,167 | 0,108 | | YCD 0,771 | 0,164 | -0,046 | 0,029
DCD 0,768 | 0,315 | -0,249 | 0,161 | | DCD 0,687 | 0,195 | -0,130 | 0,055
n=25 n=50
hionk=0,555 hionx=0,408
YONTEM | hogr S YAN | OHK | |[YONTEM | hpgr | S | YAN | OHK
NO 0,587 | 0,089 | 0,032 | 0,009 | [NO 0,525 | 0,047 | 0,117 | 0,016
SPY 0,498 | 0,076 | -0,057 | 0,009 | |SPY 0,446 | 0,040 | 0,038 | 0,003
SJIYK 0,533 | 0,110 | -0,022 | 0,013 | |SJIYK 0,459 | 0,073 | 0,050 | 0,008
SIDC 0,482 | 0,142 | -0,073 | 0,025 | |SIDC 0,415 | 0,099 | 0,007 | 0,010
EKKCD 0,515 | 0,176 | -0,040 | 0,033 | | EKKCD 0,421 | 0,146 | 0,013 | 0,021
YCD 0,653 | 0,082 | 0,098 | 0,016 | | YCD 0,568 | 0,050 | 0,159 | 0,028
DCD 0,565 | 0,116 | 0,011 | 0,014 | |DCD 0,472 | 0,081 | 0,064 | 0,011
n=100 n=200
Rhionx=0,318 Rionk=0,258
YONTEM | hogr S YAN | OHK | |[YONTEM | hpgr | S | YAN | OHK
NO 0,461 | 0,029 | 0,143 | 0,021 | |[NO 0,403 | 0,017 | 0,146 | 0,022
SPY 0,391 | 0,024 | 0,073 | 0,006 | |SPY 0,342 { 0,014 | 0,085 | 0,007
SIYK 0,380 | 0,052 | 0,062 | 0,007 | |SIYK 0,314 | 0,036 | 0,056 | 0,005
SIDC 0,342 | 0,069 | 0,024 | 0,005 | |SIDC 0,283 | 0,046 | 0,026 | 0,003
EKKCD 0,333 | 0,109 | 0,015 | 0,012 | |[EKKCD 0,266 | 0,081 | 0,009 | 0,007
YCD 0,493 | 0,034 | 0,176 | 0,032 | | YCD 0,416 | 0,046 | 0,159 | 0,027
DCD 0,386 | 0,058 | 0,068 | 0,008 | | DCD 0,316 | 0,041 | 0,059 | 0,005
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Cizelge 5.9. %N(—S,(%)Z) +;—0N(§,(§)2) +%N(0, (%)2) modeli ile tanimlanan {i¢ modlu
yogunluk olarak adlandirilan normal karisim yogunlugundan alinan cesitli
ornek caplart i¢in elde edilen optimal bant genisligi (hjoyx) ile 1000 tekrarla
tiretilen 7 farkli bant genisligi se¢cim yontemlerinin ortalamalari (hogr),
standart sapmalari (S), yanlar1 (YAN) ve ortalama hata kareleri (OHK).

n=5 n=10
hionx=0,926 Rionx=0,778

YONTEM | hogr S YAN | OHK | |[YONTEM | hpgr | S | YAN | OHK

NO 0,549 | 0,279 | -0,378 | 0,220 | |NO 0,573 | 0,172 | -0,205 | 0,071

SPY 0,466 | 0,237 | -0,460 | 0,268 | | SPY 0,486 | 0,146 | -0,291 | 0,106

SJYK 0,495 | 0,256 | -0,431 | 0,251 | |SJYK 0,546 | 0,184 | -0,231 | 0,087

SIDC 0,394 | 0,251 | -0,533 | 0,347 | | SIDC 0,487 | 0,212 | -0,291 | 0,129

EKKCD 0,668 | 0,293 | -0,258 | 0,152 | | EKKCD 0,610 | 0,205 | -0,167 | 0,070

YCD 0,766 | 0,251 | -0,161 | 0,089 | | YCD 0,694 | 0,146 | -0,084 | 0,028

DCD 0,698 | 0,266 | -0,229 | 0,123 | |DCD 0,645 0,179 | -0,133 | 0,050

n=25 n=50
hipnk=0,617 hipnx=0,512

YONTEM | hogr S YAN | OHK | |[YONTEM | hpgr | S | YAN | OHK

NO 0,511 | 0,089 | -0,106 | 0,019 | |[NO 0,459 | 0,048 | -0,053 | 0,005

SPY 0,433 | 0,075 | -0,183 | 0,039 | | SPY 0,390 | 0,041 | -0,122 | 0,017

SJIYK 0,496 | 0,108 | -0,121 | 0,026 | |SIYK 0,449 | 0,071 | -0,063 | 0,009

SIDC 0,463 | 0,133 | -0,153 | 0,041 | | SIDC 0,426 | 0,093 | -0,085 | 0,016

EKKCD 0,495 | 0,151 | -0,222 | 0,038 | | EKKCD 0,422 | 0,126 | -0,089 | 0,024

YCD 0,580 | 0,071 | -0,036 | 0,006 | | YCD 0,505 | 0,043 | -0,007 | 0,002

DCD 0,537 | 0,105 | -0,080 | 0,018 | |DCD 0,471 | 0,071 | -0,041 | 0,007

n=100 n=200
hipnk=0,415 hipnk=0,328

YONTEM | hogr S YAN | OHK | |[YONTEM | hpgr | S | YAN | OHK

NO 0,406 | 0,028 | -0,009 | 0,001 | |[NO 0,356 | 0,016 | 0,028 | 0,001

SPY 0,345 | 0,024 | -0,070 | 0,006 | |SPY 0,302 | 0,013 | -0,026 | 0,001

SJIYK 0,393 | 0,050 | -0,022 | 0,003 | |SIYK 0,341 | 0,034 | 0,013 | 0,001

SIDC 0,377 | 0,067 | -0,038 | 0,006 | |SIDC 0,328 | 0,046 | -0,000 | 0,002

EKKCD 0,363 | 0,103 | -0,052 | 0,013 | | EKKCD 0,307 | 0,086 | -0,021 | 0,008

YCD 0,440 | 0,027 | 0,025 | 0,001 | | YCD 0,382 | 0,018 | 0,054 | 0,003

DCD 0,406 | 0,051 | -0,010 | 0,003 | |DCD 0,349 | 0,036 | 0,021 | 0,002
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Sekil 5.2. N(0,1) modeli ile tanimlanan Standart normal yogunlugun olasilik yogunluk
fonksiyonu ve bu dagilimdan alinan ¢esitli 6rnek caplari i¢in elde edilen optimal
bant genigligi ile 7 farkli bant genisligi se¢im yontemlerine gore elde edilen
cekirdek yogunluk tahminleri.
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Sekil 5.3. %N(O,l)+§NG,(§)2)+§N(§,(§)2) modeli ile tanmimlanan carpik tek modlu
yogunluk olarak adlandirilan normal karisim dagiliminin olasilik yogunluk
fonksiyonu ve bu dagilimdan alinan gesitli 6rnek c¢aplari igin elde edilen optimal
bant genisligi ile 7 farkli bant genisligi se¢im yontemlerine gore elde edilen
cekirdek yogunluk tahminleri.
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Sekil 5.4. §N(0,1) + %N (0, (%)2) modeli ile tanimlanan kurtotic tek modlu yogunluk olarak

adlandirilan normal karisim dagiliminin olasilik yogunluk fonksiyonu ve bu
dagilimdan alinan gesitli 6rnek ¢aplari icin elde edilen optimal bant genisligi ile

7 farkli bant genisligi se¢cim yontemlerine gore elde edilen ¢ekirdek yogunluk
tahminleri.
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Sekil 5.5. %N(O,l) + 1—90N (0, (%0)2) modeli ile tanimlanan aykir1 yogunluk olarak adlandirilan
normal karigim dagiliminin olasilik yogunluk fonksiyonu ve bu dagilimdan alinan
cesitli ornek caplart i¢in elde edilen optimal bant genisligi ile 7 farkli bant
genisligi se¢im yontemlerine gore elde edilen ¢ekirdek yogunluk tahminleri.
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Sekil 5.6. %N(—l, (2)2)+§N(1, (%)2) modeli ile tanimlanan iki modlu yogunluk olarak
adlandirilan normal karigim dagiliminin olasilik yogunluk fonksiyonu ve bu
dagilimdan alinan ¢esitli 6rnek ¢aplar icin elde edilen optimal bant genisligi ile
7 farkl bant genisligi se¢cim yontemlerine gore elde edilen ¢ekirdek yogunluk

tahminleri.
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Sekil 5.7. %N(—%,(%)Z) +%N(§,(§)2) modeli ile tanimlanan ayrilmis iki modlu yogunluk
olarak adlandirilan normal karigim dagiliminin olasilik yogunluk fonksiyonu ve
bu dagilimdan alinan gesitli 6rnek ¢aplari i¢in elde edilen optimal bant genisligi
ile 7 farkli bant genisligi secim yontemlerine gore elde edilen ¢ekirdek yogunluk

tahminleri.
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Sekil 5.8. %N(O,l) +%NG,(§)2) modeli ile tanimlanan ¢arpik iki modlu yogunluk olarak
adlandirilan normal karisim dagiliminin olasilik yogunluk fonksiyonu tahmini ve
bu dagilimdan alinan ¢esitli 6rnek ¢aplari i¢in elde edilen optimal bant genisligi
ile 7 farkli bant genisligi se¢im yontemlerine gore elde edilen ¢ekirdek yogunluk

tahminleri.




45

n=5 n=10

0.6
I

Yogunluk
Yogunluk

n=25 n=50

© ©

c 7] =]
- . E
kS 1 2

N

o

o

° T T T T T T T

3 2 1 0 1 2 3 -3 2 1 0 1 2 3
n=100 n=200

© =

s o
% < | ER g
T © € ©
> i 2 i
S =

o~ N

e 7 o

e 4 e |

© T T T T T T T e T T T T T T T

3 2 1 0 1 2 3 -3 2 1 0 1 2 3

= (CMODLU —— STDNORMAL == hiOHK = NO - SPY = SJYK = SJDG = EKKCD YCD === DCD

Sekil 5.9. %N(—g,(g)z) +:—0N(§,(S)2)+%N(O, (i)z) modeli ile tamimlanan t¢ modlu
yogunluk olarak adlandirilan normal karisim dagiliminin olasilik yogunluk
fonksiyonu ve bu dagilimdan alinan ¢esitli 6rnek ¢aplari i¢in elde edilen optimal
bant genisligi ile 7 farkli bant genisligi secim yontemlerine gore elde edilen
¢ekirdek yogunluk tahminleri.
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Sekil 5.10. N(0,1) modeli ile tanimlanan standart normal yogunlugun cesitli 6rnek gaplari
icin elde edilen 7 farkli bant genisligi se¢im yontemlerine iliskin kutu grafikleri.
(Not: Her 6rnek ¢ap1 igin grafik iizerinde referans deger olarak optimal bant
genisligi dogrusu (mavi), her kutuda ise bant genisliklerinin ortalama degerleri
(mavi) ve medyan degerleri (beyaz) isaretlenmistir.)
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Sekil 5.11. NOD+CN(Z,(?) +N(. Q) modeli ile tanimlanan c¢arpik tek modlu

yogunluk olarak adlandirilan normal karisim dagilimindan cesitli 6rnek caplari
icin elde edilen 7 farkli bant genigligi se¢im yontemlerine iliskin kutu grafikleri.
(Not: Her ornek ¢ap1 igin grafik iizerinde referans deger olarak optimal bant
genisligi dogrusu (mavi), her kutuda ise bant genisliklerinin ortalama degerleri
(mavi) ve medyan degerleri (beyaz) isaretlenmistir.)
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Sekil 5.12. §N(0,1) + %N (0, (ﬁ)z) modeli ile tanimlanan kurtotic tek modlu yogunluk olarak

adlandirilan normal karisim dagilimindan ¢esitli 6rnek caplar icin elde edilen 7
farkli bant genisligi secim yontemlerine iligkin kutu grafikleri. (Not: Her 6rnek
cap1 icin grafik lizerinde referans deger olarak optimal bant genisligi dogrusu
(mavi), her kutuda ise bant genisliklerinin ortalama degerleri (mavi) ve medyan
degerleri (beyaz) isaretlenmistir.)
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Sekil 5.13. 1i0 N(0,1) + 1% N (0, (%)2) modeli ile tanimlanan aykir1 yogunluk olarak adlandirilan

normal karigim dagilimindan gesitli 6rnek ¢aplari i¢in elde edilen 7 farkli bant
genisligi se¢im yontemlerine iligkin kutu grafikleri. (Not: Her 6rnek ¢api igin
grafik lizerinde referans deger olarak optimal bant genisligi dogrusu (mavi), her
kutuda ise bant genisliklerinin ortalama degerleri (mavi) ve medyan degerleri
(beyaz) isaretlenmistir.)
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Sekil 5.14.

%N (—1, (2)2) + %N (1, (%)2) modeli ile tanimlanan iki modlu yogunluk olarak
adlandirilan normal karisim dagilimindan g¢esitli 6rnek ¢aplari igin elde edilen 7
farkli bant genisligi se¢im yontemlerine iliskin kutu grafikleri. (Not: Her 6rnek
capi i¢in grafik {izerinde referans deger olarak optimal bant genisligi dogrusu
(mavi), her kutuda ise bant genisliklerinin ortalama degerleri (mavi) ve medyan
degerleri (beyaz) isaretlenmistir.)
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Sekil 5.15. EN(_E'(E)Z) +EN(E'(5)2) modeli ile tanimlanan ayrilmis iki modlu yogunluk

olarak adlandirilan normal karigim dagilimindan ¢esitli 6rnek ¢aplari icin elde
edilen 7 farkli bant genisligi se¢im yontemlerine iliskin kutu grafikleri. (Not:
Her 6rnek ¢api igin grafik iizerinde referans deger olarak optimal bant genisligi
dogrusu (mavi), her kutuda ise bant genisliklerinin ortalama degerleri (mavi) ve
medyan degerleri (beyaz) isaretlenmistir.)
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Sekil 5.16. %N(O,l) +%NG,(§)2) modeli ile tanimlanan ¢arpik iki modlu yogunluk olarak

adlandirilan normal karigim dagilimindan ¢esitli 6rnek caplart igin elde edilen 7
farkli bant genisligi se¢im yontemlerine iligkin kutu grafikleri. (Not: Her 6rnek
capi icin grafik lizerinde referans deger olarak optimal bant genisligi dogrusu
(mavi), her kutuda ise bant genisliklerinin ortalama degerleri (mavi) ve medyan
degerleri (beyaz) isaretlenmistir.)
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Sekil 5.17. %N(—g,(g)z) +%N(§,(§)2) +110N(0, (i)z) modeli ile tamimlanan i¢ modlu
yogunluk olarak adlandirilan normal karisim dagilimindan ¢esitli 6rnek ¢aplari
icin elde edilen 7 farkli bant genisligi se¢im yontemlerine iliskin kutu
grafikleri. (Not: Her 6rnek gap1 icin grafik {izerinde referans deger olarak
optimal bant genisligi dogrusu (mavi), her kutuda ise bant genisliklerinin
ortalama degerleri (mavi) ve medyan degerleri (beyaz) isaretlenmistir.)
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Ormnegin cekildigi standart normal yogunluk fonksiyonu, farkli drnek ¢aplar igin olusturulan
hiouyx 1le elde edilen c¢ekirdek yogunluk tahmini ve 7 farkli bant genisligi se¢im
yontemlerinin ¢ekirdek yogunluk tahminleri igin elde edilen simiilasyon sonuglarinda; tim
ornek caplarinda hjyyx’ya en yakin sonucu veren bant genisligi se¢im yonteminin YCD
oldugu, hogrr, S, YAN ve OHK nin verildigi ¢izelgelerde, ¢ekirdek yogunluk tahminlerinin
grafiklerinde ve kutu grafiklerinde goriilmektedir (Cizelge 5.2, Sekil 5.2, Sekil 5.10).

Ornegin ¢ekildigi normal karisim yogunluklardan carpik tek modlu yogunlugun olasilik
yogunluk fonksiyonu, standart normal yogunluk fonksiyonu, farkli 6rnek c¢aplari igin
olusturulan hj,yg ile elde edilen ¢ekirdek yogunluk tahmini ve 7 farkli bant genisligi secim
yontemlerinin ¢ekirdek yogunluk tahminleri i¢in elde edilen simiilasyon sonuglarinda;
hionk’ya en yakin sonucu veren bant genisligi se¢im yonteminin n < 10 6rnek caplarinda
YCD oldugu, n = 25 6rnek ¢aplarinda DCD oldugu, hpgr, S, YAN ve OHK nin verildigi
cizelgelerde, c¢ekirdek yogunluk tahminlerinin grafiklerinde ve kutu grafiklerinde
goriilmektedir (Cizelge 5.3, Sekil 5.3, Sekil 5.11).

Ornegin ¢ekildigi normal karisim yogunluklaridan kurtotic tek modlu yogunlugun olasilik
yogunluk fonksiyonu, standart normal yogunluk fonksiyonu, farkli 6rnek caplart icin
olusturulan hj,y ile elde edilen gekirdek yogunluk tahmini ve 7 farkli bant genisligi se¢cim
yontemlerinin g¢ekirdek yogunluk tahminleri i¢in elde edilen simiilasyon sonuglarinda;
hionx’ya en yakin sonucu veren bant genisligi segim yonteminin n = 5 6rnek ¢apinda NO,
n = 10 ile n = 25 o6rnek ¢aplarinda SIDC ve n = 50 6rnek ¢aplarinda EKKCD oldugu,
horrs S, YAN ve OHK’nin verildigi ¢izelgelerde, cekirdek yogunluk tahminlerinin
grafiklerinde ve kutu grafiklerinde goriilmektedir (Cizelge 5.4, Sekil 5.4, Sekil 5.12).

Ornegin cekildigi normal karisim yogunluklarindan aykiri yogunlugun olasilik yogunluk
fonksiyonu, standart normal yogunluk fonksiyonu, farkli 6rnek caplari ic¢in olusturulan
hiogk 1ile elde edilen c¢ekirdek yogunluk tahmini ve 7 farkli bant genisligi secim
yontemlerinin ¢ekirdek yogunluk tahminleri i¢in elde edilen simiilasyon sonuglarinda;
hioux’ya en yakin sonucu veren bant genisligi se¢im yontemininn = 5ilen =10 06rnek
capinda YCD, n = 25 6rnek ¢gapinda DCD, n = 50 6rnek ¢apinda SIDC ven = 100 6rnek
caplarinda EKKCD oldugu, hogr, S, YAN ve OHK’nin verildigi ¢izelgelerde, ¢ekirdek
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yogunluk tahminlerinin grafiklerinde ve kutu grafiklerinde goriilmektedir (Cizelge 5.5, Sekil
5.5, Sekil 5.13).

Ornegin ¢ekildigi normal karisim yogunluklaridan iki modlu yogunlugun olasilik yogunluk
fonksiyonu, standart normal yogunluk fonksiyonu, farkli 6rnek caplari icin olusturulan
hiogx ile elde edilen c¢ekirdek yogunluk tahmini ve 7 farkli bant genisligi se¢im
yontemlerinin ¢ekirdek yogunluk tahminleri i¢in elde edilen simiilasyon sonuglarinda;
hioux’ya en yakin sonucu veren bant genisligi se¢im yonteminin n = 5ilen = 10 06rnek
caplarinda YCD, n = 25 6rnek ¢apinda DCD, n = 50 6rnek capinda EKKCD ven = 100
ornek ¢aplarinda SJIDC oldugu, hogr, S, YAN ve OHK ’nin verildigi ¢izelgelerde, ¢ekirdek
yogunluk tahminlerinin grafiklerinde ve kutu grafiklerinde goriilmektedir (Cizelge 5.6, Sekil

5.6, Sekil 5.14).

Ornegin ¢ekildigi normal karisim yogunluklarindan ayrilmis iki modlu yogunlugun olasilik
yogunluk fonksiyonu, standart normal yogunluk fonksiyonu, farkli 6rnek caplart igin
olusturulan hj,y ile elde edilen ¢ekirdek yogunluk tahmini ve 7 farkli bant genisligi se¢cim
yontemlerinin ¢ekirdek yogunluk tahminleri i¢in elde edilen simiilasyon sonuglarinda;
hionk’ya en yakin sonucu veren bant genisligi se¢im yonteminin n < 10 6rnek ¢aplarinda
SIDC ve n > 25 6rnek caplarinda EKKCD oldugu, hggr, S, YAN ve OHK nin verildigi

cizelgelerde, ¢ekirdek yogunluk tahminlerinin grafiklerinde ve kutu grafiklerinde

gortiilmektedir (Cizelge 5.7, Sekil 5.7, Sekil 5.15).

Ornegin ¢ekildigi normal karisim yogunluklarindan ¢arpik iki modlu yogunlugun olasilik
yogunluk fonksiyonu, standart normal yogunluk fonksiyonu, farkli 6rnek caplart igin
olusturulan hj,y ile elde edilen ¢ekirdek yogunluk tahmini ve 7 farkli bant genisligi se¢cim
yontemlerinin ¢ekirdek yogunluk tahminleri i¢in elde edilen simiilasyon sonuglarinda;
hioux’ya en yakin sonucu veren bant genisligi se¢im yonteminin n = 5ilen = 10 06rnek
caplarinda YCD, n = 25 o6rnek ¢apinda DCD, n = 50 6rnek ¢apinda SIDC ve n = 100
ornek c¢aplarinda EKKCD oldugu, hggr, S, YAN ve OHK’nin verildigi ¢izelgelerde,
cekirdek yogunluk tahminlerinin grafiklerinde ve kutu grafiklerinde goriilmektedir (Cizelge
5.8, Sekil 5.8, Sekil 5.16).
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Ornegin ¢ekildigi normal karisim yogunluklarindan ii¢ modlu yogunlugun olasilik yogunluk
fonksiyonu, standart normal yogunluk fonksiyonu, farkli 6rnek caplari icin olusturulan
hiogk 1le elde edilen c¢ekirdek yogunluk tahmini ve 7 farkli bant genisligi secim
yontemlerinin ¢ekirdek yogunluk tahminleri i¢in elde edilen simiilasyon sonuglarinda;
hionk’ya en yakin sonucu veren bant genisligi secim yonteminin n < 50 6rnek caplarinda
YCD, n = 100 6rnek ¢apinda NO ve n = 200 6rnek capinda SIDC oldugu, hogr, S, YAN
ve OHK’nin verildigi ¢izelgelerde, ¢ekirdek yogunluk tahminlerinin grafiklerinde ve kutu
grafiklerinde goriilmektedir (Cizelge 5.9, Sekil 5.9, Sekil 5.17).
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6. UYGULAMA

Bu boliimde dordiincli boliimde tanitilan bant genisliklerinin gercek veri seti ilizerinde
uygulamasi sunulmustur. Uygulamada R paket programi (versiyon 4.2.2) igerisinde bulunan
“MASS” paketi i¢indeki “Boston” veri seti kullanilmistir (Cran.r-project, 2023). 506
gozlemden olusan veri setinde Boston banliydlerindeki konutlara iliskin 14 degiskenin
bulunmaktadir. Uygulamada bu degiskenlerden 8 tanesi kullanilmistir. Bu degiskenler;
konutun bulundugu konuma gore kisi basina diisen su¢ orami (Sug¢ Orani), konutun
bulundugu konuma gore ticari olmayan is alanlar1 oran1 (Is Alanlar1 Orani), konutun
bulundugu konumun havadaki nitrojen oksit oran1 (Nitrojen Oksit Orani), konut basina
diisen ortalama oda sayis1 (Ortalama Oda Sayisi), sahibi tarafindan kullanilan evlerin orani
(Sahibinin Kullandigt Ev Orani), konutun Boston’daki 5 istihdam merkezine olan
mesafesinin agirhikli ortalamasi (istihdam Merkezlerine Mesafesi), konutun bulundugu
konumun dgrenci-6gretmen orani (Ogrenci-Ogretmen Orani) ve ev sahiplerinin oturdugu
evlerin ortalama degeri (Evin Ortalama Degeri)’dir. R paket programi (versiyon 4.2.2)
icerisinde bulunan “stats” paketi ile her degisken igin hesaplanan 7 farkli bant genisligi (NO,
SPY, SIYK, SIDC, EKKCD, YCD, DCD) sonuglar1 Cizelge 6.1°de verilmistir. Her degisken
icin 7 bant genisligi se¢im yonteminin ¢ekirdek yogunluk tahminleri ayni grafik iizerinde
verilmigstir (Sekil 6.1). Boylece farkli bant genisligi secim yontemlerinin diizgiinlestirme

miktarlar ve yogunluklara etkileri Sekil 6.1’de goriilmektedir.

Cizelge 6.1. Boston veri seti degiskenleri i¢in 7 farkli yonteme gore hesaplanan bant

genislikleri.
Degiskenler NO SPY SJIYK SIDC EKKCD | YCD | DCD
Sug Orant 0,819 0,695 0,189 0,064 0,295 | 2,821 | 0,498
Is Alanlari Oram 2,093 1,777 0,753 0,249 0,235 | 2,248 | 0,710
Nitrojen Oksit Orant 0,035 0,030 0,020 0,013 0,004 | 0,038 | 0,020
Ortalama Oda Sayist 0,168 0,143 0,144 0,141 0,137 | 0,159 | 0,149

Sahibinin Kullandig1 Ev Orani 8,589 7,292 3,639 2,536 0,964 3,284 | 3,468

Istihdam Merkezlerine Mesafesi 0,643 0,546 0,317 0,269 0,244 0,268 | 0,305

Ogrenci-()gretmen Oram 0,638 0,541 0,278 0,064 0,074 0,710 | 0,275

Evin Ortalama Degeri 1,816 1,542 1,307 1,133 0,860 1,857 | 1,571
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Uygulamada elde edilen sonuglara gore Sug Orani, Is Alanlar1 Orani, Nitrojen Oksit Orani,
Ogrenci-Ogretmen Orani, Evin Ortalama Degeri degiskenlerinde diger 6 yonteme gére YCD
bant genisligi se¢im yontemi ve Ortalama Oda Sayisi, Sahibinin Kullandigi Ev Orani,
Istihdam Merkezlerine Mesafesi degiskenlerinde diger 6 yonteme gére NO bant genisligi
secim yontemi yiiksek bant genisligi sonucu vererek asir1 diizgiinlestirme yapmistir. Sug
oram, Ogrenci-Ogretmen Oran1 degiskenlerinde diger 6 yonteme gore SIDC bant genisligi
secim yontemi ve Is Alanlar1 Orani, Nitrojen Oksit Orani, Ortalama Oda Sayis1, Sahibinin
Kullandigt Ev Oram, Istthdam Merkezlerine Mesafesi, Evin Ortalama Degeri
degiskenlerinde diger 6 yonteme gore EKKCD bant genisligi se¢cim yontemi kiigiik bant
genisligi sonucu vererek eksik diizglinlestirme yapmustir (Cizelge 6.1, Sekil 6.1).
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ile elde edilen g¢ekirdek yogunluk tahminleri.

Sekil 6.1. Boston veri seti degiskenlerinin 7 farkli yonteme gére hesaplanan bant genislikleri
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7. SONUC VE ONERILER

Bu calismada, simiilasyon uygulamasi ile normal karisim yogunluklarindan alman farkli
ornek caplari i¢in elde edilen ¢ekirdek yogunluk tahminlerinde kullanilan optimum bant
genislikleri ile 7 bant genisligi se¢cim yontemi bu bant genislikleri se¢cim yontemlerinin YAN

ve OHK ’s1 kullanilarak karsilastirilmistir.
Simiilasyon sonuglarina gore;

e NO bant genisligi segim ydntemi ile elde edilen bant genislikleri kurtotic tek modlu
yogunlukta diisiikk 6rnek capinda ve iic modlu yogunlukta ise yiiksek ornek capinda
optimal bant genisligine en yakin sonucu vermektedir.

e SPY bant genisligi se¢im yontemi ile elde edilen bant genislikleri normal karigim
yogunluklarinin higbirisinde optimal bant genisligine yaklasamamaktadir.

e SJYK bant genisligi secim yontemi ile elde edilen bant genislikleri normal karigim
yogunluklarinin higbirisinde optimal bant genisligine yaklasamamaktadir.

e SJDC bant genisligi se¢im yontemi ile elde edilen bant genislikleri kurtotic tek modlu ve
ayrilmis iki modlu yogunlukta diisiikk 6rnek ¢aplarinda; iki modlu ve ii¢ modlu
yogunlukta yiliksek oOrnek c¢aplarinda optimal bant genisligine en yakin sonucu
vermektedir.

e EKKCD bant genisligi se¢im yontemi ile elde edilen bant genislikleri ayrilmis kurtotic
tek modlu, aykiri, ayrilmis iki modlu ve carpik iki modlu yogunlukta yiiksek ornek
caplarinda optimal bant genisligine en yakin sonucu vermektedir.

e YCD bant genisligi se¢im yontemi ile elde edilen bant genislikleri standart normal
yogunlukta tim Ornek ¢aplarinda; aykiri, iki modlu, carpik iki modlu ve {i¢ modlu
yogunlukta kiiciikk Ornek c¢aplarinda optimal bant genisligine en yakin sonucu
vermektedir.

e DCD bant genisligi se¢cim yontemi ile elde edilen bant genislikleri ¢arpik tek modlu
yogunlukta biiyilk Ornek caplarinda optimal bant genisli§ine en yakin sonucu

vermektedir.
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Gergek veri uygulamasiyla da 7 bant genisligi se¢im yoOntemi Boston veri seti

degiskenlerinin ¢ekirdek yogunluk tahminleri elde edilerek karsilagtirilmistir.

Gergek veri uygulamasi sonuglarina gore;

e NO ve YCD bant genisligi se¢cim yontemleri bazi degiskenlerde yiiksek bant genisligi
sonucu vererek asir1 diizgiinlestirme yapmustir.
e SIDC ve EKKCD bant genisligi secim yontemleri baz1 degiskenlerde kiigiik bant

genisligi sonucu vererek eksik diizglinlestirme yapmustir.

Incelenen pek c¢ok simiilasyon calismasinda bant genisligi secim ydntemlerinde son
zamanlarda 6nemli ilerlemeler kaydedilmis olsa da, bu bant genisligi se¢im yontemleri her
durumda tatmin edici sonuglar vermemektedir. Yani biitiin ¢ekirdek yogunluk tahminleri
icin tek bir en iyi bant genigligi se¢im yontemi belirlemek miimkiin degildir. Tahmin edilen
yogunlugun seklinin ve yapisinin da bant genisligi se¢im yontemlerinde etkisi biiytiktiir. Bu

nedenle farkli bant genisligi se¢im yontemleri i¢in tahminler elde edilmelidir.
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