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OZET

Saglikli tahminleme siireci (Ongori siireci) cesitli arag ve yontemlerle derlenmis verinin,
yigimi temsil kabiliyetinin nitelikli olduguna kanaat edilmesiyle baslamaktadir. Gergek
hayatta karsilastigimiz veriler her zaman bu ideali tasimayabilirler. Veride yer alan bazi
gbzlem ya da gozlem gruplar1 verinin genelinin yogunlastig1 bolgeden farkli bir noktada
konumlanmig olabilir. Bu gozlem ya da gozlem gruplarina aykir1 gézlem ya da baska bir
dagilimdan karisan gézlem denilmektedir. Mevcut klasik metodlar veride aykir1 gézlem ya
da bagka bir dagilimdan karisan gozlemlerin varligindan ¢ok fazla etkilenebilirler. Bu
durum tahmin edicilerin giivenilirliginin diismesine sebep olabilir. Saglam istatistiklerle,
(saglam tahmin edicilerle) baska bir dagilimdan karisan gozlem ya da gozlem grubunu
barindiran eldeki mevcut veri setinden hareketle, aykir1 gézlemlerin bulunmadigi ya da
etkisinin az tutuldugu duruma yakin tahmin ediciler elde edilebilir. Bu calismada, ¢ok
degiskenli gozlem birimlerinin siniflandirilmasinda kullanilan diskriminant analizinde,
kirilma noktas1 yiiksek ve saglamlik o6zelligine sahip tahmin edicilerden Minimum
Kovaryans Determinanti (MCD) ve MCD temelli ¢esitli algortimalara yer verilmis olup, bu
algoritmalar sonucunda elde edilen tahmin ediciler ile mevcut En Cok Olabilirlik (MLE)
tahmin edicileri karsilagtirllmis ve diskriminant analizi siirecinde gdzlemlerin hatali
siiflandirma oranlar1 (ARE) iizerindeki etkileri incelenmistir.

Bilim Kodu : 20513

Anahtar Kelimeler : Diskriminant analizi, karisan goézlem, yiiksek kirilma noktasi,
saglamlik, MCD, hatal1 siniflandirma orani1

Sayfa Adedi . 69
Danisman : Dog. Dr. Necla GUNDUZ
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ABSTRACT

The healthy estimation process begins with the conviction that the data compiled by
various tools and methods is qualified to represent the mass. The data we encounter in real
life may not always carry this ideal. Some observations or observation groups in the data
may be located at a different point from the region where the overall data is concentrated.
These observations or observation groups are called outlier or contamination with another
distribution. Existing classical methods may be greatly influenced by the presence of
observations contamination with another distribution or outliers in the data. Hence, this
situation may result in reduced reliability of the estimators. With robust statistics,
estimators can be obtained for the original data set containing the observation or
observation group contamination from another distribution, close to the situation where
there are no or low affect for outlier or contamination with another distribution. In this
study, Minimum Covariance Determinant (MCD) and based on other types of MCD
algorithms are handled with high breakdown point and robustness for discriminant analysis
used in the classification of multivariate observations. As a result of this situation,
estimators obtained from these algorithms were compared with the existing Maximum
Likelihood Estimators (MLE) and their effects on apparent rate error (ARE) for
misclassification rates during discriminant analysis process.

Science Code : 20513

Key Words . Discriminant analysis, outlier, contamination, high breakdown point,
robustness, MCD, misclassification, apparent rate error
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TESEKKUR

Bu calismanin gergeklestirilmesinde, degerli bilgilerini benimle paylasan, zaman mefthumu
gozetmeksizin destegini hi¢ bir zaman esirgemeyen ve iizerimdeki emegi ddenemeyecek
diizeyde olan, kendisine ne zaman danigsam bana kiymetli zamanini ayirip sabirla ve
biliyiik bir ilgiyle faydali olabilmek i¢in elinden gelenden fazlasini sunan, her sorun
yasadigimda yanina c¢ekinmeden gidebildigim, giiler yiiziinii ve samimiyetini benden
esirgemeyen, mevcut ve gelecekteki mesleki hayatimda da bana verdigi degerli bilgilerden
faydalanacagimi diisiindiigiim ¢ok kiymetli danisman hocam Dog. Dr. Necla GUNDUZ'e

tesekkiirii bir borg biliyor ve siikranlarimi sunuyorum.

Bu giinlere gelmemde emegi olan tiim hocalarima, hayatim boyunca bana kazandirdiklari
her sey i¢in ve beni gelecekte s6z sahibi yapacak bilgilerle donattiklari i¢in hepsine teker

teker tesekkiirlerimi sunarim.

Beni bu giinlere sevgi ve saygi kelimelerinin anlamlarint bilecek sekilde yetistirerek
getiren ve benden hi¢bir zaman destegini esirgemeyen, bu hayattaki en biiylik sansim olan

annem, babam ve kardesime sonsuz tesekkiirler.
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SIMGELER VE KISALTMALAR

Bu c¢alismada kullanilmis simgeler ve kisaltmalar, aciklamalar1 ile birlikte
sunulmustur.

Simgeler Aciklamalar

p Degisken sayisi

g Grup sayisi

n Gozlem birimi sayis1

p Iki degisken arasindaki Pearson korelasyon

€ Baska bir dagilimdan karigsma orani

v Lokasyon sisirme faktorii

K Olgek sisirme foktorii

I Lineer fonksiyonel

h Seg¢ilecek alt matrislerin boyu

X n X p boyutlu veri matrisi

Y p boyutlu bagimli degisken vektorii

F, Baska bir dagilimdan karigsmis dagilim

Fy X rassal degiskeninin dagilim fonksiyonu

K J. gruba ait p boyutlu ortalama vektorii

X; J. grubun ortalama istatistigi

; J- gruba ait n x p boyutlu ¢ok degiskenli y1gin
W ¢ oranda karismis ¢cok degiskenli y1gin

C Grup i¢i var-cov matrisi

' Fisher’in 1. grup icin diskriminant fonksiyonu
Q, Konum 6teleme faktorii

Loxp p X p boyutlu birim matris

Pi 1. Sinifa atanma Onsel olasilig1

T(F) F iizerinde tanimli lineer fonksiyonel
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1. GIRiS

Klasik dogrusal diskriminant analizi, mevcut verideki orjinal degiskenlerin dogrusal
fonksiyonlarini (diskriminant fonksyionlar1) kullanarak, gézlem birimlerini siniflandirmak
ve gercekte hangi gruptan geldigi belli olmayan yeni bir gozlemin, tasimis oldugu
degiskenler bakimindan hangi gruba atanacagi hususunda 6ngoriide bulunan ¢ok degiskenli

istatistiksel bir yontemdir.

Klasik dogrusal diskriminant analizinin en 6nemli kisitlayicilarindan biri, veride aykiri
gbzlem ya da gbzlem grubunun olmamasidir. Zira, klasik dogrusal diskriminant analizi
sonucu elde edilen tahmin ediciler aykir1 gozlem ya da baska dagilimdan karisan gozlem
gruplaria karst olduk¢a duyarlidir. Veri setinde aykiri gozlem ya da gézlem grubunun
olmast durumunda, klasik dogrusal diskriminant analizi sonucu elde edilen tahmin
edicilerin degeri gercek degerinden ¢ok farkli ¢ikabilmektedir. Bu durum, ilgili tahmin
ediciler kullanilarak elde edilen diskriminant fonksiyonlar1 katsayilarint olumsuz
etkilemekte ve bunun sonucu olarak gézlem birimlerinin siiflandirilmast veya yeni bir

gbzlem biriminin gruplara atama 6ngoriisiinde hataya sebep olmaktadir.

Saglam, saglikli, dayanikli ve giirbiiz gibi anlamlar tasiyan robust sozciigi, ilk kez 1953
yilinda Box tarafindan istatistik literatiiriinde kullanilmis olup, varsayimlarin saglanmadigi

durumda saglikli sonuglar veren istatistiksel yontemler olarak adlandirilmistir (Huber,
1964).

Veride aykirt gézlem ya da gozlem grubunun bulunmasi durumunda, yeni gozlemler i¢in
etkili bir grup atamasi yapabilmek i¢in aykir1 degerlerin varligindan, mevcut klasik tahmin
edicilere gore nispeten az ya da hi¢ etkilenmeyen, (varsayimlardan sapmalara duyarli
olmayan tahmin ediciler) saglam istatiksel yontemler sonucu elde edilen saglam istatistikler
tercih edilmektedir. Istatistiksel modellemede ve veri analizinde kullanilan saglam
yontemlerle, varsayimlarin saglandigi ve veri setinde aykiri degerlerin bulunmadigi
durumlarin yani sira, varsayimlarin saglanmadigr ve Ol¢iim hatasindan ya da verinin
dogasindan kaynaklanan aykir1 degerlerin bulundugu durumlarda da giivenilir tahmin
ediciler tretilebilir ve bu tahmin edicilere bagl olarak saglikli gliven araliklar1 ve olasilik

cumleleri kurulabilir.

Klasik dogrusal diskriminant analizinin uygulanmasi hususunda klasik tahmin edicilerin
saglam olmama problemi, Todorov (2009), Chorck ve Rousseeuw (1992), Hawkins ve
McLachlan (1997), He ve Fung (2000), Croux ve Dehon (2001), Hubert ve Van Drieesen
(2004) gibi bircok yazar tarafindan ele alinmigtir. Bu arastirmacilar tarafindan onerilen

istatistiksel yontemler, gelismis bilgisayar teknolojisi sayesinde diinyada bir¢cok yazarin



sanal istatistik kiitiiphanesi olusumuna katki sagladigi, acik kod kaynakli R paket

programinin gelisimini desteklemistir.

Bu tez calismasinda, ¢ok degiskenli gozlemlerin siniflandirilmast ve yeni bir gézlemin
gruplara atanmasinda kullanilan diskriminant analizinde kirilma noktasi yiiksek ve
saglamlik 6zelligine sahip MCD ve MCD’ye dayali ¢esitli tahmin ediciler incelenmektedir.
Bu tahmin edicilere dayali algoritmalar sonucu elde edilen tahmin ediciler ile mevcut MLE
tahmin edicileri karsilastirilmis ve diskriminant analizi siirecinde gozlemlerin hatali

siniflandirma oranlari tizerindeki etkileri incelenmistir.

Ikinci boliimde, klasik dogrusal diskriminant analizine ait genel bilgilere yer verilmis ve
yontemin isleyisi anlatilmistir. Uglincii boliimde, ¢ok degiskenli lokasyon ve odlgek
parameterleri tanitilmis, bu parameterlerin tahminininde en ¢ok olabilirlik yontemi ve bu
yontem sonucu elde edilen tahmin edicilerin tasimis oldugu ozelliklere yer verilmistir.
Dordiincii boliimde, MLE’ye dayali aykir1 gozlem tespiti ve aykiri gozlemlerin klasik
dogrusal diskriminant analizi tizerindeki etkileri anlatilmistir. Besinci bdliimde, saglam
tahmin ediciler, tasimis oldugu 6zellikler ve bazi ¢cok degiskenli saglam tahmin edicilere
iligkin algoritmalara yer verilmistir. Altincit bdliimde, caligma kapsaminda gercek veri
setleri ilizerinde gerek manuel (elle asama asama) gerekse de paket program destegi ile
uygulamalar yapilmis ve sonuglar yorumlanmistir. Yedinci boliimde, saglam tahmin ediciler
ve klasik tahmin edicilerle, R paket programi destegi ile yapilan diskriminant analizine
iliskin simiilasyon ¢aligmalarina yer verilmistir. Sekizinci boliimde, elde edilen bulgular

aciklanmustir.



2. KLASIK DOGRUSAL DISKRIMINANT ANALIZi

Diskriminant analizi; her birinde g tane degisken bulunan B sayida gruptan (£ > 2) elde
edilecek dogrusal fonksyionlar yardimi ile, gozlemlerin smniflandirilmas: ve p tane
degiskene sahip yeni bir gozlem birimini, herhangi bir gruba atamak istedigimizde

kullanilan bir yontemdir.

Ozellikleri bakimindan 6lgiilen ve birimden birime farklilik gosteren, deney sonuglarinin
yer aldig1 6rnek uzay iizerindeki her bir noktay1 reel sayilara baglayan fonksiyonlara rassal
degisken denir (Casella ve Berger, 2002:27). Klasik dogrusal diskriminant analizinde
degisken degerleri bakimindan dSl¢iilen bir gézlem birimi, o gdzlem biriminin atanacagi
grubu etkilediginden ve aralarinda bdyle bir nedensellik oldugundan ilgili gozlem birimini
Olcen degiskenler bagimsiz degisken, gézlem biriminin yer aldig1 grup ise bagimli degisken

olacaktir.

Bu baglamda, bagimsiz degiskenlerin dogrusal bir bileseni yada bilesenleri elde edilir ve bu
bilesenler kullanilarak gézlem birimleri ait oldugu gruba atanir. Diskriminant analizi; grup
ortalama vektorleri arasindaki farkliligi maksimum yapacak sekilde bagimsiz degiskenlerin
dogrusal fonksiyonlarini bulma islemidir. Yukaridaki tanimlar ¢ercevesinde diskriminant

analizinin amaglar1 ve kullanim yerleri asagidaki gibi 6zetlenebilir:
1) Gruplar1 birbirinden ayirmay1 saglayacak olan dogrusal fonksiyonlar1 bulmak,
2) Bulunan fonksiyonlar yardimiyla, yeni bir gézlemi en az hata ile gruplardan birine atamak,

3) Calismaya alinan degiskenlerin hangilerinin grup iiyeligini kestirmekteki katkisinin en
fazla oldugunu belirlemektir (Alpar, 2011:691).

2.1. Genel bilgiler

2.1.1. Bagimh ve bagimsiz degiskenler

Yapilan tanimlamalardan anlasilacagi iizere, diskriminant analizinde bagimli degisken iki ya
da daha fazla kategorili niteliksel degisken iken, bagimsiz degiskenler siirekli ya da kesikli
niceliksel degigkenlerdir. Yani, bagimli degigsken gruplar iken bagimsiz degiskenler gruplara

iliskin 6zellikleri ifade eden degiskenlerdir.

2.1.2. Klasik dogrusal diskriminant analizinin asamalari

Diskriminant analizi, iki agamal1 bir islem olarak ele alinabilir;



1) Diskriminant fonksiyonlarinin énemlilik testi,
2) Yeni gozlemler i¢in grup tiyeliklerinin kestirilmesi.

Birinci asamada; tiim degiskenler dikkate alinarak, gruplar arasinda onemli bir farklilik
olup olmadigini ya da incelenen bagimsiz degiskenlerin dogrusal fonksiyonunun yazilip
yazilamayacagi belirlenir. Cok degiskenli test sonucunda 6nemli bir farklilik bulundugunda
yani; ayirici fonksiyonlar olusturulabilecegi kanisina varildiginda, hangi degiskenin modele

katkisinin daha dnemli oldugu da belirlenebilir.

Ikinci asamada ise, klasik dogrusal diskriminant fonksiyonlar1 ve gdzlem birimlerinin

gruplara atanmasi, agsagida verilen sira ile uygulanir :

1) k. grupta yer alan gézlem birimlerinin, genel grup ortalamasindan farki seklinde tanimli
(2?) yeni rassal degisken matrisi olusturulur.

2) Grup i¢i varyans-kovaryans matrisi (¢;) olusturulur.

(a)7 -

¢ =Lt 2.1)

n;

3) Birlestirilmis grup i¢i varyans-kovaryans matisi (C(r,s)) bilesenleri hesaplanir.

C(r,s) = %Z n; - ¢;(r,s) (2.2)
i=1

4) Gozlem biriminin ait oldugu grup hakkinda herhangi bir bilgi bulunmadig1 durumda, ilgili

gbzlemin ¢ gruba atanma olasilig1 (p;) hesaplanir.
n;

pi= — (2.3)
n

5) Elde edilen bilgiler Fisher’in Kanonik Ayirma Fonksiyonunda yerine yazilir.

_ r
fi=mC™" - ap — SHC b+ In(ps) (2.4)

Grup sayisi kadar dogrusal fonksiyon olacaktir. Dogrusal fonksiyon degerleri herbir gézlem
i¢in ayr1 ayr1 hesaplanir. Tlgili gézlem en yiiksek fonksiyon skoruna sahip diskriminant

fonksiyonunu temsil eden gruba atanur.
2.2. Diskriminant analizinin varsayimlar ve kisitlayicilar

2.2.1. Bagimsiz degiskenlerin ¢ok degiskenli normal dagilim gostermesi

Grup ortalama vektorlerinin karsilastirilmasinda parametrik bir aileyi temsilen F'
istatistiginin kullanilabilmesi i¢in; her bir gruptaki degiskenlerin ¢ok degiskenli normal

dagilim gostermesi gerekir.



2.2.2. Bagimsiz degiskenlerin varyans-kovaryans matrislerinin homojenligi

Gruplardaki 6rneklem biiytlikliigiiniin yeterli olmasi, ancak varyans-kovaryans matrislerinin
homojen olmamasi durumunda, gozlemler daha yiiksek kovaryansa sahip olan gruplara

fazlastyla siniflandirilir. Dolayisiyla bu durum siniflandirma hatasini arttirir.

2.2.3. Bagimsiz degiskenler arasinda ¢oklubaglanti sorununun olmamasi

Bagimsiz degiskenlerin biri (birkag1), digeri (digerleri) ile yiliksek derecede iligkili ise ya da
diger degiskenlerin bir fonksiyonu seklinde yazilabiliyorsa c¢oklu baglanti sorunu ile
karsilasilir. Bu nedenle agiklayici degiskenler arasindaki korelasyon matrisi incelenmeli ve
varyans sisme faktorleri yani, korelasyon matrisinin tersinin kosegen elemanlarina
bakilmalidir. Bu degerler 10°dan biiyilikse agiklayic1 degiskenler arasinda ¢oklu baglanti

problemi olabilecegi diistiniiliir.

2.24. Aykin gozlem olmamasi

Diskriminant analizi, diger tiim istatistiksel yontemler de oldugu gibi aykir1 degerlere
olduk¢a duyarlidir. Ornegin, gruplardan biri ortalama istatistigi vektoriiniin degerini
etkileyecek diizeyde aykiri degere sahipse, bu gézlemler ayn1 zamanda degiskenligin bir
Olciisii olarak varyans tahminlerini de onemli Ol¢lide degistirecektir. Bu ise sonuglari
tamamen degistirecek, hatali grup iiyeliklerinin belirlenmesine sebebiyet verecektir. Bu
amacla, her bir gurup i¢in ayr1 ayri, tek ve ¢cok degiskenli olarak aykir1 degerler acisindan
inceleme yapilabilecegi gibi veride aykir1 gézlem olup olmadigini aragtirmak yerine, aykiri
degerlerden etkilenimi az olan saglam diskriminant fonksiyonlarinin kullanilmasinin uygun

oldugu diistiniilmektedir.

2.3. Diskriminant analizinin gecerliligi

Diskriminant analizi sonuglarinin basarili olup olmadigini (siniflandirma yeterliligini) farkl

yaklasimlarla inceleyebiliriz.

2.3.1. Smflandirma tutarhhgi tablosu

Diskriminant analizinin gegerlili§i konusunda en basit yaklagim, gozlemlerin gergek grup
diyelikleri ile diskriminant analizi sonucunda kestirilen grup iyeliklerinin ¢apraz tablo
(Siniflandirma Tutarliligi Tablosu) ile incelenmesidir. A, B, C' gibi {i¢ grup oldugunda {i¢
yaklasim i¢in bir ¢apraz tablo 6rnegi Cizelge R.1de verilmistir. Tabloda fau, f5s, fcc ile
gosterilen kdsegen elemanlart dogru smiflama sikliklarini, kosegen disindaki gozelerde

olusacak sikliklar ise hatali siniflama sikliklarin1 géstermektedir.



Cizelge 2.1. Ug Grup i¢in Siniflandirma Tutarlilig Tablosu

Kestirilen(Atanan)Grup
Gercek grup | A B C Toplam
A Jaa
B fBB
C foc
Toplam n

Siiflama tutarliligi tablosunun irdelenmesinde genellikle iki yaklasimdan yararlanilir.
Birinci yaklasimda, hazirlanan ¢apraz tabloda kdsegen elemanlarinin toplami genel toplama
boliinerek analizin genel tutarlilik/ gegerlilik orani (dogru siniflama orani) belirlenir. (Yani
cizelge R.1’e gore dogru smiflandirma orani (M) ’dir.) Eger Diskriminant

analizinin kestirimi miikemmel ise tim gozlemler kdsegen elemanlar1 lizerinde toplanacak

ve genel tutarlilik orani 1 olacaktir.

Gozlemlerin yanlis siniflandirilmasina ait hatali siniflandirma oran1 ARE, kullanilan tahmin
edici ile yapilan diskriminant analizinin test hatasini gostermekte olup; ARE = (1-dogru

siiflandirma orani) seklinde hesaplanir.

2.3.2. Press 0 istatistigi

Hy: Diskriminant analizinde; bagimsiz degiskenlerin dogrusal fonksiyonlari istatistiksel

acidan yazilamaz.

Hy: Diskriminant analizinde; bagimsiz degiskenlerin dogrusal fonksiyonlar: istatistiksel

acidan yazilabilir.

seklinde H hipotezini 6 istatistigi yardimiyla test edebiliriz. Press 6 istatistigi de denilen bu
istatistik 1> serbestlik dereceli bir x? dagilimidir (Alpar, 2011:708:711).

o= % (2.5)
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3. COK DEGISKENLI LOKASYON (KONUM) VE OLCEK
PARAMETRELERININ TAHMININDE EN COK OLABILIRLIK
YONTEMI

3.1. Cok degiskenli lokasyon ve 6lcek parametrelerinin tanimlanmasi

Bir rassal degiskene ait lokasyon parametresi; o rassal degiskene ait gozlem birimlerinin
yogun olarak konumlandigi noktadir. Olgek parametresi ise; ilgili rassal degiskene ait
gbzlem birimlerinin lokasyon parametresi etrafindaki yayiliminin bir &lgiisiidiir. Ornegin;
tek degisken ile temsil edilen bir rassal degiskende ortalama ve medyan degerleri lokasyon
parametreleri iken;varyans ve medyandan mutlak sapmalarin medyan1 (Median Absolute

Deviation (MAD)) 6l¢ek parametreleridir.

Cok degiskenli yapr igerisinde p boyutlu m defa tekrardan olusan X veri matrisi Es. B.1teki

gibi tanimlanmig olsun:

11 T12 ... T1p
o1 T2 ... X2

¥ v (3.1)
Tn1 Tp2 ..o Tnp

Ornegin, . nci satir 4. nci denemedeki p degiskene iliskin sonuglar @, Zs, ..., T, ile

gosterilmektedir.

3.2. En cok olabilirlik yontemi

Cok degiskenli normal dagilim ailesi, karakteristik oOzelliklerinin ortaya konulmasi
bakimindan ortalama vektorii ;@ ve varyans-kovaryans matrisi X parametreleri ile ifade
edilmektedir. Bu ifade kisaca; N(u, ) seklinde gosterilmektedir. Rassal degisken,
miimkiin ¢6ziim uzayindaki (6rnek uzaydaki) herbir gézlem birimine rassal 6rnegin bir
fonksiyonu olan yeni degerleri atamak seklinde ¢alismaktadir. Ornegin, bu amacla ¢alisan
X rassal degiskeni, cok degiskenli normal dagilima sahiptir ifadesi kisaca; X ~ N (u, )

seklinde gosterilir.

Istatistigin en 6nemli konusunu, X rassal degiskenine ait yi§indan alinan rassal bir drnegin
(X1, Xs...., X,,) saglamis oldugu veri bilgisinden istifade ederek, 1 ve 3 parametrelerinin
maksimum olasilikla ne olabilecegi hususunda tahminleme yapma siireci olusturmaktadir. Bu
amagcla, kullanilan yontemlerden biri MLE yontemi iken, bu yontem ile bulunan parametre
tahmin edicilerine de En Cok Olabilirlik Tahmin Edicileri (Maksimum Likelihood Estimator-
MLE) denir (Anderson, 2003:67).



N gozleme sahip X rassal degiskeni, ¢cok degiskenli normal dagilima sahip olsun. Bu
dagilimdan n ¢apli birbirinden bagimsiz ve ayni dagilimli (X7, ...., X)) rassal 6rnegi alinsin
ve yeni bir rassal degisken, alinan rassal 6rnegin bir fonksiyonunu yeni bir deger kiimesine
atasin. Bu yeni rassal degiskenin bir ismi vardir. Istatistik literatiirinde adini siklikla
duymus oldugumuz bu rassal degiskenin adi1 Olabilirlik Fonksiyonudur (L) veya Olabilirlik
Orani (LR) dir.

n

L =] nrilns) =

ik

n

1

|5 Z(x”“ — ) S N — )| - (3.2)

o | 24
seklinde ifade edilir. Es.8.2’deki ifadeyi maksimum yapan p* ve ¥*’y1 bulmak icin siirekli
ve dogrusal bir fonksiyon niteliginin kazandirilmasi gerekmektedir. Bu baglamda logaritmasi
alian olabilirlik fonksiyonu pozitif taniml1 >* varyans- kovaryans matrisi ve p* vektoriine
gore artan bir fonsiyon oldugundan, bu parametrelere gore tiirevinin degismedigi noktada,
(X1, Xs...., X,,) rassal 6rneginin miimkiin ¢6zliim uzay1 tizerinde rast gelmesi siklik bilgisinin
maksimum olasilikla olacagi sonucunu dogurur:

n

1 1 1
log L = —-pnlog2m — —nlog S| — 5 z};(xi,k — ) T (@ — ). (3.3)
Dolayisiyla, ;1 ve X parametrelerinin tahmin edicileri olan ¥* varyans- kovaryans matrisi ve
w* vektorii orneklem ortalamasi ve varyans kovaryans matrisi tahmin edicileri olarak

kasimiza ¢ikmaktadir:

Tl — 21
n Tpo — T2 o - o
Z Tkl — X1 T — T2 - Tgp — Tp
k=1
Y*=YMLE = o1 ) (3.4)
2
0-1 .. Ulp
2
Op1 O'p
T11 T21 Tnl
~ 1 Z12 T2 Tn2
PJ*:,UMLEZE + +...+ ) (3.6)
:Clp x?p Lnp

n
burada T; = 5 zi; (j=1,...,p), Ve T = [T1, Ta, ...Tp|" "dir.
=1



3.3. En cok olabilirlik yontemine dayah klasik tahmin ediciler icin degerlendirme
kriterleri

3.3.1. Hata kareler ortalamasi (Mean Square Error (MSE)

Tahmin edicinin parametreden farki olarak tanimlanan yeni rassal degiskeninin karesinin
beklenen degeridir. Bir diger anlamda tahmin edicinin parametreye olan ortalama
uzakligidir. Elimizde birden fazla tahmin edici oldugu durumda paremetreyi yiiksek bir
olasilikla 6ngérmek hususunda hangisinin daha iyi bir is olacag1 konusunda MSE 6nemli

bir degerlendirme kriteri olarak karsimiza ¢ikmaktadir. (Casella ve Berger, 2002:330:334)

Parametresi 6 olan X rassal degigkeninin dagilimindan, birbirinden bagimsiz ve ayni
dagilimh X4, ...., X,, rassal 6rnek alinsin. f tahmin edicisi rassal érnek iizerinde tanimli bir

istatistik olmak tizere, gigin MSE,

MSE(®) = E( — 0)?

(
(62 — 260 + 62)
(
(

6%) — 20E(6) + 6° (3.7)

)+ [B0) - 0)]
(6) + [Bias(0)] i

E
E
V
V

seklinde tanimlanmaktadir ve burada; Sapma = Bias(0) = E(0) — 0dur.

Eger sapma sifir ise; tahmin edicinin MSE degeri dogrudan varyansina esit olmaktadir.
Ayrica bu durum, tahmin edicinin parametre i¢in sapmasiz bir istatistik oldugu sonucunu

dogurmaktadir.

3.3.2. Yansizhik (Sapmasizlik)

Yansizlik, tahmin edicilerde en ¢ok aranan 6zelliklerden biridir. Parametresi 6 olan X rassal
degiskeninin dagilimindan birbirinden bagimsiz ve aym dagilimh X;,Xs,...,X,, rassal
ornegi almsin. § tahmin edicisi rassal rnek iizerinde tanimli bir istatistik olsun. E (@\) =0
ise, ) istatistigi # parametresi i¢in yansiz bir tahmin edicidir (Akdi, 2005:254). Tanimdan
anlasilacag1 iizere, yansiz bir tahmin edicinin var olmasi demek, istatistigin (tahmin

edicinin) beklenen degerinin bizi parametreye gotiirmesi demektir.



10

3.3.3. Tutarhhik

Biiyiik sayilar yasasinin giiglii tarafi geregi eger gézlem birimleri birbirinden bagimsiz ve
ayni dagilima sahip iseler 6rnek ¢apinin arttigr durumda tahmin edicinin varyansinin hizl
bir sekilde sifira yaklagmasi o tahmin edicinin parametre icin tutarli bir istatistik olacagi

sonucunu dogurur (Casella ve Berger, 2002:467)

3.3.4. Yeterlilik

Bilinmeyen 6 parametresi igin yeterli istatistik, veri seti i¢cinde bulunan parametre
hakkindaki bilgileri tek olarak (veya birkac tane) Ozetleyen istatistiktir. Yani, veri iginde
parametre hakkinda ne kadar bilgi varsa, bu bilgileri bize 6zet olarak (hi¢ bilgi kaybi
olmadan) veren tahmin edici parametre i¢in yeterli bir tahmin edicidir. Baska bir ifade ile,
tahmin edicinin verdigi bilgi disinda, veri iginde bagka bilgi yoktur. Yani, tanimli bir
istatistik kosulu altinda y1gimin dagilimindan alinan bir rassal ornegin oniimiize gelmesi,
siklik bilgisi 6 parametresinden bagimsiz ise tanimli istatistigin kendisi bir yeterli
istatistiktir. Tamimin kendisinden de anlasilacag: lizere yeterli istatistik tek degildir ve bir

parametre i¢in birgok yeterli tahmin edici elde edilebilir (Casella ve Berger, 2002:348).

3.3.5. Tamhk

X1,Xo,....,X,,; X rassal degiskeninin dagilimdan alinan bir rastgele 6rneklem olmak tizere,
eger rastgele orneklemin bir fonksiyonu seklinde tanimli 6>nin 6 altindaki tim beklenen
degerleri sifir oluyorsa 6 tahmin edicisi X, X>,..., X, rassal Orneginin geldigi dagilim ailesi
icin tamlik vasfina haizdir denir (Hogg ve Craig, 1978:389-395).

3.3.6. En iyi dogrusal sapmasiz tahmin edici (Best Linear Unbiased Estimator
(BLUE))

Bu ozellik, tahmin edicide sapmasizlik ve etkinligin yaninda dogrusallik 6zelligininde

aranmasi gerektigini ifade etmektedir.

1) 6 parametresinin tahmin edicisi olan 6 istatistigi ornek birimlerinin dogrusal fonksiyonu

ise,
2) 0, 6 parametersinin sapmasiz tahmincisi ise,

3) Var(f) < Var(6) ise
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0, 0 parametersinin en iyi dogrusal sapmasiz tahmincisidir. Burada ; # parametresinin
tahmin edicisi olan diger dogrusal sapmasiz tahmin edicileri ifade etmektedir. Tahmin
edicinin 6rnek gozlemlerinin dogrusal fonksiyonu olma sarti tahmin i¢in kullanilacak
formiile bakilarak belirlenir. X;,X5,...,X,, birbirinden bagimsiz ve ayni dagilimli rassal
ormek ve ai,as,...a, sabit sayilar olmak lizere, tahmin edicinin ayX;+asXo+...ta, X,
yapisinda olmasi durumunda dogrusalliktan s6z edilecektir. Dogrusallik sartinin aranma
sebebi, minimum varyansa sahip sapmasiz tahmin edicilerin belirlenmesinde karsilasilan
problemdir. Rao-Cramer teoremi ile minimum varyansin alt sinir1 yigin dagilimin bilinmesi

durumunda belirlenebilir. #, 8’nin sapmasiz tahmin edicisi ise, #’nin varyansi,

A 1
Var(0) > 5
OLnf(X
0B [(_a; ) }

esitsizligini saglar. Burada n 6rnek birim sayisi, f(X) ise yigina iligkin olasilik yogunluk

(3.8)

fonksiyonudur. Buna gore 6, #’nin sapmasiz tahmin edicisi ise ve varyansi,

1
2
ALnf(X)
0 E [(—@9 ) }

ise, 6, 6nm en etkin sapmasiz tahmin edicisi olacaktir. Fakat yigin dagilimi bilinmiyorsa

Var(0) = (3.9)

dogrusallik sartinin aranmasi gerekmektedir. Bu sart ile yigin dagiliminin bilinmemesi
nedeni ile ortaya ¢ikan problemin ¢6ziimii kolaylasmaktadir. Dogrusallik sarti ile ilgili ¢

farkli durumdan soz edilebilir:

1) Etkin tahmin edici, 6rnek gozlemlerinin dogrusal fonksiyondur. Bu durumda en iyi

dogrusal sapmasiz tahmin edici ayn1 zamanda etkin tahmin edicidir.

2) Etkin tahmin edici yaklasik olarak dogrusaldir. Bu durumda en iyi dogrusal sapmasiz
tahmin edici etkin degildir; fakat en iyi dogrusal sapmasiz tahmin edici ile etkin tahmin

edicilerin varyanslari birbirine yakin olacaktir.

3) Etkin tahmin edici dogrusal ise etkin tahmin edicinin varyansi, en iyi dogrusal sapmasiz

tahmin edicinin varyansindan oldukea kiiciik olacaktir. Bu durum problem yaratacaktur.

3.3.7. Lineer fonksiyonel

Lineer fonksyionel (1), X1,Xs,...,X,, birbirinden bagimsiz ve ayni dagilimli rassal 6rnegin
bir fonksiyonudur. n boyutlu miimkiin ¢dziim uzay1 (£2) lizerindeki her bir noktay1 reel
sayilara baglayan istatistiklerdir. Dolayisiyla bir rassal degiskendir. Ornegin; rassal 6rnegin
geldigi yigmin dagiliminin parametresi ya da parametreleri belli, tek degiskenli dagilima

sahip oldugu durumda lokasyon ve oOl¢ek tahmin edicileri ilizerinde tanimli lineer
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fonksiyoneller; beklenen deger (bir veri setinde gozlem birimlerinin goriilmesi sikligr ile
agirliklandirilmis ortalamasi), medyan, varyans, MAD, 1. ceyreklik, 3. ceyreklik ve
ceyreklikler arasi agiklik istatistikleri olabilir. Rassal 6rnegin geldigi yiginin dagiliminin
parametresi ya da parametreleri belli, ¢ok degiskenli dagilima sahip oldugu durumda
lokasyon ve 6l¢ek tahmin edicileri {izerinde tanimli lineer fonksiyoneller en ¢ok olabilirlik
yontemi ile elde edilmis 6rnek ortalamasi istatistigi vektorii, varyans-kovaryans matrisinin
tahmin edicisi ve bu tahmin edicilerin saglam versiyonlar1 olabilir (Maronna ve digerleri,
2006:71:75).

Konu ile ilgisi acisindan ve daha sonra kullanacagimizdan, lineer fonksiyonelin temel
ozelliklerini kisaca agiklayalim. Beklenen deger ve varyans operatdriiniin lineer fonksiyonel

oldugunu gosterelim:

[=aXi+aXs+ .. +a,X, =) aX; (3.10)

i=1
olarak tanimlanmais olsun. Burada a; sabit sayilari, X1, X5,...,X,, birbirinden bagimsiz ve ayni

dagilimli rassal 6rnegi ifade etmektedir. Fonksiyonun beklenen degeri,

E(l) =) aE(X) =Y apu (3.11)
=1 =1

Ve varyansi,

of =E[l-E()*=EFE

n 2 n
> ai(Xi— m)] =D ol +2) ) aioo (3.12)
i=1 j

=1 1<

olacaktir. Ele aliman 6rneklem; rassal, ayn1 dagilimli ve birbirinden bagimsiz bir 6rneklem

oldugundan o0;; = 0 kabul edilerek,
0} =Y ajo} (3.13)
i=1

olacaktir. Ortalama ve varyans sabit ise, yani j;=u ve o?=c? oldugu durumda,

E()=p) a (3.14)
=1
o? :(722@? (3.15)
=1

olacaktir (Giiris, 2010).
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4. EN COK OLABILIRLIK TAHMIN EDICIiLERi ACISINDAN

KLASIK DOGRUSAL _ DiSKRIMINANT ANALIZI
YAKLASIMINDA AYKIRI GOZLEMLER

4.1. Kavram olarak ”Aykirihk”

Olay ya da olgularin dogal gelisimi evresi igerisinde bir gurubun, teskilatin, kiimenin ya da
toplulugun tipikligini reddeden, tavir, tutum ve davraniglari bakimindan digerlerinden

farklilik gosteren, muhalif olma husssiyeti tasiyan sey anlamina gelmektedir.

4.2. [Istatistiksel acidan ”Aykir1 Deger”

Bir veri setindeki gozlem birimlerinin geneli goz Oniinde bulunduruldugunda, verinin
yogunlagma bolgesinden uzakta davranis seyreden (diger gozlemlerden farkli tiirde hareket
eden) gozlem ya da gozlem gurubu istatistiksel agidan aykiri ya da baska bir dagilimdan

karisan gozlem olarak nitelendirilir.

4.3. Klasik dogrusal diskriminant analizinde aykir1 gozlemlerin etkisi

Calismanin 2. Boliimiinde bahsi gecen ve ilizerinde durulan klasik dogrusal diskriminant
analizi yaklagimmin en O6nemli varsayimlarindan biri de ¢ok degiskenli yapiya sahip
gruplarin aykirt gozlem barindirmamasidir. Ciinkii gruplarda yer alan aykirt gézlemler
diskriminant fonksiyonlarinin dogru sonug¢ vermesini engelleyebilir hale getirebilir. Veride
aykirt gozlemlerin varliginda; en cok olabilik yontemi ile hesaplanan diskriminant
fonksiyonu katsayilarinin parametre tahminleri, gergek degerlerinden ¢ok wuzakta
gergeklesebilir ve bu durum en ¢ok olabilirlik tahmin edicileri ile hesaplanan diskriminant
fonksiyonlarin1 gercekte olmasi gerekenden c¢ok farkli bir noktaya tasiyabilir. En
nihayetinde de diskriminant fonksiyonlarinin gézlemleri dogru siiflandirma orani azalir ve

gozlemlerin gergekte olmasi gerekenden farkli gruplara atanmasi oran1 ARE artar.

4.4. Cok degiskenli dagilimlarda aykir1 gozlem tespiti

Diskriminant analizinde, gruplarin herhangi birine ait olmayan ya da olmadig: diisiiniilen
bir gézlem diskriminant analizi i¢in bir aykir1 ya da dagilima karisan gozlem olarak
nitelendirilir. Cok degiskenli dagilimlarda aykiri gozlemleri tespit etmek i¢in her bir z;
gbzleminin, yogunlagmanin merkezinden ne kadar uzakta oldugunu gosteren Mahalanobis

uzakligindan (MD) yararlanilabilir.

1) MD; cok degiskenli normal dagilima sahip X veri matrisindeki her bir gézlemin, verinin
merkezinden uzakliginin bir dl¢iisiidiir. Mahalanobis uzakigr @ = 0,005 gibi kiigiik bir

anlamlilik diizeyi i¢in (X%p;0.005> degerini bulmak ve bu degerden biiyiik M D(x;) degerine
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sahip gozlemleri aykir1 gozlem olarak belirleme prensibiyle caligmakatadir. Klasik

yaklasimda her x; 6l¢limiiniin Mahalanobis uzaklig1 asagidaki sekilde hesaplanmaktadir.

MD(w:) = \/ (@i — g Sk s — fivee) @.1)

2) Bu konuda diger bir yaklasim ise; herbir grup icin standartlastirilmamis kanonik skorlara
iliskin ”Mahalanobis uzakliklar1”’nin gruplara iliskin varyans-kovaryans matrislerinin
homojen oldugu varsayimi altinda hesaplanmasidir. Bu durumda, hesaplamalarda
kullanilacak > matrisi min(k — 1,p) kadar kanonik fonksiyon i¢in herbir gruptan elde
edilen ”Mahalanobis uzakliklari”, min(k — 1,p) serbestlik dereceli bir x? dagilimim
gosterir. Ancak her iki yaklasimda da yanilma diizeyinin o« = 0.01 gibi kiiciik secilmesi

Onerilir.

Ancak birden fazla aykir1 gézlem olmasi durumunda, aykir1 gézlemlerin diizenli gozlem
gibi goriinmesi (maskeleme) ve diizenli gozlemlerin de aykr1 gozlem gibi goriinmesi
(stipiirme etkileri) s6z konusu olabilir. ve Mahalanobis uzaklig1 bu durumda dogru sonug
vermeyebilir. Ornegin; bir gdzlem biriminin gruplara atanma sonsal olasiliklarinin
hesaplanmasi neticesinde elde edilen skora gore atandig1 grup, bu gozlemin grup merkezine
olan MD’nin biiyiikliigline goére potansiyel olarak aykiri bir gozlem olup olmadigi
sOylenebilir. Dolayisiyla, bu gozlem gercekte kendi bulundugu gruba atanmis olsa bile,
MD’nin biiyiik ¢ikmasi bu goézlemin tipik bir bi¢imde kendi grup gézlemi olmadig
kuskusunu uyandirir (Hubert ve Debruyne, 2010).
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5. SAGLAM TAHMIN EDIiCILER

5.1. Kavram olarak ”Saglamhk”

IBir Olcme araciyla elde edilen 6l¢iimlerin yiliksek glivenirlik ve gecerlik diizeyinde kazandigi

dayanikliliga iligkin sijre:ge:nlikB anlamina gelmektedir.

5.2. [lstatistiksel acidan ”Saglamhk”

En ¢ok olabilirlik yontemine dayali olarak elde edilen MLE tahmin edicileri, aykir1 gézlem
ya da gozlem gruplarina kars1 olduk¢a duyarhidir. Aykir1 gozlemler igeren veri setleri ile
calisirken karar vericinin, elde edilen bulgularin politika amaciyla kullanilabilmesini
miimkiin kilan yiiksek giivenilirlikte bulgulara ulastigi sonucuna varmasi pek miimkiin
degildir. Ornegin, tek degiskenli bir yapida verinin lokasyon parametresi hakkinda
Ongoriide bulunan Ornek ortalamasi istatistigi, veri seti icerisinde kabaca biiylik bir
gozlemin varligindan 6nemli derecede etkilenir. Ayni sekilde varyans istatistiginin degeri
de bu durumdan 6nemli derecede etkilenecektir. Bu sebeple karar vericinin bagka tiirde
tahmin edicilerle calismay1 yeglemesi ancak, aykir1 gozlemlerin etkisini tamamen
tahminleme siirecinin diginda tutuldugu ya da aykir1 gozlemlerin tahminleme siirecinde isin

icerisinde oldugu, fakat etkisinin az tutuldugu bagska tiirde tahmin edicilerle olacaktir.

Tahminleme siirecinde aykiri gozlemlerin dislandigi durumda elde edilen klasik tahmin
edicilerle parametre tahmini yapmanin dezavantajlari olduk¢a fazladir. Ornegin aykiri
gozlem niteligi kazandig: diisiiniilen bir gozlem biriminin veri setinden ¢ikarilmasi, elde
edilecek test istatistigi degerini ve varsa bu istatistige iliskin serbestlik derecesini
degistirecektir. Bu durum gercekte kabul ya da red edilmesi beklenen yokluk hipotezinin
zitt1 yonde istelik ¢ok yiiksek bir giivenilirlikle karara baglanmasina sebep olacak ve

parametre ongoriilerimiz saglikli olmayacaktir.

Tek degiskenli yapi icerisinde lokasyon parametresinin tahmininde 6rnek ortalamasi
istatistigi yerine; medyan istatistigi, varyans istatistigi yerine ise gozlemlerin medyanindan
mutlak farki seklinde tanimli yeni rassal degiskenin medyani olarak tanimlanan MAD
istatistiginin kullanilmas1 saglikli olasilik climleleri ve giliven araliklar1 kurulmasi
bakimindan 6nemlidir. Bu tiirde tahmin edicilerin en 6nemli vasfi klasik tahmin edicilerde
aranan Ozelliklere haiz olmasinin yani sira, etkinlik 6zelligi bakimindan klasik tahmin
edicilere yakin, aykiri gozlem ya da baska bir dagilimdan karigan gdzlem olmasi
durumundan ¢ok fazla etkilenmeyen ve yiiksek kirilma noktasina sahip tahmin ediciler

olmasidir. Bu tiirde tahmin edici elde etmek i¢in kullanilan yontemlere saglam istatistiksel

YYontembilimleri Sozliigii, Tiirk Dil Kurumu, 1981, Ankara
2Siiregenlik: Ne kadar siirecegi belli olmaksizin siiriip giden, miizmin, kronik
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yontem, elde edilen tahmin edicilere ise saglam istatistik denilmektedir (Maronna ve
digerleri, 2006:1:5).

5.3. Saglam tahmin ediciler icin degerlendirme kriterleri

MSE’nin yani sira, bu tahmin edicilerin saglamlik a¢isindan degerlendirilmesine olanak
saglayan ve tek bir noktanin tahmin ediciye olan etkisini 6l¢en duyarlilik egrisi (sensivity
curve(SC)), duyarlilik egrisinin limit durumu olarak diisiiniilen etki fonksyionu (influence
function(IF)) ve tahmin edicinin maksimum ne kadar karigma orania dayanabileceginin
Olclisti olarak kullanilan kirilma noktasi (breakdown point(BP)) saglam istatistiksel
yontemler sonucu elde edilen tahmin edicinin genel olarak degerlendirilmesinde kullanilan

onemli Olgtitlerdir (Maronna ve digerleri, 2006:55).

5.3.1. [Etki fonksiyonu (Influence Function (IF))

IF olarak adlandiridigimiz fonksiyon, saglamlik karakteristiginin bir Ol¢iisii olarak
gosterilebilir. Her tahmin edici i¢in bir etki fonksiyonu vardir. Gergek veri setine aykiri
gbzlem veya baska bir dagilimdan karisan bir gézlemin tahmin edici iizerindeki etkilerinin,

neler oldugunu ortaya koymada 6nemli bir rol oynayan fonksiyon olarak karsimiza ¢ikar.

IF, 6rnek carpinin biiyiik oldugu durumda, disardan dagilima karisan bir gozlem ya da
gozlem grubunun tahmin ediciye olan etkisinin 6l¢iisii olarak tanimlanmaktadir. IF, dagilim
fonksiyonu ve bu dagilim fonksiyonu iizerinde tanimli lineer fonksiyonel ve disardan
dagilima karisan x, gozlemine ait etkinin bir fonksiyonudur. Bir bagka ifadeyle, disardan
karisan xzy, gozleminin, dagilim fonksiyonu {izerinden hesaplanan lineer fonksiyonel
iizerinde ne gibi degisiklikler gdsterdigini ifade eden fonksiyon IF’dir. Bu sebeple IF, bir
tahmin ediciye iliskin etkileri gézlemlerken ayni zamanda aykiri gozlem veya baska bir

dagilimdan karisan bir gozlem olmasi durumunu da hesaba katar.

IF’nin bazi ozelliklere sahip olmasi istenir. Veri setine aykirt gézlem veya bagka bir
dagilmdan gozlem karismasi durumunda IF’nin degerinin ¢ok degismedigi tahmin ediciler
tercih edilir. Bir tahmin ediciye iligkin etki fonksiyonu siirli (bounded) kaliyorsa, o tahmin
edicinin IF’nu; aykir1 gézlem ya da baska bir dagilimdan karisan gézlem ne olursa olsun

sinirl kalir.

X, rassal degiskeni {lizerinde tanimlanan dagilim fonksiyonu F' ve ¢ kiigiik bir say1 olmak

tizere (0<e<1); F, yani € oranda karigmis dagilim fonksyionu,

Fo=(1—¢)F + ey, (5.1)
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1 >
bi¢iminde ifade edilir (Maronna ve digerleri, 2006:55). Burada, A,, = Oa 35< Zo
, TS .20

seklinde tanimli basamak fonksiyonudur. 7' lineer fonsiyonel olmak iizere, 1" i¢in etki
fonksiyonu agagidaki gibi tanimlanir:

T(F.)—T(F
[F(zo: T, F) = lim T(F) = T(F)
e—0 £

= T/(F). (5.2)

£

Ornek: Y ~ N(0,1) olsun. g ise Y rassal degiskeninin dagilimina bagka bir dagilimdan
karigmis gozlem birimi olmak {izere, karismanin oldugu dagilim fonksiyonunun beklenen
degeri Es.5.1| (1. momenti) asagidaki gibi ifade edilir:

F.=(1-e)F +eA,, (5.3)
E[F.]=FE[(1 —¢e)F +eA,, (5.4)
(1—-e)E[F|+e=E[A;)]=(1—¢€) - 1+ex (5.5)

Bu durum i¢in Es. 5.2’den etki fonksiyonu,

((1—¢)-1+ex)

[F(zo; E, F) = 5
€

(5.6)

:—1+I0

seklinde olmaktadir. I F'(xg; E, F') = oo oldugunda, beklenen deger lineer fonksiyonelinin
(1. momente iliskin) etki fonksyionu yazilamaz (Arik, 2014). Yani dagilim fonksiyonu

tizerinde tanimli linner fonksiyonelin sinirl kalmadigini gosterir.

5.3.2. Duyarhlik egrisi (Sensivity Curve (SC))

SC, veriye aykir1 gozlem ya da bagka bir dagilimdan gézlem ya da gézlem grubu karistigi
durumda, tahmin edicinin bundan nasil etkilendigini gérmek bakimindan 6nemlidir. Aykiri
gozlem dahil edilerek hesaplanan tahmin edicinin degeri ile aykir1 gézlem hari¢ tutularak
hesaplanan tahmin edicinin degeri arasindaki fark, duyarlilik egrisinin olusumuna zemin

hazirlar. Ornegin; T, ; (21, ...,z,) gozlemleri iizerinde, 7,1 bu gbzlemlere z, gozlemi

eklendiginde tanimli lineer fonksiyoneller olmak iizere, karisma orani n+r1 i¢in duyarlilik
egrisi,
T, yeees Ty —To(xy, ...y
S, (o) = Lottt ) T, )
ntl

= (n+ 1) [Ths1(x1, ooy Tny o) — Tn(x1, .oy )], (5.7)
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seklinde ifade edilir (Maronna ve digerleri, 2006:55:57). Ornek ortalamas1 ve medyan
istatistiklerinin duyarliliklar1 kolayca hesaplanabilir. Ornegin, belli bir dagilimdan alman
(X1, Xo, ..., X,,) rassal ornegine farkli bir Y g6zlemi eklensin ve ortalamanin duyarlilik

egrisine olan etkisi inceleniyor olsun. O halde;

T, =X,
1 _
T, X
+ = n—l—l

SC,(Y)=(n+1) K )X,ﬁ%y}

SC,(Y)=(n+1) {

SCL.(Y) =
SC,(Y) = Sup|Y — )_(n|

SC,.(Y) = sup|Y — X,,| = oo, ifadesi elde edilen bu duyarliligin en kiiciik iist sinirmin
sonsuz olacagmi soyler. Bu yiizden, 6rnekleme farkli bir degerin eklenmesi sonucunda

ortalama istatistiginin sinirsiz duyarliliga sahip olabilecegi goriilmektedir.

Ornegin, n = 2m + 1 ve X < X <,..., < Xy siral gozlem degerleri i¢in medyan
istatistigini ele alahm. 7,, = T,(X@)),X@),..»Xw) = X4 olur. Y gozlemi
eklendiginde, T, = T,,(X(1), X(2), ..., X(n),Y) tahmin edicisinin degeri, Y ’nin &rneklem

icindeki konumuna gore asagidaki degerleri alir:

Xy T X (m+1)
2 ) Y < Xm)
X m—+41 +X m—+2
T QRSN P (e
Y4X (1)

Xim) Y < Ximgo)

2 9

Y gbzleminin eklenmesi durumunda,

X m -X m+1

X()2(X+)7 Y<X(m)
SC, (V) = { Zmizfe) -y s x

Y—X(m+1)

Xim) Y < Xingo)

2 ?

seklinde olur. Goriildiigii gibi duyarlilik egrisinin degerlerinin hepsi sonlu degerlerdir.

Medyan tahmin edicisi sinirl duyarlilik egrisine sahiptir (Jureckova ve Picek, 2006).

5.3.3. Kirilma noktasi (Breakdown Point (BP))

Bir tahmin edicinin kirilma noktasi, tahmin edicinin gercek parametre hakkinda bilgi
vermesini engellemeyecek maksimum karigsma oranidir (Maronna ve digerleri, 2006:58).

T, X = (21,29, x,) gozlemleri tizerinde taniml1 bir tahmin edici olsun. Gézlemlerin



19

m (m < n) tanesi, aykirt gozlemler ile degistirilsin. Yeni olusan gézlemlerin iizerinde
hesaplanan yeni bir tahmin edici 7,,(Y") olarak elde edilmis olsun. 7,, tahmin edicisi igin

kirilma noktasi,
(X, T)=1inf{e : sup || (Th.(Y) — To.(X)|| = oo} (5.8)

bi¢iminde ifade edilmektedir (Huber ve Ronchetti, 2009:281). Ornegin, medyan istatistiginin
kirilma noktast % 50°dir.

5.4. Cok degiskenli lokasyon ve 6l¢cek parametrelerinin saglam tahmin edicileri

Tek degisken durumunda oldugu gibi Es.@] ve Es. @’da tamimli T, ve Xy tahmin
edicilerinin kirilma noktasi %’0 dir Yani, veri grubu i¢inde aykir1 goézlemlerin pay1 ¢ok
kiiciik olsa bile bu tahmin edicilerin degeri asir1 derecede etkilenmektedirler. Veri setine
karismis aykir1 gozlemler, bu istatistiklerin aldigi degerin ¢ok biiyiik ya da ¢ok kiigiik
olmasina yol acabilmektedir. Bu baglamda aykir1 degerlerin etkisinin diisiik tutuldugu ve
kirilma noktasi1 bakimindan yiiksek bagka tiirde tahmin edicilere gereksinim vardir (Hubert
ve Debruyne, 2010). Bu calismada ilgili 6zellikleri tagiyan ve ¢ok degiskenli saglam tahmin
ediciler elde etme siirecinde, n gozlem biriminden h c¢apl alt kiimeler secilerek,
varyans-kovaryans matrisinin determinantinin minimum olmasina dayal1 algoritma sonucu
elde edilen, lokasyon ve Ol¢ek tahmin edicilerinin saglamlik 6zelligine sahip tahmin

edicilerine yer verilmistr.

5.4.1. Minimum kovaryans determinanti algoritmasi1 (MCD yontemi)

Lokasyon ve 0l¢ek parametrelerinin saglamlik 6zelligine sahip tahmin edicileri, kovaryans
matrisinin determinantinin minimum olmasma dayali Rousseeuw (1999)’'in MCD
algoritmasi kullanilarak elde edilmektedir. MCD algortimasinin temel c¢alisma prensibi;
gozlemlerden hangi h tanesi i¢in hesaplanacak determinant degerinin en kiiciik olacagin

tespit etmek tlizerine kuruludur (Hubert ve Debruyne, 2010)

MCD algortimasinin adimlar:

1) En kiigiik kovaryans determinanat1 metodu p boyutlu n ¢capli gozlem grubu iginden h tane

gbzlem rassal olarak secilmektedir.

2) Disardan karismanin bilyiik oranda oldugu beklentisi var ise bu durumlarda h, 0, 5n’e
yakin alimmalidir. Digardan karismanin yiiksek oranli olmadigi durumlarda, kiiclik ¢apli
ornek igin daha yiiksek etkinlik elde etmek iizere; h i¢in ara degerler (Ornegin; 0, 75n)

alinmasi Onerilir.
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3) (Z) tane kovaryans matrisleri ve determinat degerleri elde edilir.

4) Elde edilen (Z) tane determinant i¢inde en kiicligli belirlenir, boylece en kiigiik

determinant degerini veren h tane gozlem tespit edilmis olur.
5) Baslangi¢ tahminleri, en kiigiik determinant degerini veren h gbzlem igin yapilir: fi, i\g.

6) Biitiin gozlemler (n sayida gozlem) iizerinden saglamlik 6zelligine sahip uzaklik (Saglam
Uzaklik (RD)) Es.5.9deki gibi tanimlanur:

RD,, (w5, Tio, So) = \/ (1 — Tio) TS5 (1 — o) < /X207
RD,, (s, [, 2o) = \/(xz - ﬁO)TEl;l(xi — M) > \/ X;,o.975 (5.9)

Bu uzaklik, fiy ve f]; metrigine gore her gézlem birimi i¢in hesaplanmaktadir. Gozlem

noktalari, jio merkezine uzakliklar1 bakimindan ikiye ayrilir. x? kontiiriiniin igine diisen
gozlemlere 1 atamasi, disina diisen gozlemlere de 0 atamasi yapilarak biitiin gozlemler
agirliklandirilir. Bir baska ifade ile, veri merkezine uzakligi ,/x3 g 475°den kiigiik olan

gbzlemler i¢cin w; = 1 agirligl atanmakta, digerlerine w; = 0 atanmaktadir.

7) Esf5.9’de tanimlanan saglam uzaklikla olusan elips kontiiriiniin icine diisen gézlem
degerleri i¢in yani, w; = 1 agirhigma sahip gozlemler i¢in tekrar 6rnek ortalamasi ve

varyansi istatistikleri asagidaki gibi elde edilir:

— ?: W; Ty
Hw = %Ll—w (5.10)
i=1 Wi
n —\T
Zw — Ei:l W (xl /“Lw> ( ,LLw) (511)

8) Biitiin gozlem degerleri i¢in saglamlik 6zelligine sahip uzaklik tekrar yeni tahmin

degerlerine gore belirlenir:

RDy, (i, fw, X)) = \/( ﬁw)Tz — fiy) < \/ Xp0975
R, (6, s S) = A (21 — ) TS5 (51— Ti) > y/Cosrs (5.12)

Bu uzaklik, ji,, ve i; metrigine gore her gdézlem birimi i¢in hesaplanmaktadir. Gozlem

noktalari, fi,, merkezine uzakliklar1 bakimindan ikiye ayrilir. 2 kontiiriiniin i¢ine diisen
gozlemlere yani, veri merkezine uzakligi | /x> , 975 den kiigiik olan gozlemler igin w; = 1

agirligl atanmakta, digerlerine w; = 0 atanmaktadir.

9) Elpisin merkezi sabit kalincaya kadar bu iglem devam eder ve tahmin edilen ortalama ve

varyans ayni kalmaya devam ettiginde islem durdurulur.
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Boylece MCD algoritmasinin sonucunda agirlikli ortalama ve agirlikli varyans-kovaryans

matrisi asagidaki gibi tahmin edilir:

fivep = o, (5.13)

Sypep = . (5.14)

En kiigiik kovaryans determinant tahmin edicisi ve onun agirliklandirilmis versiyonunda etki

fonksiyonu sinirlidir. Bu tahmin edicinin kirilma noktasi degeri ( "‘T’LH )’dir. Tahmin edicinin

saglamlik karakterini bu s6z konusu / sayisi belirler. En kiigiik kovaryans determinant tahmin

ntp+1
2

edicisi h = icin kirilma noktasi degeri miimkiin en yiiksek degerine erisir.

5.5. Cok degiskenli tahmin edici elde etme siirecinde Minimum Kovaryans
Determinantina dayah baz algoritmalar

MCD yoluyla elde edilen tahmin ediciler saglamlik karakteristiini yansitiyor olmasina
ragmen, Ozellikle /»’1n maksimum kirilma noktasi degerine ulastigi normal modeller i¢in
etkin degildir. Fakat bu yolla elde edilen tahmin ediciler diisiik etkinlik saglamasina
ragmen, uygulamada en ¢ok tercih goren tahmin edicilerdir. Bunun da sebebi; bazi istatistik
tabanli programlarda MCD yoluyla elde edilen tahmin edicilere ulasmanin sagladigi
kolayliktir. Bu nedenle MCD metoduna alternatif olarak, MCD’ye dayali cesitli
algoritmalar gelistirilmistir. Bu algoritmalarla elde edilen tahmin ediciler saglamlik

karakteristigi acisindan farkli nitelikler tasimaktadirlar.

5.5.1. MCD-A algortimasi

MCD-A algoritmasinda temel mantik, gruplarda aykir1 deger tespiti yapildiktan sonra,
herbir grup i¢in aym1 budama sekli ve oranimi koruyarak klasik MCD algortimasinin

adimlarin1 uygulamaktir.

MCD-A Algoritmasinin Adimlart :

1) Baslangig degerleri igin MCD’den farkli olarak grup ortalamalar1 m{ ve ortak varyans-
kovaryans matrisi C belirlenir ve algoritmanin geri kalan kismi MCD metodundaki gibi

gdzlem birimlerine yeniden agirliklandirma yapilarak yiirtitiiliir.
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2) Ancak burada MCD algoritmasindan farkli olarak ortak varyans kovaryans matrisinin elde
edilmesi gerekmektedir. Yiiksek kirilma noktasina sahip ortak varyans-kovaryans matrisinin
tahmini i¢in en kolay yaklasimlardan birisi bireysel gruplardan hareketle grup ortalamalarini
ve grup varyans-kovaryans matrisini (my, C) (k = 1,2,..., g) tahmin etmek, daha sonra

birlestirilmis ortak varyans-kovaryans matrisini olusturmaktir:

Crep—-a = 5 (5.15)

MCD-A metodunu bu sekilde uygulamanin dezavantaji tiim gruplara ayni budama oraninin
uygulanmasidir. Bazi gruplarda aykir1 gozlem olmamasina ragmen, tim gruplara budama
yapilirsa bu islem sonucu elde edilen tahmin edicilerde etkinlik kayb1 meydana gelecektir
(Todorov ve Pires, 2007).

5.5.2. MCD-B algoritmasi

Diger bir method, He ve Fung (2000) tarafindan 6nerilen S metodunun, Hubert ve Van
Driessen (2004) tarafindan MCD metoduna uyarlanmis seklidir ve MCD-B olarak
adlandirilmaktadir. Bu metotta, birlestirilmis varyans-kovaryans matrisi yerine, tek bir
gruptan tahmin edilen varyans-kovaryans matrisini merkezilestirilen ve birlestiren

gozlemler kullanilir.

MCD-B Algoritmasinin Adimlari

1) Bu metoda, her bir grubun yeniden agirliklandirilmigs MCD lokasyon tahmin edicisi olarak

bireysel grup lokasyon tahmin edicileri ¢, £ = 1,2, - - - , g elde edilerek baslanir.

2) Bu grup ortalamalar1 merkezilestirilen gézlemleri elde etmek i¢in orjinal gézlemlerle yer

degistirir.
Z = Zik, Zik = Tik — U (5.16)

3) Ortak varyans-kovaryans matrisi C, merkezilestirilen Z gozlemlerinin yeniden

agirliklandirilmis MCD varyans-kovaryans matrisi olarak tahmin edilir.

4) Z’nin lokasyon tahmin edicisi 4, grup ortalamalar1 m;’y1 diizeltmek i¢in kullanilir ve

bdylece nihahi grup ortalamalari;



23

olacak sekilde elde edilir. Bu siire¢ yakinsama olana kadar tekrar edilir (Todorov ve Pires,
2007).

5.5.3. MCD-C algoritmasi

Hawkins ve McLachlan (1997) tarafindan gruplar i¢i minimum varyans-kovaryans
determinantina dayali olarak tanimlanan yontemin ¢ok yogun is hacmi gerektirmesi, Hubert
ve Van Driessen (2004)’in bu algoritmayr modifiye ederek (FAST-MCD metodunun
avantajlarin1 kullanarak) yeni bir metot gelistirmesine yol agmuistir, ancak bu metotta da her

bir grup i¢in MCD hesaplamasi gerekmektedir.

MCD-C Algortimasinin Adimlari :

1) MCD metodu ile elde edilen m ve Cj tahmin edicileri kullanilarak, baglangig saglam

uzakliklar hesaplanir:

RDj, = \/ (zik — mQ)*Cy (i, — mY) (5.18)

2) Hesaplanan baslangic saglam uzakliklar ile her bir goézlem i¢in (yani,

Tik, © =1,....ng, k=1,..., gi¢in) bir agirlik tanimlanir:

1 RDY < ./x?
Wi = ik > \/ Xp,0.975 (5.19)

0 d.h

3) Bu agirliklar ile nihai grup ortalamalari m; nin yeniden agirlandirilmis tahmin edicileri
ve saglam siniflama kurallar1 i¢in gerekli olan ortak gruplar i¢i varyans-kovaryans matrisi '

tahmin edilir.

ng
E Wik ik
i=1

Mkyep-c = O
1 g ng
Cumep-c = ~— P SN wilwi — mp) (i — ma)’ (5.20)
k=1 i=1
n
Burada, v, yani, v, = Z wik, (k = 1,...,9); k. grup i¢i agirliklar toplami ve v, yani v =
=1

g9
Z vy, ise toplam agirlik toplamini ifade etmektedir (Todorov ve Pires, 2007).
k=1
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6. UYGULAMA

Bu boéliimde, dncelikle klasik ve saglam dogrusal diskriminant analizi uygulamasinin detayl
olarak ac¢iklanmasi; daha sonra da gergek veri seti iizerinde, aykir1 gozlem ya da bagka bir
dagilimdan gbézlem karismis olmasi durumunda, saglam tahmin edicilerle en ¢ok olabilirlik

tahmin edicilerinin karsilastirilmasi amaglamakta olup, {i¢ alt kisimdan olugsmaktadir.

Ik olarak, kiiciik bir veri seti iizerinde, klasik dogrusal diskriminant analizi adim-adim
uygulanmistir. Sonra ayni veri seti manipiile edilerek, bazi gozlemlerin aykir1 deger niteligi
kazanmas1 saglanmis ve tekrar klasik dogrusal diskriminant analizi uygulanmistir. Bu iki
durum arasinda hatali siniflandirma oranlar1 bakimindan, bir farklilik olup olmadig:
incelenmistir. Ayrica, bu iki farkl kiigiik veri seti i¢in klasik ve saglam uzakliklar manuel
(elle) olarak hesaplanmis ve elde edilen sonuglara iliskin karsilagtirmalar yapilmistir (Syed
ve digerleri, 2017).

Ikinci olarak, 75 gozlem iginde 14 aykiri gdzlem barindiran ve maskeleme etkisinin
orneklendigi Hawkins, Bradu ve Kass (1984) veri seti iizerinde klasik ve saglam tahmin

edicilerle gozlemlerin, uzakliklar bakimindan karsilastirmali uygulamasi yapilmistir.

Uciincii olarak, Alcohol veri seti U iizerinde klasik ve saglam tahmin ediciler kullanilarak

klasik dogrusal diskriminant {izerinde gézlem birimlerinin hatali siniflandirilma oranlari elde
edilmektedir (Syed ve digerleri, 2016).

Ozellikle, ikinci ve {igiincii uygulama R paket programi ve bu program i¢inde yer alan rrcov
ve robustbase kiitliphaneleri kullanilarak yapilmistir. (Alrawashdeh ve digerleri, 2018)

6.1. Kalite kontrol veri seti

Bir fabrikada ¢alisan miihendisler ideal lastik liretiminde iki degiskenin (lastiklerin egiminin
ve ¢apinin) lastiklerin kalitesinin iizerinde anlamli bir etkiye sahip oldugunu tespit etmis, bu
kapsamda giin igerisinde iiretilen lastiklerden 7 tanesini (gozlem birimini) rastgele se¢gmis ve
iki degisken bakimindan incelemesini yapmislardir B, incelemesi yapilan 7 lastikten 4 lastik
Olctim degerleri acisindan kalite kontrolii asamasindan gegerken, sadece 3 adet lastigin bu

siirecte basarili olmadig1 gozlemlenmistir. Tlgili veri seti Cizelge b.1de gosterilmistir.

'http://data-mining-tutorials.blogspot.com/search?q =alcohol
2Bu veri seti ve senaryo uygulama amaciyla keyfi olarak {iretilmistir.
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Cizelge 6.1. Kalite Kontrol Veri Seti

Testi Gegenler (Grup 1) Testi Gecemeyenler (Grup 2)
Lastigin Egim Lastigin Cap1 Lastigin Egim Lastigin
Agist (1) (2) Agist (1) Capt (22)
2.94 6.62 2.58 4.46
2.54 7.80 2.16 6.22
3.57 9.65 3.27 3.52
3.16 5.47

Kalite Kontrol Veri Seti Sacilim Grafigi

12

10

a 8

1]

O

=

£ 5

B0

“:3 Grupl
= 4 Grup2

0 0.5 1 15 2 25 3 35 4
Lastigin Egim Agisi

Sekil 6.1. Kalite Kontrol Veri Seti Sacilim Grafigi

Bir miihendis ilgili veri seti iizerinde bir gézlem biriminin ger¢ekte olmasi gereken gruptan
bir bagka gruba atanip atanmayacagi hususunda kestirimde bulunmak istemekte ve bu
amagla 1lgili veri seti iizerinde klasik dogrusal diskriminant analizi teknigini uygulamay1
uygun bulmaktadir. Asagida kalite Kontrol Veri Seti tizerinde klasik dogrusal diskriminanat

analizinin manuel (elle) uygulamas1 yapilmistir.

6.1.1. Kalite kontrol veri seti iizerinde klasik dogrusal diskriminant analizinin manuel
(elle) uygulanmasi

1) Kalite kontrol veri setinde, X bagimsiz degisken matrisini (z;,7 = 1,2,--- ,7) (lastigin

egim agis1 ve lastigin ¢ap1) ve Y bagimli degisken vektoriinti (Grup1, Grup2) gostermektedir:

[ 2.94 6.62
2.54 7.80
3.57 9.65

X =316 547 |, Y =
2.58 4.46
2.16 6.22

| 3.27 3.52

(6.1)

NI O N SO
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2) Ornegin, 3 gosterimi bagimsiz degisken matrisindeki 3. gozlemi (z3 = [3.57, 9.65]); x7

gosterimi bagimsiz degisken matrisindeki 7. gozlemi (z7 = [3,27, 3.52]) ifade etmektedir.

3) X, bagimsiz degisken matrisindeki 1. grubu, X5 bagimsiz degisken matrisindeki 2. grubu

temsil etmektedir:

2.94 6.62
2.58 4.46
2.54 7.80
X, = . Xo=|216 6.22 |. (6.2)
3.57 9.65
3.27 3.52
3.16 5.47

4) 1, gruplara iliskin genel ortalama vektorii tahmin edicisini; ji; ve (i sirasiyla, bagimsiz
degisken matrisindeki 1. gruba iliskin ortalama vektorii ve bagimsiz degisken matrisindeki

2. gruba iligkin ortalama vektorii tahmin edicisini ifade etmektedir:

fh=1[3.05 7.38 ], o = [ 2.67 4.73 ], fL=1_2.88 6.24 ] (6.3)

5) 29, 1. grupta yer alan gozlem birimlerinin, genel grup ortalamasindan farki seklinde
tamimli yeni rassal degisken matrisini ve 29, 2. grupta yer alan gdzlem birimlerinin genel

grup ortalamasindan farki seklinde tanimli yeni rassal degisken matrisini ifade etmektedir:

2.94 —2.88 6.62 — 6.24
2.34 —2.88 7.80 —6.24 .
3.57 — 2.88 9.65 — 6.24 2
3.16 — 2.88 5.47 — 6.24

2.58 — 2.88 4.46 — 6.24
= | 216 —2.88 6.22—6.24 | . (6.4)
3.27 —2.88 3.52 —6.24

= o

6) c;, grup i¢i varyans-kovaryans matrislerini ifade etmektedir:

T . 0
¢ = (i) - @i (6.5)
n;
0.185 0.280 0.314 —0.731
= ) 2 = ) (66)
0.280 3.185 —0.731 1.879
7) C(r,s) ise birlestirilmis grup i¢i varyans-kovaryans matrisini ifade etmektedir:
1Y
C == i Gi(r,8), 6.7
(1) = 5 s (67)
4 3
c(1,1) = - 0.185 + - 0.314 = 0.237,
4 3
C(2,2) = 7 0.280 + - —0.731 = —0.124,
4 3
c(1,2) = - 3.185 + - 1.879 = 2.662, (6.8)
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0.237 —0124 411 —0.19
C = , Cc! = . (6.9)
—0.124  2.662 —0.19 —0.36

8) p;, herbir gézlemin dahil oldugu grupta (i. grupta) bulunmasi olasiligidir:

n;

pi=—, (6.10)

n
0.571
] B [o.429 ] ' (611

|

9) Elde edilen bilgiler Fisher’in kanonik diskriminant fonksiyonunda yerine yazilir:

W

1
fi=wC " ay — 5#1'0_1 -+ In(p;). (6.12)

10) Grup Sayis1 kadar diskriminant (ayrici) fonksiyonu olacaktir:

f1 = —35.946 + 14.723 Lastigin Egim Acis1 + 3.462 Lastigin Capi, (6.13)
fo = —23.012 + 12.529 Lastigin Egim Agis1 + 2.363 Lastigin Capi. (6.14)

11) Diskriminant fonksiyon degerleri herbir gdzlem igin ayr1 ayr1 hesaplanir. ilgili gézlem
en yiiksek ayirict skora sahip diskriminant fonksiyonunu temsil eden gruba atanir. Ornegin,
1. grupta yer alan 1. gozlem i¢in diskriminant fonksiyonu degeri, en yiiksek degerini 1.
grubu temsil eden diskriminant fonksiyonunda aldigindan, ilgili gozlem birimi 1. gruba
atanir. BOylece gercekte 1. grupta yer alan gézlem biriminin klasik dogrusal diskriminant

analizi sonucu yine 1. grupta olmas1 6ngoriiliir.

X = [ 2.94 6.62 ] (6.15)
fl = —35.946 + 14.723%2.94 + 3.462°6.62 = 30.25 (6.16)
f2 = —23.012 + 12.529%2.94 + 2.363"6.62 = 29.46 (6.17)

11) Diger gozlem birimleri icinde ve Es.leri kullanarak gozlemlerin yiiksek
olasilikla atanacagi gruplar ongoriiliir. Cizelge 6.2’de Kalite Kontrol Veri Setine ait
gbzlemlerin gercekte bulundugu ve klasik dogrusal diskriminant analizi sonucu atama

Ongoriistinlin yapildigt gruplar gosterilmistir.
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Cizelge 6.2. Kalite Kontol Veri Setine Ait Gézlemlerin Atandig1 Nihai Gruplar1 Gosterir

Tablo
Gercekte Yer Aldig1 Grup | To fi fa Kestirilen (Atanan) Grup
Grup 1 2.94 6.62 | 30.25* 29.46 Grup 1
Grup 1 2.54 7.80 | 28.45* 27.24 Grup 1
Grup 1 3.57 9.65 | 50.02*% 44.51 Grup 1
Grup 1 3.16 547 |29.51* 29.50 Grup 1
Grup 2 2.58 446 | 17.47 19.85% Grup 2
Grup 2 2.16 6.22 | 1738 18.74* Grup 2
Grup 2 327 3.52 | 2438 26.27* Grup 2

Cizelge 6.3. Kalite Kontrol Veri Setine ait Siiflandirma Tutarlilig1 Tablosu

Kestirilen (Atanan) Grup
Gergek grup | Grup 1 Grup 2 Toplam
Grup 1 4 0 4
Grup 2 0 3 3
Toplam 4 3 7

Cizelge [6.3'te Kalite Kontrol Veri Seti iizerinde tanimli 7 gozlem biriminden, gergekte
kendi grubunda olupta klasik dogrusal diskiriminant analizi sonucu yine kendi grubuna
atanan gozlem sayis1 7 dir. Dolayisiyla gbzlem birimlerinin % 100 ’ii dogru siniflanirilmis
olup, hatali siniflandirilma (ARE) oran1 % 0’dur.

6.1.2. Manipiile edilmis kalite kontrol veri seti

Dogrusal diskriminant analizinin gegerliligi hususunda 6nemli varsayimlardan biri, gruplarda
cok degiskenli yapiya iliskin aykir1 gozlem olmamasidir. Bu durum bir gézlemin gergekte var
oldugu gruptan bagka bir gruba atanmasina sebep olarak, hatali siniflandirma oraninda bir
artiga neden olacaktir. Asagida yer alan ve manipiile edilmis veri seti lizerinde bu durumun
tahmin ediciler ve hatali siniflandirma orani {izerindeki yansimalar1 incelenmistir. 2. Grupta
lastigin egim agis1 3.27 iken 200, lastik ¢apina iliskin gozlem degeri 3.52 iken 100 olarak

alinmustr.
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Cizelge 6.4. Manipiile Edilmis Kalite Kontrol Veri Seti

Testi Gegenler (Grup 1) Testi Gecemeyenler (Grup 2)
Lastigin Egim Lastigin Cap1 Lastigin Egim Lastigin Cap1
Agist () (2) Agist (z) (2)
2.94 6.62 2.58 4.46
2.54 7.80 2.16 6.22
3.57 9.65 200 100
3.16 5.47

1) Manipiile edilmis kalite kontrol veri seti grup ici varyans-kovaryans matrisleri:

(6.18)

5207.811 2494.448 1 0.106 —0.221
Y & = Y
2494.448 1196.956 —0.221 0.462

seklinde elde edilmistir.

2) Her bir gozlemin dahil oldugu grupta (i. grupta) bulunmasi olasilig1 hesaplanmustir:

. [ _ [0.571 ] | (6.19)

0.429
3) Grup ortalama vektorleri asagidaki gibi elde edilmistir:

W

pr=13.05 7.38 |,u2=1[6824 36.89 ], =130.99 20.013 ] (6.20)

4) Fisher’in kanonik diskriminant fonksyionlari;

1
fi= O™ ay - 5%‘0_1 “p; +1n(p;) (6.21)
f1 = —8.814 + —1.313Lastigin Egim Acis1 + 2.742 Lastigin Cap1 (6.22)
fo=—5.232 — 0.919 Lastigin Egim Acis1 + 1.946 Lastigin Cap1 (6.23)

olarak elde edilmistir. Ornegin, 1. grupta yer alan 4. gdzlem degeri X} = [3.16, 5.47] igin;

1. ve 2. diskriminant fonksiyonlarindan diskriminant skorlar1 asagidaki gibi elde edilmistir:

fl=—8.814 — 1.313"3.16 + 2.742*5.47 = 2.03, (6.24)
f2 = —5.232 — 0.9193.16 + 1.946*5.47 = 2.50. (6.25)

Cizelge 6.3 ve 6.4 incelendiginde; Kalite Kontrol Veri Setinin 2. grup 3. gézlem biriminin
diger gozlem birimlerine gore anormal biiyiikliige ¢ikarilarak olusturulmus, yani manipiile
edilmis Kalite Kontrol Veri setinde yer alan 7 gézlem biriminden, ger¢ekte kendi grubunda

olupta klasik dogrusal diskiriminant analizi sonucu yine kendi grubuna atanan goézlem

sayisinin 5 oldugu goriilmektedir. Dolayisiyla gézlem birimlerinin % = %711 dogru

siniflanirilmis olup, hatali smiflandirilma oram1 (ARE) % 29°dur. 2. grup 3. gozlem
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biriminin diger goézlem birimlerine goére anormal biiyliklige c¢ikarilmasi, yani
aykirilagtirilmast gozlem birimlerinin gergekte bulunduklari gruptan baska bir gruba

atanmasi oranini onemli derecede etkilemistir.

Cizelge 6.5. Manipiile Edilmis Kalite Kontrol Veri Setine Ait Gozlemlerin Atandig1 Nihai

Gruplar1 Gosterir Tablo
Gergekte Yer Aldigi Grup | x4 T fi fo | Kestirilen (Atanan) Grup
Grup 1 294 6.62 | 547* 494 Grup 1
Grup 1 2.54 7.80 | 9.23* 7.6l Grup 1
Grup 1 3.57 9.65 | 12.95% 10.26 Grup 1
Grup 1 3.16 547 | 2.03 2.50* Grup 2
Grup 2 258 446 | 0.02 1.07* Grup 2
Grup 2 2.16 622 | 540* 488 Grup 1
Grup 2 200 100 | 2.78 5.56%* Grup 2
Cizelge 6.6. Manipiile Edilmis Kalite Kontrol Veri Setine ait Siniflandirma Tutarlilig1
Tablosu
Kestirilen (Atanan) Grup
Gergek grup | Grup 1 Grup 2 Toplam
Grup 1 3 1 4
Grup 2 1 2 3
Toplam 4 3 7

6.1.3. Kalite kontrol veri seti iizerinde tanimh yeni veri seti

Bu kisimda, diskriminant analizinde MCD metodunun manuel olarak uygulanmasi amaciyla,

Kalite Kontrol Veri Seti revize edilmis ve X¥°™ isimli yeni bir veri seti olusturulmustur:

2.95
2.53
3.57
3.16

Xyeni —

22 - yent
Ornegin, x, =

yent

yeni
X3 =

yent

6.63
7.79
5.65
5.47

gosterimi

gosterimi

bagimsiz degisken matrisindeki

bagimsiz degisken matrisindeki

(6.26)

[2.95, 6.63] gosterimi bagimsiz degisken matrisindeki 1. gozlemi;
i = [2.53, 7.79]
= [3.57, 5.65]

2. gozlemi;

gozlemi;

x, =[3.16, 5.47] gosterimi bagimsiz degisken matrisindeki 4. gozlemi ifade etmektedir.
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6.1.4. MCD algoritmasimin adimlarinin manuel uygulanmasi

MCD algortimasinin adimlari:

1) MCD metodu, gézlem grubundan h tanesini segerek kovaryans matrisinin determinantini
hesaplamaktadir. Dolayisiyla, oncelikle alt matrislerin sayisi, 4’1n belirlenmesi ile baslanir.
X Ve yeri matrisi p = 2 degisken ve n = 4 gdzlem biriminden olusmaktadir. Degisken say1si

2 oldugundan seg¢ilecek miimkiin alt matrislerin sayisinin, yani h degerinin 2 olmasi beklenir.

4
2) Bu durumda, (n) = (2> =6 tane kovaryans matrisi ve determinant degeri elde edilir:

h
[ 2.95 6.63 | [ 2.95 6.63 | [ 2.95 6.63 |
xry = 7x2 - , L3 = ) (627)
| 253 7.79 | 3.57 5.65 | 316 547
[ 253 7.79 | [ 253 7.79 | [ 3.57 5.65 |
Ty = , Ly = y Lg = ) (6-28)
| 3.57 5.65 | | 3.16 547 | | 3.16 5.47 |
det(z1) = 6.20 det(x9) = —7.00 det(x3) = —4.81
det(xy) = —13.51 det(zs) = —10.77 det(zg) = 1.67 (6.29)

3) Es. 6.29'de hesaplanan determinat degerlerinden en kiigiik olan alt matris tespit edilir.
llgili 6rnekte x4 matrisinin determinanti en kiigiik ¢ikmstir (det(z4) = —13.51). Boylece
minimum determinanta sebep olan alt matrise ait gézlem grubu asagidaki sekliyle belirlenmis

olur:

2.53 7.
e (6.30)
3.57 5.65

4) Bu belirlemeden sonra, yani kovaryans matrisinin determinantini minimum yapan alt
matrisin dahil oldugu gozlem grubu belirlendikten sonra, baslangi¢ i¢in konum ve 6lgek
parametrelerinin tahmin edicileri, s6z konusu alt matrisin gdézlem grubu iizerinden

hesaplanir.

5) En diisiik determinant degerine sahip olan x, alt matrisi iizerinden hesaplanan konum ve
Olcek parametreleri baslangi¢ icin MLE tahmin degerleri asagidaki gibi elde edilir ve elde

edilen tahmin edicilerin bu asamada dahi saglamlik vasfi vardir.

fio = [ 3.05 6.72 ] , (6.31)

o [ 0s —1n 632
"7 2111 228 | '
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6) Her gbzlem birimi i¢in saglamlik 6zelligi olan bir uzaklik (RD) tanimlanmaktadir. Bu
uzaklik, iy merkezine ve io metrigine goére her nokta icin hesaplanmaktadir. Gézlem

noktalar1 [y merkezine uzakliklar1 bakimindan ikiye ayrilmaktadir:
RD e (22 7o, S0) = /2™ — i) S5 (0% — fio) < 1/ 75 (6.33)
RD o (2™, 7io, £) = 1/ (@™ = )5 (@™ — io) > 1/ o5s (6.34)

Es. ve 6.34’den veri merkezine uzakligi /X§y0b975’den kiigiik olan goézlem birimlerine

w; = 1 agirhig atanmakta, diger gozlem birimlerine ise 0 agirlig1 atanmaktadir. f]o matrisinin

tersi,

(6.35)

0 7| _1233.33 —599.99

- [—2533.33 —1233.33]

olarak elde edilmektedir. Bunun nedeni f]o matrisinin determinantinin sifira yakin olmasidir.
Es. 6.34daki x? degeri igin ilgili integralin iist smur1, Es. 6.36’da gosterildigi gibi 7.37 olarak

hesaplanir:
x2=17.37
Xb0975 = / f(x3)dx = 0.975 (6.36)
0

ve /X50.075 = V7.37 = 2.71 olarak elde edilir.

yeni

Ornek olarak, x| = [2.95, 6.63] gdzlemine yapilacak agirlik atamasi w; ile bu gdzlemin

[t Ve 3, saglam tahmin edicilerine katkisini hesaplayalim:

RD e (24 i, S0) =\ (22 = o) S0 @~ o) > [ Coors (637)

—2533.33 —1233.33

/
_ [2.95 —3.05 6.63— 6.72]
123333 —599.99

] [2.95 —3.05 6.63—6. 72]

= V19.63 = 4.43. (6.38)

olarak elde edilir.

Rngl,em(x?{em,ﬁo,io) = 4.43 > 2.71 oldugundan; RDx@I/em(le’e”i,ﬁo,ﬁo) fonksiyonu;

yeni

r;  =1[2.95, 6.63]agirlik fonksiyonuna w; = 0 degerini atar.
7) Tahmin edilen ortalama ve varyans ayni kalmaya devam ettiginde islem durdurulur.

8) Sonug olarak agirlikli ortalama ve agirlikli varyans-kovaryans matrisi Eg 5.10 ve 5.11 gibi

tahmin edilir.
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Bu sekilde hesaplanmasindan, yani sadece fip’nin yakin komsulugunda yer alan gézlemlerin
hesaba katilmasindan dolay1, bu tahmin edicilerin kii¢iik capli 6rnekler dahi s6z konusu iken
etkinliginin artmis olmasi beklenir. Kalite Kontrol yeni veri seti iizerinde taniml1 verisi i¢in

saglam lokasyon ve varyans-kovaryans matrisi tahmin edicileri asagidaki gibi elde edilir:

fiaren = [ 2.88 6.63 ] (6.39)
. 042 —1.50

Sep = . 6.40
Meb [—1.50 5.54 ] (6:40)

6.1.5. En c¢ok olabilirlik tahmin edicilerinin bulunmasi

Caligmanin 3. bolimiinde kalite kontrol veri seti {izerinde tanimli yeni veri seti i¢in, MLE
tahmin edicileri (lokasyon tahmin edicisi i¢in 0rnek ortalamasi istatistigi ve olgek tahmin
edicisi i¢in varyans-kovaryans istatistigi) Es. 6.41, 6.42’de verildigi gibi elde edilmistir:

ar = [ 3.05 6.38] (6.41)

N 0.18 —0.41

S — (6.42)
041 —1.13

6.1.6. Saglam ve klasik uzakhklar acisindan aykir1 gozlem tespiti

Saglam Uzakliklar A¢isindan Aykiri Gézlem Tespiti

Es. ve [6.40°da saglam lokasyon ve varyans-kovaryans matrisi tahmin edicileri, kalite
kontrol veri seti lizerinde tanimli yeni veri seti i¢in elde edilmistir. Saglam uzaklik metrigi,
her bir gozlem birimi igin ilgili gozlem birimlerinin yogunlagsma elipsoidinin merkezi
olarak tahmin edilen saglam lokasyon ve varyans-kovaryans matrisi 6l¢iilerinden uzakligina

bakarak calisir ve asagidaki gibi hesaplanmistir:

yeni yent

RD yens (™ Finrep, Enren) = \/ (@™ = finren) " Syiep (@)™ — Ruep)

—0.42 —1.50

!/
RD,yors = | 295~ 288 6.63 —6.63]
! 150 5.54

] [2.95 _ 288 6.63—6.63
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r[-042 —1.50]

RD,yors = | |2553 — 288 7.79 — 6.63| 253788 779 - 6.63]
: \ |—1.50  5.54 |
/1 [-042 —1.50]

RD,yers = | 357~ 288 5.65— 6.63| 357288 565 - 6.63]
s \ —1.50  5.54
' [-042 —1.50]

RD, e = | 316~ 288 547 6.63| 316 288 5.47 - 6.63]
1 \ |—1.50 5.54 |

Klasik Uzakliklar Ac¢isindan Aykiri Gozlem Tespiti

Es. ve 6.42°de yer alan tahmin ediciler, kalite kontrol veri seti tizerinde tamimli yeni
veri seti i¢in olusturulan en ¢ok olabilirlik tahmin edicileri ile elde edilen Mahalanobis
uzakliklaridir ve her bir goézlem birimi igin ilgili gdzlem birimlerinin yogunlagma
elipsoidinin merkezi olarak tahmin edilen en ¢ok olabilirlik tahmin edicilerine ait uzakliga

bakarak calisir ve asagidaki gibi hesaplanmaistir:

1

MD(zV"") = \/ (z¥™ — fr)nr (@ — ). (6.43)

3 (2 (2

0.18 —0.41

. /
MD({™) = | [2.95 - 3.05 6.63 - 6.38]
_041 —1.13

] [2.95 —3.05 6.63— 6.38}

0.18 —0.41

. !/
MD(z4") = [2.53 —3.05 7.79 — 6.38}
—0.41 —1.13

] [2.53 —3.05 7.79 — 6.38}

0.18 —0.41
—0.41 -1.13

. /
MD(zm) = \ 357 -3.05 565 6.3] [ ] [3.57-3.05 565 6.3]

0.18 —0.41
—-0.41 -1.13

. /
MD(z¥my = \ 316 -3.05 547 - 6.38] [ ] [3.16 - 3.05 547 - 6.38]
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Saglam ve Klasik Uzaklilarin Karsilagtirmali Gosterimi :

Cizelge 6.7. Kalite Kontrol Veri Seti Uzerinde Tanimli Kontrol Grubu i¢in Saglam ve

Klasik Uzakliklar.
Gozlem No | Saglam Uzaklik (RD) Klasik Uzaklik (MD)
1 0.5688614 0.2401326
2 0.5688614 1.3191459
3 3.4697463 1.4612372
4 0.5688614 1.4376983

Kalite Kontrol Veri Seti iizerinde taniml1 yeni veri seti icin elde edilen uzakliklar Es. 6.2;
Saglam tahmin ediciler kullanildiginda 3 numarali gozlem aykiri gézlem olarak tespit
edilirken, en ¢ok olabilirlik tahmin edicileri kullanilarak hesaplanan uzakliklarda 3

numarali gézlem aykir1 gozlem olarak tespit edilmemistir.

Uzaklik Grafigi Ki-Kare QQ-Grafigi Uzaklik Grafigi
1.0 20 3.0 40 1.0 15 10 15 20 25 30 35 40
wwwwwwwwwwwwww I I | | | | 1 1 1 1 1 I I I I I 1 I I I
Robust Classical Robust Classical Robust Classical
3 5
° 4
3 3 3
=
3
k= k= g
B % 2
N N 3
=] =]
» 27 = 2 S 2
a a o
<] S ©
c e =
S 5} ]
© © S =
s s 9 £
= = b 3
/ =3
m
7]
1 14 1
5
wwwwwwwwwwwwww T T T T T T T T T T T T T T
1.0 20 3.0 40 10 15 10 15 20 25 30 35 40
Gozlem Numarasi Ki-Kare Dagilimi Yizdelikleri Gozlem Numarasi

Sekil 6.2. Kalite Kontrol Veri Seti Uzerinde Taniml1 Yeni Veri Seti i¢in Saglam ve Klasik
Uzakliklara iligkin sirasiyla Uzaklik, Normallik Sinamas1 Ki-Kare Q-Q ve
Uzaklik grafikleri.
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Lastigin Egim Agisi

Sekil 6.3. Kalite Kontrol Veri Seti Uzerinde Taniml1 Yeni Veri Seti i¢in Saglam ve Klasik
Tahmin Edicilerin Tolerans Elipsoidi

6.2. Hawkins, Bradu ve Kass yapay verisi (HBK)

Bu kisimda, Hawkins, Bradu ve Kass (1984) tarafindan iiretilen yapay veri seti dikkate
alimmustir. 4 boyutlu (bir bagimli ve ve ii¢ bagimsiz degisken) ve 75 gozleme sahip olan bu
veri setinden, sadece X1 X2 X3 olarak tanimlanan bagimsiz degiskenler uygulamada
kullanilmaktadir. Bu veri seti olusturulurken iki gruptaki ilk 14 gozlem aykirt gozlem

olarak tiretilmistir.

6.2.1. Klasik en ¢ok olabilirlik ve saglam tahmin edicileri

Cizelge 6.8. HBK veri seti i¢in Klasik En Cok Olabilirlik Tahmin Edicileri

X1 X2 X3
3.206667 | 5.597333 | 7.230667

Cizelge 6.9. HBK veri seti i¢in Varyans-Kovaryans Matrisinin Klasik En Cok Olabilirlik
Tahmin Edicisi

X1 X2 X3
X1 | 1334 | 28.46 | 41.24
X2 | 28.46 | 67.88 | 94.66
X3 | 41.24 | 94.66 | 137.83
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Cizelge 6.10. HBK Veri Seti i¢in Saglam (MCD algoritmasi) Lokasyon Tahmin Edicileri

X1 X2

X3

1.538 | 1.780

1.687

Cizelge 6.11. HBK Veri Seti i¢gin Saglam (MCD algoritmasi) Varyans-Kovaryans Tahmin
Edicisi

X1 X2 X3

X1 | 1.6528 | 0.0741

0.1713

X2 10.0741 | 1

.6823 | 0.2055

X3 1 0.1713 | 0.2055

1.5624

6.2.2. Maskeleme etkisinin izlenilebilirligi

Ilgili veri seti olusum amac1 dahilinde Maskeleme Etkisi’nin iyi bir érnegini sunmaktadir

(Hawkins ve digerleri, 1984). Bilindigi tizere Maskeleme Etkisi aykir1 gozlem olmasi

durumunda, aykir1 gozlemlerin diizenli gozlem gibi goriinmesi durumudur. Ele alinan veri

setinde, her iki yontem i¢in de kritik deger

X3.0.075=3.-05 olarak elde edilmistir ve bu

degerden biliyiik uzakliklar aykiri gézlem olarak degerlendirilmektedir. MCD ydntemine

dayali saglam tahmin ediciler kullanarak yapilan 6lgtimlerde [1:14] no’lu gozlemler, aykiri

gbzlem niteligi kazanirken; klasik en ¢ok olabilirlik tahmin edicilerine dayali olarak elde

edilen uzakliklar baz alinarak yapilan Ol¢limlerde sadece [12,14] no’lu gozlemler aykir

gozlem niteligi kazanmistir.

Cizelge 6.12. HBK Veri Seti I¢in Saglam Uzakliklar

Go6zlem No:

Saglam Uzaklik
Degerleri

[1]

[10]

[19]

[28] | [37]

[46]

[55]

[64]

[73]

593.7527

655.81

1.13

0.73 | 2.77

2.39

1.2934

2.35

1.20

624.9270

919.45

2.92

0.88 | 1.51

3.56

1.8535

1.63

1.57

696.6151

986.73

0.76

3.05 | 2.20

243

1.2673

1.46

291

739.6908

933.52

2.08

2.01 | 0.80

1.72

2.0793

0.20

713.6212

1156.5

0.92

2.12 | 2.86

1.48

1.1212

3.04

640.9069

2.74

1.18

1.11 | 2.22

1.57

3.0114

2.08

644.7492

3.21

2.70

2.85 | 3.19

3.00

3.4469

1.26

608.2405

2.57

1.99

243 | 2.79

4.33

2.7047

0.69

699.3602

0.42

2.72

0.89 | 2.35

248

2.2251

0.58




Cizelge 6.13. HBK Veri Seti I¢in Klasik Uzakliklar
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Gozlem No :

[1] | [11] | [21] [31] [41] [51] [61] [71]

1.91 | 2.44 | 1.089 | 1.8384961 | 1.6997 | 1.3026508 | 1.6749449 | 0.64

1.85 | 3.10 | 1.54 | 1.3072295 | 1.7650 | 2.0760547 | 0.7595327 | 1.05

231 ] 2.66 | 1.08 | 0.9819878 | 1.8700 | 2.2104432 | 1.2922585 | 1.47
Klasik Uzaklik 222 1638|097 | 1.1750140 | 1.4204 | 1.4142877 | 0.9738683 | 1.64
Degerleri 2.10 | 1.81 | 0.79 | 1.2436358 | 1.0759 | 1.2304551 | 1.1482076 | 1.89

2.14 | 2.15 | 1.16 | 0.8508035 | 1.3441 | 1.3311013 | 1.2967463

2.01 | 1.38 | 1.44 | 1.8323781 | 1.9663 | 0.8327441 | 0.6298270

1.91 | 0.84 | 0.86 | 0.7520607 | 1.4242 | 1.4044015 | 1.5495480

222 | 1.14 | 0.57 | 1.2650409 | 1.5697 | 0.5912349 | 1.0705111

233 | 1.59 | 1.56 | 1.1120381 | 0.4239 | 1.8897366 | 0.9977606

6.3. Alcohol veri seti

Bu kisimda, 77 gbzlem birimi ve 3 gruptan olusan Alcohol veri seti ele alinmaktadir. Bu
gruplar ”KIRSCH”, "MIRAB” ve “POIRE” isimleriyle nitelendirilmistir ve Gruplar
"MEOH, ACET, BUI, MPR, ACAL, LNPROI1” isimli 6 degisken bakimindan
olusturulmustur. Birinci grup 18, ikinci grup 29 ve ilgilncii grup 30 gozlemden

olusmaktadir.

Bu veri setinin incelenmesindeki amag, diskriminant analizi uygulamasinda, en 6nemli
varsayimlardan aykir1 gézlem olmamasi, gruplarin ¢ok degiskenli normal dagilima sahip
olmast ve grupta yer alan degiskenler arasinda dogrusal bir iliskinin olmamasi
varsayimlarinin saglanip saglanmadigidir. Bu amagla, her gruptaki alti degisken tek tek
aykir1 gézlem igerip icermedigi bakimindan kutu grafikleri ile incelenmistir. Ote yandan,
her gruptaki 6 degisken i¢in ikili klasik tolerans elipsoidi ve saglam tolerans elipsoidi ayni
diizlem {iizerinde gosterilmistir ve her bir grupta yer alan degisken ikilileri i¢in klasik ve
saglam korelasyon grafikleri degerleri ile birlikte verilmistir. Uygulama, klasik MLE, MCD

tahmin edicilerine dayali metotlar i¢in ayr1 ayr1 yapilmistir. (Hubert ve digerleri, 2018)

Alcohol veri setinin genel goriiniimii Cizelge .14 de verilmektedir.
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Cizelge 6.14. Alcohol Veri Seti

Gozlem

No KIRSCH MIRAB POIRE
‘ Tr1 X9 X3 T4 Ty Tg | Ty T2 T3 T4 Ty Tg | I Tz T4 Ty T
1
2
3
n
6.3.1. En cok olabilirlik ve saglam tahmin edicileri

Asagidaki Cizelge’lerde sirastyla, MLE ve baslangi¢ icin MCD metoduna dayali lokasyon

ve varyans-kovaryans tahmin edicileri verilmektedir.

Cizelge 6.15. Birlestirilmis Alcohol Veri Setinde Lokasyon parametrelerine ait En Cok
Olabilirlik Tahmin Edicileri

MEOH

ACET

BUI

MEPR

ACAL

LNPROI

378.7

243.7

1.622

32.07

13.94

6.231

Cizelge 6.16. Birlestirilmis Alcohol Veri Setine Ait Kovaryans matrisinin En Cok
Olabilirlik Tahmin Edicisi

| MEOH | ACET | BUI | MEPR | ACAL | LNPROL |

MEOH
ACET
BU1
MEPR
ACAL
LNPRO1

33550.68
16796.45
133.48
1862.59
1102.77
68.27

16796.45 | 133.48

38549.03 | 90.43
90.43 1.30

1290.53 6.15

969.59 16.09
37.29 0.22

1862.59 | 1102.77 68.27
1290.53 | 969.59 37.29
6.15 16.09 0.22
140.78 | 34.62 3.01
34.62 | 236.11 1.46
3.01 1.46 0.72

Cizelge 6.17. Birlestirilmis Alcohol Veri Setine Ait Saglam Lokasyon Tahmin Edicileri

(MCD)
MEOH | ACET | BUI | MEPR | ACAL | LNPROI
438.708 | 230.275 | 1.583 | 36.267 | 12.083 | 6.302
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Cizelge 6.18. Birlestirilmis Alcohol Veri Setine Ait Saglam Varyans-Kovaryans tahmin
edicisi (MCD)

| | MEOH | ACET | BUl | MEPR | ACAL | LNPROI |

MEOH 23440 | 15890 108 457.1 | 930.6 186.1
ACET 15890 | 24740 | 125.1 1100 1170 131.3
BUI 108 125.1 | 0.8703 | 6.310 | 7.715 0.7717
MEPR 457.1 1100 | 6.310 77.3 58.53 5.445
ACAL 930.6 1170 | 7.715 | 58.53 | 95.28 8.158
LNPROI1 || 186.1 | 131.3 | 0.7717 | 5.445 | 8.158 2.486

6.3.2. Alcohol veri setindeki her bir degisken i¢cin kutu grafikleri ve gruplara iliskin
aykir1 gozlemler

Alcohol veri setine ait gruplarda yer alan her bir degisken i¢in tek degiskenli kutu grafikleri
(box-plot) Sekil [6.4’de verilmektedir ve kutu grafiklerinden goriildiigii gibi MIRAB
grubunda yer alan ACAL, LNPRO1 ve MPR degiskenlerinin nispeten fazla aykir1 deger
icerdigi, dolayisiyla ilgili grubun ¢ok degiskenli aykir1 deger igerme potansiyelinin yiiksek

oldugu diistiniilmektedir.
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MEOH degiskeninin gruplara iliskin kutu grafigi MEPR degiskeninin gruplara iliskin kutu grafigi
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Sekil 6.4. Alcohol Veri Setindeki Her bir Degisken I¢in Kutu Grafikleri ve Gruplara iliskin
Aykirt Gozlemler
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6.3.3. Alcohol veri seti icin klasik ve saglam tahmin ediciler bakimindan Tolerans
Elipsoidi grafikleri ve Korelasyon degerleri
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Sekil 6.5. KIRSCH ve MIRAB Grubu i¢in Tolerans Elipsoidi Grafigi
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Sekil 6.6. POIRE Grubu i¢in Tolerans Elipsoidi Grafigi

Sekil ve Sekil .g incelendiginde; KIRSCH, MIRAB ve POIRE grubu igerisinde yer
alan degisken ikilileri icin MCD ve MLE tahmin edicisine dayali robust tolerans elipsoidi
ve klasik tolerans elipsoidi grafigi, robust korelasyon degerleri ve iki degisken arasindaki
bilinen Pearson korelasyon katsayisinin, ayrica degiskenlerin histogramlarinin ayni grafik

tizerinde ¢izdirildigi goriilmektedir.
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6.3.4. Alcohol veri seti icin klasik ve saglam tahmin ediciler bakimindan uzakhk
grafikleri

Uzaklik Grafigi Ki-Kare QQ-Grafigi Uzaklik Grafigi Ki-Kare QQ-Grafigi
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Sekil 6.7. KIRSCH ve MIRAB Grubu i¢in Uzaklik Grafikleri
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Sekil 6.8. POIRE Grubu i¢in Uzaklik Grafikleri

Sekil 6.7 ve b.§ incelendiginde; MCD algoritmasi ile elde edilen ¢ok degiskenli saglam

istatistikler ve MLE tahmin ediciler kullanilarak aykir1 gozlem incelemesi yapilmis,
\/ X5.0.975 den (p = 6) biiyiik gozlemler aykir1 gézlem niteligi kazanmstir.
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Sekil 6.9. KIRSCH ve MIRAB Grubu i¢in Uzaklik Grafikleri
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Sekil 6.10. POIRE Grubu i¢in Uzaklik Grafikleri

Sekil 6.9 ve Sekil incelendiginde; MCD algoritmasi ile elde edilen ¢ok degiskenli saglam
istatistikler ve MLE tahmin ediciler kullanilarak aykir1 gézlem incelemesi yapilmis ve aykiri
gozlemler bakimindan 2 boyulu grafigi ¢izdirilmistir. 4 / X§70.975 ’den (p = 6) biiyiik gézlemler

aykir1 gézlem niteligi kazanmstir.
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6.3.5. Alcohol veri seti icin klasik ve saglam tahmin ediciler bakimindan hatah
simiflandirma oranlar

Cizelge 6.19. Alcohol Veri Setinde MLE, MCD, MCD-A, MCD-B, MCD-C Tahmin
Edicileri kullanarak Diskriminant Analizi Sonucu Olusturulmus
Smiflandirma Tutarlilig1 Tablosu

;ng}::ririgrl Smiflandirma Tutarlilig1 Tablosu Hatgi:;?}i?g;rma
Tahmin
KIRSCH MIRAB POIRE
MLE < KIRSCH 18 0 0 0.2078
g MIRAB 0 22 7
O POIRE 0 9 21
Tahmin
. KIRSCH MIRAB POIRE
Klasik
MCD e KIRSCH 18 0 0 0.2078
g MIRAB 1 23 5
O POIRE 1 9 20
Tahmin
KIRSCH MIRAB POIRE
MCD-A 2 KIRSCH 18 0 0 0.2078
g MIRAB 1 23 5
O POIRE 1 9 20
Tahmin
KIRSCH MIRAB POIRE
MCD-B = KIRSCH 18 0 0 0.1818
g MIRAB 1 22 6
O POIRE 1 6 23
Tahmin
KIRSCH MIRAB POIRE
MCD-C e KIRSCH 17 1 0 0.1818
%’” MIRAB 1 22 6
O POIRE 1 5 24

Klasik dogrusal diskriminant analizinin yukarida bahsi gegen varsayimlarinin saglanmadigi
Alcohol veri seti i¢in yapilan diskriminant analizi uygulamasinda, Klasik MLE, MCD ve
MCD-A metodu ile elde edilen siniflandirma tutarliligi tablolar1 farkli olmasina ragmen,
gbzlemlerin hatali smiflandirilma oranlari ayni ¢ikmustir. Ote yandan, MCD-B ve MCD-C
gerek siniflandirma tutarliligi tablolar1 gerekse gdzlemlerin hatali siniflandirilma oranlari
daha diisiik oldugu i¢in daha giivenilir sonucglar vermektedir.
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7. SIMULASYON CALISMASI

Calismanin bu kisminda, parametreleri belli tek degiskenli ve ¢ok degiskenli normal
dagilimlar icin ozellikle bagka dagilimdan karisan gozlem ya da gozlem grubu olmasi
durumunda karigma dagilimlar1 iizerinde tanimli lineer fonksyioneller klasik en ¢ok
olabilirlik tahmin edicileri ile saglamlik 6zelligine sahip tahmin edicilerin kiyaslamasi
yapilmistir. Cok degiskenli normal dagilima sahip modeller i¢in agiklayic1 degisken sayisi
p = {2,6}, bagimli degisken sayis1 yani grup sayisi (sinif sayist) g = {2, 3} herbir gruptaki
gozlem sayist esit ve n = {20,100} olarak belirlenmis, Klasik MLE, MCD, MCD-A,
MCD-B, MCD-C tahmin edicilerinin ve bu tahmin edicilerle uygulanan diskriminant
analizi sonucu elde edilen hatali siniflandirma oranlarinin nasil bir farklilik gosterdiginin

ortaya konulmasi amaclanmistir (Todorov ve Pires, 2007), (Giindiiz ve Fokoue, 2017).

Bu simiilasyon ¢alismasi ¢ = {0,0.10,0.25,0.40} karisma orani i¢in ayr1 ayri uygulanmig

olup, ¢ = {0} olmas1 6ngoriilen dagilima karigmanin olmadigi anlamina gelmektedir.

7.1.  Tek degiskenli yapida Lokasyon ve Ol¢cek karismasi durumu

Tek degiskenli bir rassal degiskenin dagilimina, yine tek degiskenli bagka rassal degiskenin
dagilimdan belirli oranda veri karigsmasi oldugunda, gercek dagilimin yapis: kirlenir. Bu
kirlenmenin tahmin edici lizerindeki etkileri, birlestirilmis yeni rassal degisken {iizerinde
tamimli lineer fonsiyoneller ile izlenebilir. Es.7.1’deki F. dagilimi, X rassal degiskeni ile
temsil edilen dagilim fonksiyonuna, Y rassal degiskeninin dagilim fonksiyonundan e

oraninda karigsma oldugunu gostermektedir:
FS = (1—€)Fx—|—(€)Fy (71)

X rassal degiskeninin dagilim fonksiyonuna, Y rassal degiskeninin dagilim fonksiyonundan
¢ oraninda karisma olmasi durumunda, yeni dagilim fonksiyonunun elde edilmesine iliskin

algoritmanin adimlar asagidaki gibidir:

1) F'x ve Fy sirasiyla herhangi bir dagilim ailesi i¢inde tanimli X ve Y rassal degiskenleri

icin birer dagilim fonksiyonu olsun.

2) [0 — 1] arahiginda tamimh Tekdiize (Uniform) dagilimdan tesadiifi olarak bir reel say1

secilsin.

3) [0 — 1] araliginda tanimli Tekdiize (Uniform) dagilimdan tesadiifi olarak secilen reel
sayinin (1 — ) kadar1 X rassal degiskeninin dagilimindan, (&) kadar1 Y rassal degiskeninin

dagilimindan meydana gelinceye kadar 2. ve 3. adimlar tekrarlanir.
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4) ¢ oraninda karigmis, yeni dagilim fonksiyonu (F. = (1 — ) Fx + (¢) Fy) lizerinde tanimli

lineer fonksiyoneller aracliiyla karigmanin tahmin edici {izerindeki etkileri incelenebilir.

Tek degiskeli normal dagilima sahip X rassal degiskeninin dagilimina, tek degiskenli normal
dagilima sahip Y rassal degiskenin dagilimindan ¢ oraninda karigma olsun. Bu karisma i¢in

iki farkli senaryo dikkate alinmigtir:

Gergek dagilima, ortalamasi (lokasyon parametresi) farkli, varyansi (6l¢ek parametresi) ayni
ve ortalamasi ayni, varyansi farkli dagilimlardan karisma olmasi durumlari sirastyla Es.
ve Es. .3 kullanilarak ifade edilebir:

F. = (1_5)'N(MX>U§()+(E)'N(:U“Ya0—§2/)a 0_3( :U}Q/ :02 (72)

F€: (1_E)'NOJ’X?O-?()+(€)'N</~LY70-12/>7 Ux = by = (73)

Asagida Es. ve Es. .3 durumlarina iliskin ayri ayr 6rnekler verilmektedir.

7.1.1.  Ornek: Lokasyon parametresinin farkh oldugu karisma durumu

X ~ N(0,1) seklinde taniml standart normal dagilimina, Y ~ N (10, 1) seklinde tanimli
normal dagilimin ¢ = {0,0.10, 0.25,0.40} oranlarinda karismasi sonucu ¢ oraninda karigma
olan dagilim fonksiyonu Es. 7.4 deki gibi ifade edilebilir:

F5:(1—6)'Fx+€'Fy (74)

Ornegin, manuel(elle) olarak hesaplanmasi nispeten diger lineer fonksiyonellere gére daha
kolay oldugu i¢in, beklenen deger ve varyans operatoriiniin, n = 1000 gozlem birimi, € =
0.25 olmast durumunda karisma dagilimina ait lokasyon tahmin edicisi lizerindeki etkisini
inceleyelim: € = 0.25 i¢in gozlemlerin yaklasik 0.75°1 X rassal degiskeninin, 0.25°1 Y rassal
degiskeninin dagilimindan meydana gelmektedir. Es. [7.4'nin beklenen degeri alindiginda,
Es. 7.3 elde edilir:

E(F,) =E((1—¢) - Fx)+ E(e Fy) (7.5)
Beklenen deger operatorii 6zelligi geregi Es. 7.9, Es. 7.6 teki gibi yazilabilir:
E(F.)=(1-¢)-E(X)+e-E(Y) (7.6)
e={0.25} igin, E(X) = 0, E(Y") = 10 degerleri Es. [.6’te yerine yazilirsa; ¢ oranda karismis

dagilim fonksyionunun beklenen degeri, asagidaki gibi elde edilir:

E(F.) =0.75 - E(X) +0.25 - E(Y), (7.7)

E(F.)=0.75-040.25-10 = 2.5. (7.8)
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Es. 7.4 i¢in varyans ise, Es. [7.9’daki gibi ifade edilir:

V(F.)=V((1—¢) - Fx)+V(e-Fy)+2-cov((1 —¢)- Fx), (- Fy)). (7.9)
Varyans operatorii geregi Es. [7.9'dan,

VF)=1-e)? V(X)+e2- V(Y)+2(1—¢) - (e).cou(X,Y) (7.10)

seklinde ifade edilir. ¢ = {0.25}, V(X) = 1, V(Y) = 1 ve cov(X,Y) degerleri Es. [7.10°de
yerine yazilirsa; ¢ oraninda karismis dagilim fonksiyonunun varyans istatistigi degeri

V(F.) ~ 19.80 olarak bulunur. Asagida yer alan Cizelge 7.1de, ¢ = {0,0.10,0.25,0.40}
karigma oranlar1 esas alinarak hesaplanan lineer fonksiyonellere yer verilmistir.

Cizelge 7.1. Tek Degiskenli Yapida Lokasyonu farkli Modelden Karisma Durumunda
Tahmin Edicilerin degerleri (n = 1000, X ~ N(0,1) ve Y ~ N(10, 1))

€ 0.00 0.10 0.25 040
Ortalama 0.00 097 247 395
Medyan 0.00 0.12 041 0.96
Varyans 1.00 9.88 19.80 24.67
MAD 1.00 1.14 1.51 2.73
1.Ceyreklik -0.65 -0.60 -044 -0.19
3.Ceyreklik 0.69 095 296 9.61

Ceyreklikler Arast Agiklik  1.35  1.55 3.41 9.81

Ceyreklikler Arasi Aciklik [
3. Ceyreklik [
1. Ceyreklik i
MAD
-
Varyans ¥

Medyan

Ortalama

-5 0 5 10 15 20 25 30

E=m 0.4 m025 m0.1 WO

Sekil 7.1. Tek Degiskenli Yapida Lokasyonu farklt Modelden Karisma Durumunda Tahmin
Edicilerin degerleri (n = 1000, X ~ N(0,1) ve Y ~ N(10,1))
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7.1.2. Ornek : Olcek parametresinin farkh oldugu karisma durumu

X ~ N(0,1) seklinde tanimli X rassal degiskeninin dagilimma, Y ~ N(0,10) tanimh YV
rassal degiskeninin dagilimmm ¢ = {0.10,0.25,0.40} oranlarinda karismasi halinde &
oranda karismus dagilim fonksiyonu Es. [7.4’te tanimlanmistir. Lineer fonksiyonel olarak
tanimlanan beklenen deger ve varyans operatoriinii kullanarak, dlgek karismasi halinde
n = 1000 gozlem birimi igin karisma oran1 ¢ = {0.40} olmasi durumunda, karisma
dagilimina ait ortalama ve varyans tahmin edicilerini hesaplayalim. ¢ = {0.40} olmasi
durumunda goézlemlerin yaklasik 0.60’1 X rassal degiskeninin, 0.40’1 Y rassal degiskeninin

dagilimmdan meydana gelmektedir. Es. [7.4"nin beklenen degeri alindiginda;
E(F.)=E((1—¢)-Fx)+ E(c- Fy) (7.11)
Es. elde edilir. Beklenen deger operatorii 6zelligi geregi Es. [7.11];
E(F.)=(1—-¢)-E(X)+e-E(Y) (7.12)

Es. [7.12'teki gibi yazilabilir. e= {0.40}, E(X) = 0, E(Y) = 0 degerleri Es. 7.12’te yerine
yazilirsa € oranda karismis dagilim fonksiyonuna iliskin beklenen deger;

E(F.) = 0.60 - E(X) + 0.40 - E(Y), (7.13)

E(F.)=0.60-04+0.40-10=0 (7.14)
olarak elde edilir. Es. 7.4 nin varyansi alindiginda;

V(F.))=V(1—¢)-Fx)+V(e-Fy)+2-cov((1—¢)- Fx),(e- Fy)) (7.15)

VIF)=1-e)? V(X)+e2-V(Y)+2(1—¢) - (g).cou(X,Y) (7.16)

Varyans operatorii geregi Es. [7.13, Es. seklinde yazilir. e= {0.40}, V(X) = 1,
V(Y) = 10 ve cov(X,Y) degerleri Es. 7.16’de yerine yazilirsa; ¢ oraninda karigmis
dagilim fonksiyonunun varyans istatistigi degeri V' (F.) ~ 41.08 olarak bulunur. Asagida
yer alan Cizelge 7.2°de, ¢ = {0,0.10,0.25,0.40} karigma oranlar1 esas alinarak hesaplanan

lineer fonksiyonellere yer verilmistir.
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Cizelge 7.2. Tek Degiskenli Yapida Olgek Parametresi Farkli Modelden Karisma
Durumunda Tahmin Edicilerin degerleri (n = 1000, X ~ N (0, 1) ve

Y ~ N(0,10))
€ 0.00 0.10 025 040
Ortalama 0.00 0.00 0.03 -0.02
Medyan 0.00 -0.01 0.02 0.00
Varyans 1.00 11.13 24.92 41.08
MAD 1.00 1.13 1.36 0.00
1.Ceyreklik -0.68 -0.77 -091 -1.25
3.Ceyreklik 0.68 0.76 092 1.21

Ceyreklikler Aras1 Agiklik 1.37 1.53 1.84 2.47

Ceyrekliker Arasi Aciklik
3. Ceyreklik

1. Ceyreklik

MAD

Varyans

Medyan

Ortalama

-10 0 10 20 30 40 50

E=m04 m025 m01 mQ

Sekil 7.2. Tek Degiskenli Yapida Olgek Parametresi Farkli Modelden Karisma Durumunda
Tahmin Edicilerin degerleri (n = 1000, X ~ N(0,1) ve Y ~ N(0, 10))

Cizelge ve [7.2’den goriildiigii gibi, baska dagilimdan karisan gézlem ya da gézlem
grubu arttik¢a lokasyon ve 6l¢ek tahmin edicileri agisindan 6rnek medyan istatistiginin
ornek ortalamasi istatistigine, 6rnek MAD istatistiginin 6rnek varyans istatistigine gore
karisan gozlem ya da goézlem gurubundan fazla etkilenmedigi gozlemlenmistir. Bu durum
baska dagilimdan gozlem ya da gézlem grubu karigsmasi durumunda kirilma noktasi yiiksek
ve saglam bir tahmin edici olan medyan ve MAD istatistiginin sahip oldugu 6zelligin bir

sonucudur.

7.2. Diskriminant analizinde saglam ve klasik tahmin ediciler acisindan gozlem
birimlerinin hatal siniflandirilma oranlar

Veri seti p boyutlu, her grup ortalamasi farkli, g sayida grup i¢in ¢ok degiskenli Normal
dagilima sahip yi1gindan iiretilmektedir (Es.7.17):

mj ~ Np (15, 55) j=1--,g (7.17)
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ve bu dagilimlar i¢in sirasiyla, 6l¢ek ve lokasyon karismasi durumlari Es. ve Es.
senaryolari ile uygulanacaktir (Todorov ve Pires, 2007):

ﬂ—ja ~ (1_8) Np(/vbj7lp)+5Np<Njw‘pr) j - ]-7 N (718)
Tje ™ (1_5)Np(uj7lp)+5Np<ﬂj7/{2]p> .7 = 17 » g
fij = i+ (VQyp, .., vQyp), (7.19)

Qp = \/ Xg;o.om/p

Burada ¢, karigma orani; ;_, j. gruba ¢ oranda karismis ¢ok degiskenli dagilimlari; p;, j.
grubun ortalama vektoriinii; , 6lgek sisirme faktoriinii; v, lokasyon sisirme faktoriinii; ),
konum oteleme faktoriini; fi;, j. gruba iliskin € oranda karigmis ¢ok degiskenli normal

dagilim ortalama vektoriiniin parametre tahminini ifade etmektedir.

7.2.1.  Ornek: Lokasyon ve Ol¢ek karismasi durumunda klasik dogrusal diskriminant
analizinde gozlem birimlerinin hatah simiflandirilma oranlar

Calismanin bu kisminda; Es.[7.18 ve esas aliarak g = {2, 3} gruplu veri setleri i¢in bir
senaryo iiretilmistir: Bu senaryoya gére, Es.7.20’de tanimlanan p = {2,6} degiskene sahip
cok degiskenli normal dagilimdan n = {20,100} ¢apli 6rnekler rassal olarak segilmis ve
e = {0,0.10,0.25,0.40}, x = {9,100}, v = {5, 10} degerleri i¢in MLE, MCD, MCD-A,
MCD-B, MCD-C tahmin edicileri kullanilarak klasik dogrusal diskriminant analizi
yapilmistir. Ele alinan orneklerde; gruplara iliskin gbézlem birimlerinin gelmis oldugu
yigmlarin varyans-kovaryans matrislerinin esit ve pxp boyutlu birim matris oldugu

distintilmektedir.

R paket programi kullanilarak 500 kez tekrar eden deneyde gozlem birimlerinin hatali
siniflandirilma oranlar1 i¢in 8 ayri durum; lokasyon ve o6l¢ek karigmasi durumu igin ayri
ayr1 3 farkl1 senaryo iizerinde incelenmistir. Incelenen durumlarla ilgili bulgular paylasilmis

ve bu hususta grafiklere yer verilmistir.

p=100 ... 0
L Ip
=111 1
L ip
(7.20)
=2 2 2



Cizelge 7.3. p = 2, n = ny = ny = 20 iken 6l¢ek tahmin edicisine karisma durumunda
hatal1 siniflandirma oranlari

Grup sayis1 | K € | MLE | MCD | MCD-A | MCD-B | MCD-C
0 |0.175|0.175 | 0.175 0.175 0.175

9 0.10 | 0.150 | 0.175 | 0.150 0.175 0.175

0.25 | 0.175 | 0.175 | 0.150 0.175 0.125

) 0.40 | 0.250 | 0.225 | 0.225 0.225 0.225
0 |0.175|0.175 | 0.175 0.175 0.175

100 0.10 | 0.200 | 0.175 | 0.175 0.175 0.175

0.25 | 0.350 | 0.300 | 0.300 0.300 0.325

0.40 | 0.375 | 0.350 | 0.400 0.350 0.375

0 |0.216|0.233 | 0.233 0.233 0.266

9 0.10 | 0.266 | 0.316 | 0.300 0.316 0.350

0.25 1 0.333 | 0.316 | 0.300 0.316 0.350

3 0.40 | 0.316 | 0.333 | 0.316 0.333 0.316
0 |0.266 | 0.233 | 0.233 0.233 0.233

100 0.10 | 0.283 | 0.266 | 0.300 0.300 0.266

0.25 1 0.416 | 0.416 | 0.400 0.416 0.433

0.40 | 0.583 | 0.650 | 0.666 0.650 0.566

Cizelge 7.4. p = 2, n = ny = ny = 100 iken 6lgek tahmin edicisine karigma durumunda
hatal1 siniflandirma oranlari

Grup sayist | K € MLE | MCD | MCD-A | MCD-B | MCD-C
0 |0.280 | 0.270 | 0.270 0.270 0.280

9 0.10 | 0.270 | 0.265 | 0.270 0.265 0.260

0.25 | 0.285 | 0.285 | 0.280 0.285 0.285

) 0.40 | 0.285 | 0.300 | 0.275 0.305 0.305
0 |0.280 | 0.270 | 0.270 0.270 0.270

100 0.10 | 0.310 | 0.320 | 0.310 0.320 0.315

0.25 | 0.405 | 0.390 | 0.400 0.390 0.405

0.40 | 0.430 | 0.420 | 0.425 0.420 0.425

0 03270327 | 0.327 0.318 0.322

9 0.10 | 0.204 | 0.209 | 0.204 0.209 0.195

0.25 | 0313 | 0.327 | 0.313 0.322 0.313

3 0.40 | 0.395 | 0.400 | 0.400 0.400 0.400
0 [0.318]0.318 | 0.331 0.322 0.327

100 0.10 | 0.350 | 0.359 | 0.372 0.359 0.372

0.25 | 0.422 | 0.445 | 0.427 0.445 0.436

0.40 | 0.486 | 0.454 | 0.468 0.454 0.459
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Cizelge 7.5. p = 6, n = ny = ny = 20 iken 6l¢ek tahmin edicisine karigsma durumunda
hatal1 siniflandirma oranlari

Grup sayist | K e | MLE | MCD | MCD-A | MCD-B | MCD-C
0 |0.186 | 0.186 | 0.186 0.186 0.181

9 0.10 | 0.162 | 0.178 | 0.153 0.178 0.178
0.2510.177 | 0.177 | 0.152 0.175 0.135

) 0.40 | 0.300 | 0.250 | 0.261 0.261 0.261
0 | 0.200 | 0.200 | 0.200 0.210 0.195

100 0.10 | 0.250 | 0.200 | 0.200 0.200 0.199

0.25 |1 0.400 | 0.400 | 0.400 0.323 0.395

0.40 | 0.420 | 0.400 | 0.405 0.400 0.395

0 |0.230 | 0.240 | 0.240 0.240 0.288

9 0.10 | 0.288 | 0.321 | 0.315 0.330 0.364

0.25 | 0.400 | 0.350 | 0.392 0.356 0.356

3 0.40 | 0.440 | 0.400 | 0.400 0.390 0.390
0 |0.286 | 0.240 | 0.242 0.242 0.242

100 0.10 | 0.291 | 0.288 | 0.321 0.321 0.276

0.25 1 0.502 | 0.464 | 0.485 0.485 0.453

0.40 | 0.685 | 0.640 | 0.650 0.664 0.612

Cizelge 7.6. p = 6, n = ny = ny = 100 iken dlgek tahmin edicisine karigma durumunda
hatal1 siniflandirma oranlari

Grup sayist | K € MLE | MCD | MCD-A | MCD-B | MCD-C
0 |0.102 | 0.102 | 0.102 0.081 0.090

9 0.10 | 0.116 | 0.140 | 0.133 0.144 0.144
0.25]0.134 | 0.134 | 0.121 0.141 0.103

) 0.40 | 0.254 | 0.220 | 0.221 0.243 0.243
0 [0.185 | 0.185 | 0.175 0.175 0.175

100 0.10 | 0.154 | 0.164 | 0.164 0.164 0.162

0.25 | 0.261 | 0.258 | 0.258 0.185 0.185

0.40 | 0.220 | 0.195 | 0.218 0.218 0.218

0 [0.195|0.195 | 0.215 0.215 0.215

9 0.10 | 0.240 | 0.220 | 0.225 0.300 0.225

0.25 | 0.220 | 0.220 | 0.220 0.215 0.220

3 0.40 | 0.320 | 0.315 | 0.315 0.333 0.333
0 [0.200 | 0.220 | 0.185 0.185 0.185

100 0.10 | 0.200 | 0.215 | 0.300 0.321 0.276

0.25 | 0.200 | 0.215 | 0.244 0.200 0.215

0.40 | 0.324 | 0.320 | 0.325 0.320 0.300
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Cizelge 7.7. p = 2, n = ny = ny = 20 iken lokasyon tahmin edicisine karigsma durumunda
hatal1 siniflandirma oranlari

Grup sayist | v e | MLE | MCD | MCD-A | MCD-B | MCD-C
0 |0.081 | 0.071 | 0.080 0.073 0.073

5 0.10 | 0.140 | 0.071 | 0.077 0.070 0.070

0.25 1 0.145 | 0.071 | 0.076 0.070 0.070

) 0.40 | 0.156 | 0.065 | 0.074 0.081 0.091
0 | 0.155]| 0.068 | 0.074 0.074 0.071

10 0.10 | 0.150 | 0.068 | 0.065 0.059 0.071

0.25 | 0.145 | 0.074 | 0.067 0.064 0.064

0.40 | 0.150 | 0.072 | 0.067 0.067 0.067

0 |0.220 | 0.112 | 0.126 0.126 0.120

5 0.10 | 0.224 | 0.115 | 0.100 0.124 0.120

0.25 1 0.224 | 0.115 | 0.115 0.124 0.120

3 0.40 | 0.320 | 0.100 | 0.115 0.124 0.120
0 | 0.340 | 0.321 | 0.320 0.315 0.315

10 0.10 | 0.320 | 0.321 | 0.320 0.310 0.340

0.25 1 0.342 | 0.314 | 0.320 0.310 0.340

0.40 | 0.342 | 0.314 | 0.300 0.300 0.300

Cizelge 7.8. p = 2, n = ny = ny = 100 iken lokasyon tahmin edicisine karisma durumunda
hatal1 siniflandirma oranlar1

Grup sayist | v € MLE | MCD | MCD-A | MCD-B | MCD-C

0 |0.075]0.071 | 0.074 0.070 0.070

5 0.10 | 0.135 | 0.071 | 0.077 0.070 0.062

0.25 | 0.135 | 0.071 | 0.076 0.070 0.062

) 0.40 | 0.146 | 0.065 | 0.074 0.081 0.081
0 |0.140 | 0.068 | 0.074 0.074 0.070

10 0.10 | 0.150 | 0.068 | 0.065 0.059 0.070

0.25 | 0.142 | 0.074 | 0.067 0.064 0.062

0.40 | 0.150 | 0.072 | 0.067 0.067 0.060

0 |0215]0.112 | 0.126 0.122 0.115

5 0.10 | 0.210 | 0.110 | 0.100 0.120 0.115

0.25 | 0.210 | 0.110 | 0.115 0.120 0.115

3 0.40 | 0.315 | 0.100 | 0.115 0.120 0.100
0 |0.340 | 0.300 | 0.320 0.310 0.300

10 0.10 | 0.320 | 0.320 | 0.320 0.305 0.320

0.25 | 0.342 | 0.310 | 0.320 0.305 0.320

0.40 | 0.342 | 0.300 | 0.300 0.301 0.300
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Cizelge 7.9. p = 6, n = ny; = ny = 20 iken lokasyon tahmin edicisine karisma durumunda
hatal1 siniflandirma oranlari

Grup sayist | v e | MLE | MCD | MCD-A | MCD-B | MCD-C
0 |0.075| 0.092 | 0.074 0.072 0.071

5 0.10 | 0.135 | 0.092 | 0.079 0.072 0.071

0.25 1 0.140 | 0.100 | 0.079 0.081 0.071

) 0.40 | 0.140 | 0.102 | 0.100 0.081 0.071
0 |0.150 | 0.070 | 0.075 0.070 0.082

10 0.10 | 0.150 | 0.070 | 0.065 0.071 0.071

0.25 | 0.140 | 0.075 | 0.067 0.071 0.096

0.40 | 0.125 | 0.096 | 0.074 0.061 0.096

0 |0.220| 0.112 | 0.128 0.120 0.134

5 0.10 | 0.200 | 0.115 | 0.102 0.120 0.134

0.25 1 0.200 | 0.115 | 0.115 0.120 0.134

3 0.40 | 0.200 | 0.112 | 0.115 0.120 0.134
0 | 0.300 | 0.300 | 0.320 0.285 0.312

10 0.10 | 0.310 | 0.300 | 0.300 0.285 0.312

0.25 1 0.310 | 0.320 | 0.300 0.300 0.300

0.40 | 0.242 | 0.320 | 0.323 0.300 0.300

Cizelge 7.10. p = 6, n = n; = ny = 100 iken lokasyon tahmin edicisine karigsma
durumunda hatal1 siniflandirma oranlari

Grup sayist | v € MLE | MCD | MCD-A | MCD-B | MCD-C
0 |0.070 | 0.085 | 0.072 0.070 0.074

5 0.10 | 0.130 | 0.085 | 0.074 0.070 0.074

0.25 | 0.135 | 0.092 | 0.070 0.074 0.072

) 0.40 | 0.135 | 0.092 | 0.092 0.074 0.061
0 |0.140 | 0.065 | 0.071 0.062 0.081

10 0.10 | 0.140 | 0.065 | 0.060 0.071 0.070

0.25 | 0.130 | 0.070 | 0.062 0.074 0.092

0.40 | 0.120 | 0.090 | 0.072 0.043 0.094

0 |0.200 | 0.110 | 0.096 0.100 0.130

5 0.10 | 0.190 | 0.110 | 0.090 0.100 0.130

0.25 | 0.200 | 0.110 | 0.096 0.100 0.132

3 0.40 | 0.190 | 0.100 | 0.092 0.112 0.130
0 |0.200 | 0.285 | 0.300 0.200 0.300

10 0.10 | 0.220 | 0.240 | 0.285 0.220 0.300

0.25 | 0.220 | 0.300 | 0.285 0.200 0.280

0.40 | 0.220 | 0.300 | 0.300 0.200 0.280

7.2.2. Olcek karismas1 durumu:

Senaryo 1: degisken sayis1 ayni fakat gruplara iliskin goézlem sayilar1 farkli ise:

(Cizelge 7.3 ve Cizelge [7.4)
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1) Iki ve ii¢ gruplu ¢ok degiskenli normal dagilima ¢ = {0,0.10,0.25,0.40} oraninda
karismis veri seti icin MLE, MCD, MCD-A, MCD-B, MCD-C tahmin edicileri
kullanildiginda, klasik dogrusal diskriminant analizi sonucu gozlemlerin hatali
simiflandirma oranlari incelendiginde; degisken sayis1 sabit kalip gruplardaki gozlem sayisi
arttiginda dagilima disardan karigan gozlem ya da gozlemler olmamasi halinde; (¢ = 0)
MLE tahmin edicileri ile klasik dogrusal diskriminant analizi yapmanin hatali siniflandirma
oranlar1 bakimindan MCD, MCD-A, MCD-B, MCD-C tahmin edicilerine gore daha iyi

sonug verdigi gozlemlenmistir.

2) Ayni diizey grup ve degisken sayis1 s6z konusu iken, gruplardaki gozlem sayisi ve €
karigma orani arttiginda; MCD tahmin edicisine dayali algoritmalarin klasik MLE tahmin
edicisine gore gozlemlerin hatali siniflandirma oram1 daha diisiik sonug¢ verdigi

gozlemlenmistir.

3) Aym diizey grup ve degisken sayisi s6z konusu iken, gozlem sayisi ile birlikte x 6lgek
sisirme faktoriindeki artis; MLE, MCD, MCD-A, MCD-B, MCD-C tahmin edicilerine dayali

algoritmalar ile yapilan hatali siniflandirma oranini arttirmaktadir.

4) Ayni diizey grup, ¢, 6lgek sisirme faktorii, degisken sayis1 s6z konusu iken, gruplardaki
gbzlem birimi sayisindaki artis MLE, MCD, MCD-A, MCD-B, MCD-C tahmin edicileri i¢in

benzer sonuglar vermektedir.

Senaryo 2: degisken sayis1 farkli, fakat gruplara iliskin gézlem sayilari ayni ise:

(Cizelge [1.3 ve Cizelge [1.3)

1) Iki ve ii¢ gruplu ¢ok degiskenli normal dagilima ¢ = {0,0.10,0.25,0.40} oraninda
karismis veri seti icin MLE, MCD, MCD-A, MCD-B, MCD-C tahmin edicileri
kullanildiginda, klasik dogrusal diskriminant analizi sonucu gdzlemlerin hatali siniflanirma
oranlar1 incelendiginde; degisken sayisi artip, gruplardaki gozlem sayisi sabit kaldiginda
dagilima disardan karisan gozlem ya da gozlemler olmamasi halinde; (¢ = 0) MLE tahmin
edicileri ile klasik dogrusal diskriminant analizi yapmanin hatali siiflandirma oranlar
bakimimndan MLE, MCD, MCD-A, MCD-B, MCD-C tahmin edicileri birbirine benzer

sonuclar vermektedir.

2) Ayni diizey grup ve gruplardaki gozlem sayisi esit ise; degisken sayisti ile birlikte « dlgek
sisirme faktoriindeki artis; MLE tahmin edicilerine dayali algoritmalar ile yapilan hatali
siniflandirma oranimmi , MCD, MCD-A, MCD-B, MCD-C tahmnin edicilerine gore daha

fazla arttirmaktadir.
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3) Gruplardaki karisma orani arttik¢a; karigsma oranindan en olumsuz etklinen MLE tahmin

edicisine dayal1 algoritme sonucu elde edilen siniflandirma oranlar1 olmaktadir.

Senaryo 3: gruplardaki degisken sayisi sabit ve gdzlem sayisi biitiin gruplar i¢in ayn1 fakat

grup sayilari farkli ise: (Cizelge [7.3)

1) Gruplardaki gozlem sayis1 ayn1 ve grup degiskeni sabit ise x Ol¢ek sisirme faktorii ve
grup sayisindaki artig; MLE ve MCD temelli tahmin edicilerle yapilan hatali siniflandirma

oranlarini birbirine benzer kilmaktadir.

2) Gruplardaki karigma orani arttik¢a; MLE tahmin edicileri MCD temelli tahmin edicilere

gore siniflandirma oranlar1 bakimindan daha olumsuz etkilenmektedir.

7.2.3. Lokasyon karismasi durumu:

Senaryo 1: degisken sayis1 aymi fakat gruplara iliskin gézlem sayilar1 farkli ise : (Cizelge [7.7
ve Cizelge 7.§)

1) iki ve ii¢ gruplu ¢ok degiskenli normal dagilima ¢ = {0,0.10,0.25,0.40} oraninda
karismis veri seti icin MLE, MCD, MCD-A, MCD-B, MCD-C tahmin edicileri
kullanildiginda, klasik dogrusal diskriminant analizi sonucu gdzlemlerin hatali siniflanirma
oranlar1 incelendiginde; degisken sayis1 ayni kalip, gruplardaki gozlem sayisi arttiginda
dagilima disardan karisam gozlem ya da gbzlemler olmamasi halinde; (¢ = 0) MCD temelli
tahmin ediciler ile klasik dogrusal diskriminant analizi yapmanin hatali simiflandirma

oranlar1 bakimindan MLE tahmin edicisine gore benzer sonuglar verdigi gozlemlenmistir.

2) Ayni diizey grup ve degisken sayisi so6z konusu iken; gruplardaki gozlem sayisi ve e
karisma orani arttiginda; MCD tahmin edicisine dayali algoritmalarin klasik MLE tahmin
edicisine gore ¢ok daha iyi sonug¢ verdigi, yani hatali siniflandirma oranlarinin oldukga

diistik oldugu gézlemlenmistir.

3) Ayni diizey grup ve degisken sayisi s6z konusu iken, gézlem sayisi ile birlikte » konum
sisirme faktoriindeki artis; MCD temelli tahmin edicilerle klasik dogrusal diskriminant
analizi yapmanin hatali stniflandirma oranlar1 bakimindan, MLE tahmin edicisine gore daha

1yi sonuglar verdigi gézlemlenmistir.

Senaryo 2: degisken sayisi1 farkli fakat gruplara iliskin gézlem sayilar1 ayni ise:

(Cizelge [1.7 ve Cizelge [1.9)
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1) Iki ve ii¢ gruplu ¢ok degiskenli normal dagilima ¢ = {0,0.10,0.25,0.40} oraninda
karismis veri seti icin MLE, MCD, MCD-A, MCD-B, MCD-C tahmin edicileri
kullanildiginda, klasik dogrusal diskriminant analizi sonucu gézlemlerin hatali siniflanirma
oranlar incelendiginde; degisken sayis1 artip, gruplardaki gézlem sayisi sabit kaldiginda
dagilima disardan karisan gozlem ya da gozlemler olmamasi halinde; (¢ = 0) MCD temelli
tahmin ediciler ile klasik dogrusal diskriminant analizi yapmanin hatali siniflandirma

oranlar1 bakimindan MLE tahmin edicisine gore daha iyi sonuglar verdigi gozlemlenmistir.

2) Aynmi diizey grup ve gruplardaki gozlem sayisi esit ise; degisken sayisi ile birlikte v
lokasyon sisirme faktoriindeki artis; MLE tahmin edicilerine dayali algoritmalar ile yapilan
hatali siniflandirma oranini, MCD, MCD-A, MCD-B, MCD-C tahmnin edicilerine gore ¢ok
daha hizli arttirmaktadir.

3) Gruplardaki karisma orani arttik¢a, karisma oranindan en olumsuz etklinen MLE tahmin

edicisine dayali algoritma sonucu elde edilen siniflandirma oranlar1 olmaktadir.

Durum 3: gruplardaki degisken sayisi sabit ve gbzlem sayis1 biitiin gruplar i¢in aymi fakat

grup sayilar farkl ise: (Cizelge [7.7)

1) Gruplardaki gézlem sayis1 ayni ve grup degiskeni sabit ise v lokasyon sisirme faktorii ve
grup sayisindaki artig; MCD temelli tahmin edicilerle yapilan klasik dogrusal diskriminant
analizinde hatali1 siniflandirma oranlarinin MLE tahmin edicilerine gére daha diisiik ¢iktigini

gostermistir.

2) Gruplardaki karigsma orani arttikca; karisma oranindan MLE tahmin edicileri MCD temelli

tahmin edicilere gore ¢ok daha olumsuz etkilenmektedir.

Asagida yer alan grafiklerde MLE, MCD, MCD-A, MCD-B MCD-C tahmin edicileri
kullanilarak, ¢ok degiskenli normal dagilama sahip dagilimlarda, dagilimin lokasyon ve
Olcek parametresine karisma durumunda klasik dogrusal diskriminant analizi i¢in elde
edilmis hatali siniflandirma oranlar1 Es.7.20 i¢in farkli lineer fonksyioneller, ¢, v, k, p ve n

icin ayr1 ayr1 gosterilmistir.
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Sekil 7.3. Iki gruplu veride p = 2, n = n; = ny = 20 iken dlgek tahmin edicisine karisma
durumunda hatali siniflandirma oranlar1
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Sekil 7.4. Ug gruplu veride p = 2, n = n; = ny = 20 iken 6lgek tahmin edicisine karisma
durumunda hatali siniflandirma oranlari
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Sekil 7.5. Iki gruplu veride p = 2, n = n; = ny = 100 iken 6lgek tahmin edicisine karisma
durumunda hatali siniflandirma oranlari
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Sekil 7.6. Ug gruplu veride p = 2, n = n; = ny = 100 iken 6l¢ek tahmin edicisine karisma
durumunda hatali siniflandirma oranlar1
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Sekil 7.7. Iki gruplu veride p = 6, n = n; = ny = 20 iken dlgek tahmin edicisine karisma
durumunda hatali siniflandirma oranlar1
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Sekil 7.8. Ug gruplu veride p = 6, n = n; = ny = 20 iken dlgek tahmin edicisine karisma
durumunda hatali siniflandirma oranlari
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Sekil 7.9. Iki gruplu veride p = 6, n = n; = ny = 100 iken 6lgek tahmin edicisine karisma
durumunda hatali siniflandirma oranlar
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Sekil 7.10. Ug gruplu veride p = 6, n = n; = no = 100 iken dl¢ek tahmin edicisine
karisma durumunda hatal1 siniflandirma oranlar1
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Sekil 7.11. Iki gruplu veride p = 2, n = n; = ny = 20 iken lokasyon tahmin edicisine

karisma durumunda hatal1 siniflandirma oranlari
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Sekil 7.12. Ug gruplu veride p = 2, n = n; = ny = 20 iken lokasyon tahmin edicisine
karisma durumunda hatal1 siniflandirma oranlar1
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Sekil 7.13. iki gruplu veride p = 2, n = n; = ny = 100 iken lokasyon tahmin edicisine
karisma durumunda hatal1 siniflandirma oranlar1
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Sekil 7.14. Ug gruplu veride p = 2, n = n; = ny = 100 iken lokasyon tahmin edicisine
karisma durumunda hatal1 siniflandirma oranlar1
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Sekil 7.15. iki gruplu veride p = 6, n = n; = ny = 20 iken lokasyon tahmin edicisine
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Sekil 7.16. Ug gruplu veride p = 6, n = n; = ny = 20 iken lokasyon tahmin edicisine
karisma durumunda hatal1 siniflandirma oranlar1
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Sekil 7.17. Iki gruplu veride p = 6, n = n; = ny = 100 iken lokasyon tahmin edicisine
karisma durumunda hatal1 siniflandirma oranlar1
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Sekil 7.18. Ug gruplu veride p = 6, n = n; = ny = 100 iken lokasyon tahmin edicisine
karisma durumunda hatali siniflandirma oranlari
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8. SONUC VE ONERILER

Bu ¢alismada, aykir1 gézlem ya da baska dagilimdan karismis gézlemin olmasi durumunda
klasik dogrusal diskriminant analizi i¢in MLE ve saglamlik vasfina sahip ¢esitli MCD
metotlart ve bu metotlarin gozlem birimlerinin hatali siniflandirma oranlar1 incelenmeye
calisiimistir. Ozellikle, aykir1 gézlem ya da baska dagilimdan karismis gozlemler oldugu
zaman klasik dogrusal diskriminant analizinin nasil etkilendigi, go6zlemlerin hatali
simiflandirma oranlarinin gergekte olmast beklenen durumdan oldukga farklilik gosterdigi
ve boyle durumlarda saglam istatistiklerle ¢calismanin, MLE tahmin edicilerine gore daha
dogru sonuglar verdigi gosterilmeye calisiimistir ve asagida bu durumlara iligkin sonuglara

yer verilmistir.

Uygulama verisi olarak secilen veri setlerinden, tek gruplu HBK veri setinde dikkate alinan
3 degisken icin klasik tahmin edicilerle Mahalanobis uzaklik 6lgiileri uygulandiginda
gbzlemlerin yaklagik olarak %2.67’si (2/75 =0.0267) aykir1 gézlem olarak tespit edilirken;
saglam uzaklik Olciilert uygulandiginda gozlemlerin yaklasik olarak 9%18.67’s1
(14/75 =0.1867) aykir1 gézlem olarak tespit edilmistir. HBK verisi, kendi i¢inde aykiri
gozlem barindiran bir veri seti olarak hazirlanmistir ( Hawkins ve digerleri, 1984). Klasik
tahmin ediciler bu aykir1 gozlemleri tespit etmede olduk¢a basarisiz iken, saglam tahmin

ediciler aykir1 gozlemleri tespit etmede daha basarili olmaktadirlar.

Alcohol veri seti 6 degisken ve 3 grup igermektedir. Klasik, MCD ve MCD-A metodu ile
elde edilen siniflandirma tablolar: farkli olmasina ragmen gozlemlerin hatali siniflandirilma
oranlar1 ayn1 ¢ikmistir. Ote yandan MCD-B ve MCD-C gerek smiflandirma tablolar
gerekse de gozlemlerin hatali siniflandirilma oranlari bakimindan daha giivenilir sonuglar

vermektedir.

Bu calisama kapsaminda ele alinan MLE, MCD, MCD-A, MCD-B ve MCD-C tahmin
edicileri ile farkli karigma orani, gdzlem sayisi, degisken sayisi ve grup sayist baz alinarak
cok degiskenli normal dagilima sahip veri setleri lizerinde yapilan diskriminant analizi igin
yapilan simiilasyonlarda karigma oram arttikca, saglamlik 6zelligine sahip MCD’ye dayali
tahmin edicilerin, klasik MLE’ne gore gozlem birimlerinin hatali siiflandirma oranlari
bakimindan daha iyi sonuclar verdigi gozlemlenmistir. Dagilim yapisina disardan bir
gozlem ya da gozlem grubunun karigsmadigi durumda klasik MLE tahmin edicileri en iyi

sonucu vermektedir.
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