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ONSOZ

Literatiir taramas1 agirlikli olarak ve konuyla ilgili daha onceden yapilmis
olan arastirmalarin incelenmesi, derlenmesi ve siniflandirilmasit bi¢iminde
gerceklestirilen bu tez caligmasinda, degerli Oneri ve yonlendirmeleri i¢in tez
danigmanim Sn. Yrd.Dog¢.Dr. Ser¢cin KARATAS’a; Kendisinden almis oldugum
derslerde sayesinde kazandigim alan bilgisinden dolayr daha once tesekkiir etme
firsat1 bulamadigim, ayn1 zamanda tezimin kapsam ve bigimsel a¢idan diizenlenmesi
konusunda verdigi degerli tavsiyeleri nedeniyle Sn. Prof.Dr. Halil ibrahim YALIN’a
ve son olarak tezimin nihai seklini almasinda sagladigi katkilarindan dolay1 esim

Sn.Yrd.Dog.Dr. Tolga GUYER e igtenlikle tesekkiir ederim.

Sevgi GUYER
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OZET

HIPERORTAM VE GEZINMENIN YAPISAL ANALIZINDE KULLANILAN
KAVRAMLAR, OLCULER VE METRIKLER

Giyer, Sevgi
Yiiksek Lisans, Bilgisayar ve Ogretim Teknolojileri Egitimi Anabilim Dali
Tez Danismani: Yrd.Dog¢.Dr. Sercin Karatag
Ocak — 2008

Bu calismada, sonlu matematik disiplini igersinde yer alan graf teorisi
temelinde hiperortam ve gezinmenin matematiksel modellemesi gerceklestirilmis, bu
model lizerinde 6gretim amacli hiperortamlarin ve gezinmenin yapisal analizinde

kullanilacak kavram, 6l¢li ve metrikler tanimlanmaistir.
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ABSTRACT

CONCEPTS, MEASURES AND METRICS WHICH ARE USED FOR THE
STRUCTURAL ANALYSIS OF THE HYPERMEDIA AND NAVIGATION

Giyer, Sevgi
Yiiksek Lisans, Bilgisayar ve Ogretim Teknolojileri Egitimi Anabilim Dali
Tez Danismani: Yrd.Dog¢.Dr. Sercin Karatag
Ocak — 2008

In this study, mathematical modelling of the hypermedia and navigation
based on the graph theory included in the finite mathematics discipline, is realized.
On this model, concepts, measures and metrics which are used for the structural

analysis of the instructional hypermedia and navigation are defined.
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BOLUM 1

GIRIS

Ulkelerin giinden giine artan niifuslar1 ve buna paralel olarak egitim verilmesi
gereken insan sayilarinin da biiyiik bir hizla ¢ogalmasi, beraberinde, egitimin daha
biiylik kalabaliklara, daha hizli, daha verimli ve daha kaliteli bir sekilde
verilebilmesini kolaylagtiracak olan 0gretim teknolojilerine ilgiyi de artirmustir.
Kuskusuz ki ogretim teknolojisine hizmet eden en Onemli araglardan birisi de
bilgisayardir. Bunda, bilgisayarlarin genel amacli makineler olmalarinin ve yazilim
destegi ile istenilen her tiirlii bicime “biiriinebilme” yeteneklerinin pay1 bilyiiktiir.
Oyle ki bir bilgisayar, soru soran, sinav yapan, bir konuyu greten ve dgrencinin
tepkilerine geri doniit verebilen bir 0gretmen olabilir. Biitiin bunlar yapilirken,
gercek bir 0gretmenin gdézetimine gereksinim duyulabilir ya da 6grenci tamamen

bilgisayar ile bas basa kalabilir.

Bilim ve teknolojinin tarihsel gelisimi g6z Oniine alindiginda, ortaya
cikmalar1 ve gelisme siirecleri ¢ok da uzun bir zaman dilimini kapsamayan
bilgisayarlarin, baslangicta sadece fen ve miihendislik alanlarindaki hesaplamalarda
kullanilmalarinin  en 6nemli sebeplerinden birisi de, herkes tarafindan
kullanilamayacak diizeyde karmasik arayiizlere ve donanimlara sahip olmalartydi.
Ancak gilinlimiizde kaydettikleri ilerlemeler, bilgisayarlar1 c¢ok genis Kkitleler
tarafindan kullanilabilir “kullanici-dostu” makineler haline getirmistir. Bunun yani
sira, internet ve web teknolojilerindeki yeni ve goz alict gelismeler de bilgisayarlarin,
ozellikle toplumun yetiskin olmayan bireyleri i¢in ilgi odagi olmasini saglamistir. Bu
bireyler egitimin en biiyiik tiiketici kesimini olusturduklarindan, kullanma konusunda
sahip olduklar1 bu egilimlerinden yararlanmak siiphesiz ki egitimciler i¢in bulunmaz

bir firsat olacaktir.



Bu baglamda, tez calismasi bes ana boliimden olusmaktadir. Birinci boliim
giristir. Bu boliimde sirastyla problem durumu, ele alinan ana problemi ifade eden
problem cilimlesi ve problemin ¢oziim adimlarini gosteren alt problemler, problemin
¢Oziimii icin gergeklestirilmeleri gereken amagclar, arastirmanin Onemi ve tezin

genelinde kullanilan kavramlarin tanimlar1 verilmistir.

Ikinci boliim, hiperortamm ve gezinmenin modellenmesine esas olan graf
teorisi hakkinda verilecek temel bilgilere ayrilmigtir. Bu boliimde verilen tanimlar,
algoritmalar ve teoremler, olduk¢a genis bir uygulama alanina sahip olan graflarin,
hiperortama ve gezinmeye uygulanabilecek ozellikleri géz 6niinde bulundurularak
secilmigtir. BoOlim kapsaminda verilen Orneklerin bir kismi, Balakrishnan ve
Ranganathan (1999), Balakrishnan (1997), Buckley ve Lewinter (2003), Chartrand
ve Lesniak (2004) ve Diestel (2000) kaynaklarindan alinmistir. Tez kapsaminda graf
teorisi arastirmanin amacina ulagmak i¢in ara¢ olarak degerlendirildiginden, bu
boliimde teoremlerin ispatlarina yer verilmemistir. Bu teoremler genel teoriye ait

olup, ispatlarina yukarida verilen kaynaklardan ulasilabilir.

Ugiincii  boliimde, graf teorisi temelinde hiperortamin ve hiperortamda
gezinmenin modellenmesi sonucu elde edilen yeni kavram ve tanimlar verilmistir.
Bu boliimde ayrica, gezinmenin ilgili literatiirde yer alan ¢esitli siniflandirmalarina
yer verilmistir. Bununla birlikte, graf teorisi temelinde gergeklestirilen modele uygun

olarak yapilan farkli siniflandirmalar da bu boliim kapsaminda ele alinmistir.

Dérdiincii boliimde, hiperortamin ve hiperortamda gezinmenin yapisal olarak
analiz edilmesinde kullanilacak 06l¢li ve metriklerin tanimlarina ve kullanim

orneklerine yer verilmistir.



Son boliim olan besinci boliim ise, sonuglar ve konuyla ilgili olarak ileride
gergeklestirilecek calismalar igin yapilan kuramsal ve uygulamaya yonelik onerilere

ayrilmigtir.

1.1. Problem

Bu boliimde, problem ciimlesi ifade edilmeden oOnce, problemin odagin
olusturan ilgili ¢aligmalarin ve bu arastirmanin gerceklestirilmesi i¢in gereken

motivasyonun kaynaginin agiklandigi problem durumu irdelemistir.

1.1.1. Problem Durumu

Uzaktan egitim alaninin da énemli bir ayagini olusturan web teknolojilerine
dayali Ogrenme ortamlari, genellikle ogrencinin karsisina hiperortam olarak
cikmaktadir. Boyle bir ortamda, 6grenciyle bilgisayar arasinda, 6gretim teknolojisi
uzmani tarafindan anlik olarak ya da dnceden tanimlanmig kurallarla yonlendirilen
bir etkilesimin gerceklesmesi kacinilmaz olacaktir. Diger yandan, 6grenen birey,
ardinda ne kadar yiiksek bir teknolojisi bulunursa bulunsun, hazirlanan bu 6zel
O0grenme aracinin bir bakima “vitrini” konumunda olan web ortaminin, onun
O0grenmesini en Yyiiksek seviyeye getirecek sadelikte ve uygunlukta olmasini
bekleyecektir. Bu da, tasarim ilkelerinin bdyle bir siirecin planlanmasindaki 6nemini
vurgulamaktadir. Ayrica, 6grenme ortamlarinin, 6zellikle de web temelli olanlarin,
bireysel farkliliklar ve gezinme stratejileri gibi degiskenlerle iliskilerini inceleyen

pek cok arastirma da ilgili alanyazida yer almaktadir.

Ogretim materyali hazirlayan dgretim teknolojisi uzmanlarmimn en onemli
problemlerinden birisi de, hazirladiklart materyalin gercekten de “ise yarar” olup
olmadig1 konusunda kesin bir yargiya varmakta yasadiklar1 zorluktur. Bu endiseleri

gidermenin en kolay ve giivenilir yontemlerinden birisi de, materyalin birinci



dereceden kullanicilart olan 6grenciler iizerinde denenmesidir. Bu siire¢, cogunlukla
bir kontrol grubu esliginde gerceklestirilir ve yapilan on-test ve son-test sonuglarina
gore elde edilen bulgular yorumlanir. Bu yorumlamalar, evren ve segilen 6rneklemin
durumuna gore, materyalin basarisi konusunda 6nemli ipuglart verebilir, ancak s6z
konusu materyal, hiperortam yapisinda ise, Ogrencilerin materyali kullanarak
edindikleri bagsarim degisikligi ya da bu basarinin kaliciligi kadar 6nemli olan bir

konu daha vardir ki o da 6grencinin materyalin kullanimi siirecindeki davraniglaridir.

“Davranis” ile anlatilmak istenen, genellikle yapilandirilmis ya da
yapilandirilmamig bir 6grenme ¢evresi sunan hiperortamlardan olusan bir ortamda,
Ogrencinin gezinirken sergiledigi dikkat noktalari, sectigi gezinme stratejileri,
sayfalardaki kalma siireleri ya da ortamda gdsterdigi kaybolma egilimleri (Conklin,
1987) gibi, egitimsel acidan dikkate alinmasi gereken her tiirlii hareketi olabilir. Her
ne kadar glinlimiizde kullanilan popiiler internet tarayicilarinda ziyaret edilen
sayfalar1 gegici olarak kaydedip bu baglantilar1 farkli renkte gostermek gibi
“gezinme modellemesi” benzeri baz1 Ozellikler bulunsa da (Park ve Kim, 2000;
Nielsen, 2005), bunlar 6grencinin gezinmesi tlizerine detayli bir analiz
gerceklestirilebilmesini olanakli kilacak kadar giiclii araglar degildir. Hatta ayni
bilgisayar1 bir baska kullanici kullandiginda, eger ayn1 kullanici ad1 ile giris yaptiysa,
baglantinin rengi degismis olacaktir. Bu nedenle bazi uzmanlar, baglanti renginin
degismesine izin verilmemesi gerektigini savunurlar. Sonug¢ olarak, ortamin ve bu
ortamda gezinen Ogrencinin bahsedilen hareketlerinin saglikli bir sekilde
Olgiilebilmesi ve degerlendirilebilmesi igin, Oncelikle bir modelleme yapilmasi

kaginilmaz olacaktir.

Onceleri bilgisayar aglarinin analiz edilmesinde kullanilan teorik modellerin
basinda gelen ve son yillarda olduk¢a gelisen ve uygulama alanlar1 yayginlagsan graf
teorisinin, hiperortamlar ve bu ortamlarda gezinme i¢in de oldukca uygun bir model
oldugu sdylenebilir. Graf teorisi temel alinarak modellenmis bir ortamda gezinen bir

Ogrencinin, daha once bahsedilen biitiin davraniglari matematiksel olarak ol¢iilebilir



birer biiyiikliik olarak elde edilebilir ki, bu veriler, bu konuda ¢alisan bir egitimci i¢in

cok onemli bir analiz ortami saglayacaklardir.

Konuyla ilgili olarak yakin bir ge¢miste baslayan calismalar, genellikle
gezinmenin modellenmesi ve gezinme ile ortam modelleri arasindaki iligkiler tizerine
yogunlagmistir. Diger bir deyisle ele alinan konular genellikle, kullanicinin
hiperortamla girdigi etkilesim ekseninde sekillenmistir. Web ortaminin yonli
graflarla gosterilmesi ve bu model {izerinden ¢esitli analizlerin yapilmasi fikri daha
cok 80’li yillarin sonlarinda tartisilmaya baslanmistir. Bu konuda o6nde gelen
isimlerden birisi de, Hypertext kongrelerinde sundugu bildirilerle dikkatleri {izerine
¢eken ve onemli tartismalar baslatan H.Van Dyke Parunak’tir. Parunak, Hypertext'89
kongresinde sundugu bildirisinde (Parunak, 1989), hiperortam topolojilerini graf
teorisi temeline dayanan bir model {izerinde smiflandirmis, bu topolojilerle
kullanicilarin gezinme stratejilerinin karsilagtirmali bir incelemesini yapmigtir. 1991
yilinda ayni kongrede Parunak, hiperortam i¢in graf temelli modele alternatif olarak
gelistirdigi kiime temelli modeli 6nermistir (Parunak, 1991). Parunak’a gore kiime-
temelli bir model, siniflandirmaya ve kullanicinin hiperortamla girdigi etkilesimin

analiz edilmesine daha uygun bir ortam sunmaktadir.

Hiperortamin graf modeli ve bu model iizerinde bir kullanicinin gezinmesinin
Olciilmesinde kullanilabilecek cesitli formiillerin gelistirilmesi ya da dogrudan graf
teorisinden aktarilmasi1 fikri ilk olarak Botafogo ve arkadaslari tarafindan One
stiriilmiistiir (Botafogo vd., 1992). Botafogo tarafindan kullanisli metrikler olarak
adlandirilan bu Olgiiler, bir hiperortamin ya da gezinmenin dogrusallik ya da
baglantililik gibi agilardan 6lgiilmesi i¢in Onerilmislerdir. Bu ve benzer yaklasimlar,
daha sonra ¢esitli arastirmacilar tarafindan gergeklestirilen calismalarla
gelistirilmistir (Pirolli vd., 1996; Kleinberg, 1999; Anderson vd., 2001; McEneaney,
2001; Claypool vd., 2001).



Graf teorisinde yer alan “agirlikli yonlii graf” kavraminin hiperortamla
iligkilendirildigi 6nemli bir calisma ise Heer ve Chi tarafindan gerceklestirilmistir
(Heer ve Chi, 2002). Bu ¢alismalarinda Heer ve Chi, her baglantiya bir agirlik degeri
atamak suretiyle, sayfalar arasindaki iliskileri gostermislerdir. Ayni ¢aligmalarinda,

agirlik tiirlerini de asagidaki sekilde siniflandirmislardir:

Diizgiin agirlik degeri: Her baglantinin agirlik degeri esittir.

Icerik-temelli agirlik degeri: Her baglanti, baglantinin kaynak ve hedef
sayfasinda yer alan metinlerin “metinsel benzerlik” degerine bagl olarak bir agirlik

degeri alir.

Gegis-frekansi agirlik degeri: Her baglanti, kullanicinin o baglantiy1 izleme
olasiligina bagl olarak bir agirlik degeri alir. Bu olasilik degeri, bir kullanicinin
coklu oturumlarindan ya da genel olarak biitiin kullanicilarin oturumlarindan elde

edilen bireysel tercih verileri tarafindan belirlenir (Smyth ve Cotter, 2002).

Bakis siiresi agirlik degeri: Her baglantiya, kullanicinin kaynak sayfada

kalma siiresine gore bir agirlik degeri atanir.

Bu konuda yapilan ve alana kayda deger bir katki saglayan diger bir caligma,
Herder tarafindan 2006 yilinda yazilmis olan doktora tezidir (Herder, 2006). Herder
tez calismasini, 2002 yilindan baslayarak yaptigi aragtirmalarmi derleyerek
sonu¢landirmigtir (Herder, 2002; Herder 2003a; Herder, 2003b; Herder, 2003c).
Yaptig1 bu arastirmalarda Herder, ¢alismalarin1 daha once yapilanlardan farkli kilan
bazi 6nemli konular1 vurgulamistir. Bunlardan baslicasi, daha 6nceki ¢alismalarin
biiylik bir kisminda karigtirilan “metrik” ve “6l¢ii” kavramlarini dogru ve yerinde
kullanmas1 olmustur. Herder’in dikkati ¢eken diger bir vurgusu da, site ve site
tizerinde gezinme modellerinin, bu modeller iizerinde gelistirilen kavramlara baglh
olarak ayr1 ayr1 ele alinabilecegi gibi, gezinmenin gerceklestigi siteye bagh
Olctimlerin yapildig1 durumlarda, siteye ait degerlerinde g6z oniinde bulundurulmasi
gerekliligidir (Bkz. Sekil 1). Buna paralel olarak Brendt ve Brenstein ise web

gezinmesinde bireysel farkliliklar1 gorsellestirdikleri caligmalarinda (Brendt ve



Brenstein, 2001), web sitesi ile gezinmenin birbirlerinden bagimsiz olarak
degerlendirilmelerinin yanlis olacagini1 ifade etmisler, buna gerekce olarak da

gezinmenin site tarafindan “cevrelenmis” bir kavram oldugunu gostermislerdir.

*Boyut

. +Merkezcillik
Hi pero rtam *Yogunluk

*Vb.

*Gezinme desenleri
+Sayfada kalma streleri
+Dogrusalhk

*Vb.

Sekil 1: Herder (2006)’e gore hiperortam ve gezinme ayrimi

Genel anlamda bir web sitesinin “gdrsellestirilmesi”, yani iizerinde daha
kapsamli analizlerin gergeklestirilebilmesi ve graf teorisi gibi hiperortam yapisina
fazlastyla uygun bir teori kullanilarak gorsel olarak modellenmesi, bir¢ok arastirmaci
tarafindan 90’11 yillarin basindan itibaren basli basina bir problem olarak ele
alimmustir. Bu konuda baslangi¢ olarak kabul edilebilecek ¢alismalardan en énemlisi,
1994 yilinda Pitkow ve Bharat tarafindan gelistirilen bir gorsellestirme araci olan
WebViz’dir (Pitkow ve Bharat, 1994). Bu arag, her ne kadar web sitesini klasik dizin
yapisina doniistiiren basit bir uygulama olsa da, daha sonra gelistirilen benzer islevli
cesitli araglar icin onemli bir ilham kaynagi olmustur. Brendt ve Bernstein’in 2001
yilinda yaptiklar1 arastirmanin bir iiriinii olan STRADYN projesi, graf teorisindeki
“geren agag¢” (spanning tree) sistemi lizerine kurulmustur ve kullanicilarin bireysel
farkliliklar1 ile gezinmeleri arasindaki iligkilerin incelenmesinde kullanilmigtir

(Brendt ve Brenstein, 2001).

Hiperortam ve hiperortamda gezinmenin gorsellestirmesi ya da yapisal olarak
analiz edilmesi dogrultusunda gergeklestirilen ¢calismalar bu sekilde 6zetlenebilir. Bu

arastirmalar 15181nda ele alinan problem ciimlesi, izleyen boliimde verilmistir.



1.1.2. Problem Ciimlesi

Hiperortam ve hiperortamda gezinmenin yapisal analizinde kullanilan
kavram, Ol¢li ve metrikler nelerdir ve 6gretim teknolojileri boyutunda kullanim

alanlar1 nelerdir?

1.2. Amag

Gergeklestirilecek tez ¢alismasinda amac, web-temelli 6gretimde, hiperortam
ve hiperortamda gezinmenin yapisal analizinde kullanilan ¢esitli kavramlar, olgiiler
ve metrikleri ele alarak, bunlarin kullanilabilirlik agisindan degerlendirilmelerini

gerceklestirmektir.

1.2.1. Alt Amagclar

1. Graf nedir? Graflarin tiirleri ve 6zellikleri nelerdir?

2. Graf teorisinde yer alan temel teoremler ve algoritmalar nelerdir ve farkl
modellere nasil uygulanabilirler?

3. Graf teorisi hiperortamin modellenmesinde nasil kullanilabilir?

4. Graf teorisi hiperortamda gezinmenin modellenmesinde nasil kullanilabilir?

5. Hiperortamin degerlendirilmesinde kullanilabilecek kavram, olgli ve
metrikler nelerdir?

6. Hiperortamda gezinmenin degerlendirilmesinde kullanilabilecek kavram,

Olcii ve metrikler nelerdir?

Bu baglamda, hiperortam yapisinda hazirlanmis bir 6grenme ortaminin ve bu

ortamda gezinen bir Ogrencinin davranislarinin modellenmesi i¢in kullanilan



matematiksel teori ele alinacaktir. Bu gezinme, verilen bir gorevi yerine getirmek
icin ya da dogrudan “68renme” amaciyla olabilmektedir. Daha Once yapilan
arastirmalarda ¢ok ¢esitli sekillerde sembolize edilen bu model, bu gosterimlerden en
uygun olanlar1 segilerek ve bazi 6zgiin kavramlarin da eklenmesiyle yeniden insa
edilecektir. Bu model iizerinde, 6gretim teknolojileri alaninda yapilan arastirmalarda
elde edilen ham verilerin analizlerinde kullanilabilecek cesitli kavram, metrik ve
Olciiler degerlendirilecek ve bu araglarin ileride yapilacak ¢alismalara ne dlgiide 151k

tutabilecegi tartisilacaktir.

Ilgili alanyazida konuyla ilgili ¢ok az Tiirkge kaynak bulundugundan,
ozellikle yurtdisinda yapilan miimkiin oldugunca ¢alismaya ulasilarak, bunlardan

elde edilecek net bilgiler derlenecektir.

1.3. Arastirmanin Onemi

Ogretim teknolojileri alaninda gerceklestirilen deneysel arastirmalar, 6zellikle
de lisansiistii tez ¢alismalar1 incelendiginde, bunlarin 6nemli bir kisminin web temelli
O0grenme sistemlerine dayandigi goriilmektedir. Bu calismalarin ¢ogunlugunda,
O0grenme sistemlerin niteliklerini belirleyecek yapisal analizlerinin goz ardi edildigi
gozlemlenmistir. Sistemin yapisi ile 6grenen bireylerin “0grenme stratejileri” ya da
“bireysel farkliliklar1” gibi degiskenlerin birbirleri ile iliskilerinin incelenmesi gibi
yeni sayilabilecek arastirmalarin popiilaritelerinin, yurtdist ve yurti¢i kaynaklarda
giderek arttig1 goriilmektedir. Bunun bir sonucu olarak, yurt disinda 6grenme ortami
olarak gelistirilen uyarlanabilir hiperortamlarin sayisi giinden giine artmaktadir. Buna
karsin, lilkemizde heniiz bu konularda yeterince ¢aligma yapilmadigindan, Tiirkce

kaynak bulmak neredeyse imkansizdir.

Ogrenme sistemlerinin analizleri kadar onemli olan bir diger konu da,

gezinmenin  modellenmesidir. Temel olarak, hiperortam ve gezinmenin
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modellenmesi birbirlerinden ¢ok farkli degildir. Ancak hiperortamin analizinde
kullanilan 6l¢ili ve metriklerin, gezinme iizerinde kullanildiklar1 zaman, anlamlar1 ve
yorumlar farkl olabilir. Bazi1 kaynaklarda, bu 6l¢ii ve metriklerin ele alinan konulara
0zgii olarak siniflandirmalart yapilmistir, ancak genel anlamda genis bir siniflamaya
rastlanmamistir. Ayrica graf teorisinde yer alan ve Ozellikle bilgisayar aglarinin
analizinde yogun olarak kullanilan “agirlikli yonlii graf” kavraminin, hiperortam ve
gezinme modellerinde kullanilmalart ile ilgili ¢ok fazla aragtirma yapilmadigi
gbzlenmigtir. Bu yonleri ile bu aragtirma, alana 6zgiin ve farkli bir yaklagim

getirmesi agisindan énemlidir.

1.4. Tamimlar

Bu boliimde, tezin genelinde kullanilan ¢esitli kavramlarin tanimlar
verilmigtir. Graf teorisi ve hiperortamlarin modellenmesi gibi konular, ayr1 birer
boliim olarak ele alindiklarindan, bu konularla ilgili 6zel tanimlara ilgili béliimlerde

yer verilmigtir.

E-ogrenme (E-learning): Web-temelli 6grenme, bilgisayar-temelli 6grenme, sanal
smiflar ve dijital isbirligi gibi ¢ok sayida uygulama ve siireglere karsilik gelen,
internet, intranet-extranet (LAN/WAN), ses ve videokaset, uydu yayini, etkilesimli

TV ve CD-ROM yoluyla igerigin sunulmasini saglayan 6grenme tiirtidiir.

Web-Temelli Ogretim (Web-Based Instruction): Internet, 6zel bir intranet (i¢ ag) ya
da extranet (dis ag) yoluyla egitimsel bir igcerigin 6grenciye sunulmasidir. Web-
temelli 6gretim, referanslar, e-posta, mesaj panolar1 ve tartisma gruplar1 gibi diger

ogrenme kaynaklarina siklikla baglantilar saglar.
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Hipermetin (Hypertext): Baska metinlere baglantilar i¢eren, dolayisiyla da dogrusal
olmayan bir yapida okuma olanagi sunan metin tiirline verilen isimdir. Bu terim ilk

defa 1965 yilinda Ted Nelson tarafindan kullanilmistir.

Hiperortam (Hypermedia): Metnin yan sira, resim, video, ses gibi ¢oklu ortam
bilesenlerinin de metin igersinde kullanilabildigi ve bunlara baglantilarin

tanimlanabildigi gelismis bir hipermetin tiirtidiir (Bkz. Sekil 2).

Sekil 2: Hiperortam, hipermetin ve metin kavramlar1 arasindaki iligki

Matematiksel Modelleme : En basit anlatimiyla matematiksel modelleme, herhangi
bir bilimsel disiplinde yer alan kavram ya da kavramlarin, matematiksel normlara
uygun  olarak  yeniden tanimlanmalar1  seklinde  tamimlanabilir.  Bu
gerceklestirildiginde, mevcut olanlarin iizerine ayni kesinlikte ve dogrulukta yeni
kavramlarin eklenmesi miimkiin hale gelir. Ayrica konuyla ilgili olarak gelistirilecek
bilgisayar programlarina temel olusturacak algoritmalarin yazilmasi ve hepsinden
Onemlisi, bu algoritmalarin dogru sonuclar irettikleri matematiksel olarak

kanitlanabilirler.
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Matematiksel modelleme temel olarak iki farklt motivasyonla gergeklestirilir.
Bunlardan ilki, tez kapsaminda da ele alindigi gibi, o konuda yer alan c¢esitli
kavramlarin matematiksel kesinlikte tanimlanmalarini saglamak ve dolayisiyla bu
kavramlar lizerinde detayli analizlerini gerceklestirilebilecegi bir ortam

hazirlamaktir.

Ikinci amag ise ¢ogunlukla birincisiyle baglantilidir ve bir siirecin gegmisten
o ana kadar olan gelisiminin analiz edilmesi sonucunda, gelecekteki durumunun
kesin ya da kabul edilebilir kesinlikte tahmin edilmesidir. Fen ve tip alanlarinda bu
tirden modellemeler siklikla yapildigi gibi son yillarda 6zellikle insan
davranislarinin modellenmesi gibi konularla sosyal alanlarda da bu tiir modelleme

calismalarina rastlanmaktadir.

Ol¢ii (Measure): Henri Léon Lebesgue tarafindan sonlu kiimeler igin yapilan pozitif

Olcli tanim1 asagida verilmistir:
X sonlu bir kiime olmak iizere, p : X = IR"U{0} kiime fonksiyonu;

L x>0,
ii. w@)=0,

iii. Xy, Xy, ... kiimeleri X kiimesinin ayrik alt kiimeleri olmak iizere,
It U Xe )= Z (K s)
il il

kiimeler ayrik degil ise,

(U ) 3 ee

ozelliklerini sagliyor ise bir 6l¢ii adini alir.
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Metrik (Metric): Uzaklik fonksiyonu olarak da adlandirilan metrik, bos olmayan bir
X kiimesinin her x,y ikilisi i¢in, asagidaki 6zellikleri saglayan d: XxX — IR"U{0}

fonksiyonu olarak tanimlanir:

. d(x,y)>0.

. d(x,x)=0.

iii. Eger d(x,y)=0 ise x=y.
iv. d(x,y)=d(y,x).

v. dx,y)<d(x,z)*+d(z,y).

Olgii ve metrik, islevsel agidan birbirleri ile yakindan iliskilidirler. Olgii, bir
kavramin “biliylikligini” o6lgmek icin kullanilir. Metrik ise iki kavramin
birbirlerinden “uzakligini” belirler. Diger bir deyisle 6l¢iiniin bir tek girdisi varken,
metrik icin iki girdi gerekmektedir. Ornegin, bir hiperortamda yer alan herhangi bir
sayfanin merkeziligi, bir 6l¢ti kullanilarak Sl¢iiliir. Oysa iki sayfanin birbirlerinden
uzakligini, ya da iki hiperortamin birbirlerine ne kadar benzer oldugunu belirlemek

icin kullanacagimiz fonksiyon bir metrik olacaktir.

Déniisiim (Mapping): A ve B herhangi iki kiime olmak iizere, A kiimesinin
elemanlarini, B kiimesindeki elemanlara karsilik getiren bagintiya donlisim adi
verilir. Doniistimler genellikle p:A—B, ¢(a)=b seklinde gosterilir. Eger ¢ doniisiimii
her a;, a;eA icin a;=a,=>@(a;)=@(ay) gerektirmesini sagliyorsa bire-bir doniisiim

adimi alir.
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BOLUM 2

GRAF TEORISi

2.1. Graf Teorisinin Kisa Bir Tarihcesi

Rusya’ da, Kaliningrad sehrinin Konigsberg kasabasi, Pregel nehri tarafindan
dort bolgeye ayrilmigtir. Bu nehir iizerinde, bdlgeleri birbirlerine baglayan yedi adet

koprii bulunmaktadir (Bkz. Sekil 3).

Sekil 3: Konigsberg kopriisii

Bu goriiniimden esinlenilerek ortaya konmus olan ve “Konigsberg Problemi”

olarak bilinen {inlii bir tarihi problem, agagidaki gibi ifade edilebilir:

“Bir gezgin, her kopriiden sadece bir defa gegmek kosuluyla, bu yedi adet
kopriiniin hepsinden gecerek dort bolgeyi de gezebilir mi ?”” (Bkz. Sekil 4).
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Sekil 4: Konigsberg kopriileri ve ayirdiklar: dort bolge: A, B, C ve D bolgeleri

Isvigreli matematik¢i Leonhard Euler (1707-1783) tarafindan bulunan ¢6ziim,
aynt zamanda graf teorisinin de baslangicit 6zelligini tagimaktadir. Euler’in bu

problem i¢in ¢dziimii, yaptigi li¢ tanim ve kanitladigi bir teoremden olusmaktadir:

Tamm 1: Diiglimler ve diigiimler arasindaki baglantilar1 gosteren yapiya “graf” adi

verilir.

Tanim 2: Bir grafta, tek sayida bag iceren diiglime “tek diigim”, cift sayida bag

igeren diigiime ise “¢ift diiglim” ad1 verilir.

Tanim 3: Bir grafta, her bagdan sadece bir defa gecen siirekli yola “Euler yolu” adi

verilir.

Teorem 1: Eger bir graf, ikiden daha fazla sayida tek diigiim igeriyorsa, bu grafta bir

Euler yolunun tanimlanmas1 miimkiin degildir.

Sonug olarak Euler, ziyaret edilecek dort bolgenin her birine birer diigiim
yerlestirmis, daha sonra bu diigiimleri dogrularla birlestirerek daha sonra “graf” adin1
olacak yapiy1r olusturmustur. Elde ettigi grafin biitin digimleri tek diigim
oldugundan, kanitlamis oldugu teorem geregince bu grafta bir Euler yolu, yani
problemin ¢6zliimii olacak bir yol tanimlanamayacaktir (Bkz. Sekil 5). Dolayisiyla
hicbir gezgin, her kopriiden sadece bir defa gecmek kosuluyla, bu yedi adet

kopriiniin hepsinden gecerek dort bolgeyi de gezemeyecektir.
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Sekil 5: Konigsberg grafi

Sekil 6’de diyagrami verilen graf sadece iki tane tek diigiim icerdiginden, bu
graf iizerinde bir Euler yolu tanimlanabilir. Diger bir deyisle bu graf iizerinde, her

diigiimden sadece bir defa gececek bir yol ¢izilebilir.

NN

Sekil 6: Uzerinde Euler yolunun tanimlanabilecegi bir graf drnegi

Bir G grafi, V(G)={v1,v2,...vn} grafta yer alan diigiimlerin (node) kiimesi,
E(G)= {e1,e2,...ex} diigiimlerin aralarindaki iliskileri gosteren baglarin (edge) kiimesi
ve Ig: E(G)>V(G)xV(G), her bir bagin u¢ diiglimlerini veren iliski (incidence)
doniisiimii olmak tizere, (V(G), E(G), Ig) ticliisiinden olusur. Ig(e)=(vi,v;) esitligi, e

baginin ug¢ diigiimlerinin v; ve v; oldugu anlamina gelecektir.
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Her graf, diizlemde diiglimleri daire benzeri sembollerle belirlemek ve
diigimler arasindaki baglar1 egrilerle ¢izmek suretiyle bir diyagram seklinde
gosterilebilir. Sekil 7°de, ornek bir graf ve grafi olusturan diigiim ve bag kiimeleri ile

iligki donligiimii verilmistir.

V(G)={v1,v2,V3,v4}
E(G)={e1,e2,€3,64}

Io(e1)=(v1,v2)
Io(e2)=(v1,v3)
Is(e3)=(v2,v4)
lg(ea)=(v3,va)

Sekil 7: G=(V(G),E(G),Ig) grafi

2.2. Graflarda Temel Kavramlar

Higbir baglantis1 olmayan diiglime bagimsiz diigiim adi verilir. Biitiin

diigiimleri bagimsiz olan grafa ise baglantisiz graf denir.

Bir G=(V(G),E(G),Ig) grafinin mertebesi, V(G) kiimesinin eleman sayisi,

yani grafin igerdigi diigiim sayisidir ve |G| ile gosterilir. G grafinin biiyikliigii ise
E(G) kiimesinin eleman sayisi, yani grafin igerdigi bag sayisidir ve G|l ile gosterilir.
Baglantisiz bir grafta [IGI=0 olacaktir. Ancak higbir graf i¢in V(G)=C
olamayacagindan, |G| degeri her zaman sifirdan farkli olacaktir. Ornegin, Sekil 9°da

verilen graf i¢in |&|=5 ve [|G[=6 olacaktir.
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Sekil 8: Ornek bir graf

Bir grafta uclar1 ayn1 olan diigiim olan baglara dongii ad1 verilir. Sekil 8’de
verilen grafta es bagi bir dongiidiir. Ayn1 u¢ diigiimlere sahip olan iki ya da daha ¢ok
bagdan olusan kiimeye ¢oklu veya paralel baglar ad1 verilir. Sekil 8’de verilen grafta

€4 ve es baglar1 paraleldirler.

Eger bir G=(V(G),E(G),Ig) grafinda v;,v;e V(G) diigtimleri icin Ig(e)=(vi,vj)
olacak sekilde bir e bagi varsa bu diigiimlere komsu diigiimler denir. Buna bagh

olarak, bir G grafinin komsuluk matrisi Ag=[a;j], asagidaki gibi tanimlanir:

_ El Eger v, ve v, ditgimler komgu ise;
(0 Aksi halde.

Benzer sekilde, eger bir v; diiglimii, bir e; bag: i¢in u¢ diigliim ise v; digimi
ve ¢; bag iliskilidir denir. Buna gore, bir G grafinin iliski matrisi Bg=[b;], asagidaki

gibi tanimlanacaktir:

_ El Eger v, dugumil ve e, bag iligkili ise;
%y 0  aksi halde
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Sekil 9: G grafi

Ornek olarak, Sekil 9°da verilen G grafinin komsuluk ve iliski matrisleri

asagidaki gibi olacaktir:

D1 10 1 1 0 0
10 1 1 1 2110
A=l 10 1) Be~lo 1 1 o 1
01 1 0 020 1 1

2.3. Graf Tirleri

Graflarin  bircok smiflandirmast  yapilmigtir. Bu kesimde ele alinan

siniflandirma, en temel graf siniflandirmasidir.

2.3.1. Basit (Simple) Graflar

Higbir dongii ya da paralel bag icermeyen graflardir. Dolayisiyla basit bir

grafta, Ig dontisiimii bire-bir olacaktir. [T|=n olan basit bir grafta en fazla,

(-2

2

sayida bag bulunabilir. Diger bir deyisle, G basit bir graf ise,
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nin-1}

o)

Q| G |t

olur. Sekil 10°da diyagrami verilen graf, basit bir graftir.

Sekil 10: Basit graf

2.3.2. Devirli (Cylic) Graflar

Mertebesi (diiglim sayisi) 3 ya da daha biiyiik olan bir G=(V(G),E(G),l)

grafi agagidaki kosullar1 sagliyor ise bir devirli graf adin1 alir:

Ig(e1)=(v1,v2), Ig(e2)=(v2,V3), ..., Ig(€n-1)=(Vn-1,Vn), Ig(€n)=(Vn,V1)

Devirli olmayan graflara devirsiz (acyclic) graf denir. n Sayida diiglimden
olusan bir devirli graf genellikle C, simgesi ile gosterilir. Ornek olarak C; ve Cy4

graflar1 Sekil 11°de verilmistir.

|

Sekil 11: C; ve C4 graflar
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2.3.3. Tam (Complete) Graflar

Basit bir G grafinin biitiin diigimleri birbirleri ile bagl ise G’ye bir tam graf
adr verilir. Asagida diyagrami verilen graf, bir tam graftir. Sekil 8 ve Sekil 10°da
verilen graflar ise tam degildir. Devirli graflarda ise, C; tam bir graftir, ancak n>3

icin hi¢bir C, grafi tam degildir.

Sekil 12: Tam graf

Mertebesi n olan tam graflar, K, simgesi ile gosterilirler. Bu durumda Sekil
12°de verilen graf K4 grafi olacaktir. K3 grafi ise her zaman {i¢ diigiimden olusan bir
devirli graf olur. Yani K;=C; yazabiliriz. K, grafi, herhangi bir basit grafin i¢erecegi

en fazla bag sayisi olan E sayida bag icerecektir.

2.3.4. r-Parcal (r-partite) Graflar

Bir G=(V(G),E(G),Ig) grafinda V(G) kiimesi, her e€E(G) bagi i¢in,
Ig(e)=(v1,v2) olmak {iizere, v; ve v, farkli kiimelerden alinacak bi¢cimde ayrik r-tane
Vi(G), V2(G), ..., V(G) kiimelerine boliinebiliyorsa G’ye bir r-parcali graf denir.
Burada V(G), V2(G), ... , V(QG) kiimeleri V(G) kiimesinin siniflar1 adini alir. Bu

durumda V(G) kiimesi, siniflarinin birlesiminden olusacaktir.
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T
ver| Jvi@
1=l
Eger V(G) kiimesinin her bir smifindan secgilen diigiimlerin olusturduklari
biitiin ikililer bagh ise G’ye bir tam r-parcali graf adi verilir. Boyle bir graf, V(G),
V2(G), ..., V(G) kiimelerinin eleman sayilar1 sirasiyla sy, sy, ..., s; olmak {izere,

Byn s simgesi ile gosterilir. Eger V(G)’nin siiflarinin eleman sayilarinin hepsi s

gibi bir sayiya esitse, bu durumda tam r-pargali graf K simgesi ile gosterilir.

Asagidaki 6rnekte gesitli tiirlerde r-pargali graflar verilmistir.

Ornek 1: V(G)={V1,v2,V3,V4,V5,Vs}, E(G)= {eies...ck} ve Ig(er)=(vi,va),
Ig(e2)=(v1,vs), Ig(es)=(va,va), Ig(es)=(v2,ve), Ig(es)=(vs,v¢) olmak iizere
G=(V(G),E(G),Ig) grafi, V(G) kiimesinin V(G)={vi,v2,v3}, Va(G)={V4,Vs,vs}
siniflar ile bir 2-parcgali (bipartite) graftir (Bkz. Sekil 13).

Sekil 13: Bir 2-pargal1 graf

Ornek 2: Sekil 14°de gesitli tiirlerde r-pargali graflar verilmistir.
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L

(a) 3-pargali graf. (b) K2

-~
-"’

\

S,
T mm———

Sekil 14: Cesitli tlirlerde r-parcali graflar

r-Parcali graflarin diyagramlarinda da goriildiigii gibi, aslinda amag biitiin
grafi, birbirleri diginda kalan diigimlerle baglari olan r sayida parcaya bolmektir. Bu
parcalama iglemi, olas1 en az parga ile ve eger miimkiin ise parcalanma “tam” olacak
sekilde yapilir. Ornegin Sekil 14°de yer alan (a) grafinda, iki diigiime sahip olan
parcanin diiglimleri ayr1 birer parca olarak diisiliniilebilir. Bu durumda graf 4-parcali
olacaktir. Bu anlamda, n sayida diiglime sahip olan biitlin graflar n-parcali graf
olarak diisiiniilebilirler. (b), (c) ve (d) graflar ise sirasiyla 1, 4 ve 3-parcali tam
graflardir. Ciinkii bu graflarda, pargalarda yer alan diigtimler, kendi pargalarinda yer

alan diiglimlerin disindaki biitiin diigiimlerle baghdirlar.
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g>1 olmak iizere, Kig tipindeki graflara yildiz graf ad1 verilir. Ornegin K,

Ky ve K, 5 graflar Sekil 15°de verilmistir.

N/

@

Sekil 15: &4, & ve &g yildiz graflan

2.4. Esyapili Graflar

G=(V(G),E(G),Ig) ve H=(V(H),E(H),Ijy) graflarin1 géz oniine alalim. Eger
V(G)=V(H), E(G)=E(H) ve Ig=ly ise G ve H graflar1 denktir denir ve bu durum G=H
seklinde gosterilir. Birbirine denk olmayan iki graf arasinda denklik kadar 6nemli
olan diger bir iliski de iki grafin birbirine esyapili (izomorf) olmasidir. Iki grafin
esyapili olabilmesi icin gereken tek kosul, bu iki graf arasinda en az bir esyapi
doniistimii (izomorfizma) bulunmasidir. Dolayisiyla Oncelikle graflar arasindaki

esyap1 doniisiimiiniin tanimlanmasi gereklidir.

G ve H graflar1 arasinda tanimlanacak bir esyapi doniisiimii, iki farkl
doniistimden olusur. Bunlardan ilki, iki grafin diigiim kiimeleri arasinda, ikincisi ise

bag kiimeleri arasinda tanimlidir. Once birinci doniisiimii tanimlayalim.

G ve H graflarimin diigiim kiimeleri arasinda bir

®:V(G)—>V(H)
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doniigimiint, “u, veV(G) digliimleri G grafinda komsu diigiimlerdir. < ®(u),

®(v)eV(H) diglimleri H grafinda komsu diigtimlerdir.” seklinde tanimlayalim.

Ikinci olarak G ve H graflarmin bag kiimeleri arasinda bir
0:E(G)—>E(H)

dontistimiint, “Ig(e)=(u,v) < Iu(0(e))=(d(u),d(v))” seklinde tanimlayalim. Bu
bicimde tanimlanan (®,0) ikilisine G ve H graflar1 arasinda bir esyap1 doniisiimii adi

verilir. Bu durumda G ve H graflar1 esyapilidir ve bu durum GZH olarak gosterilir.

Esyapili olan iki grafin diyagramlar: farkli gibi goziikse de, aralarinda kurulan
esyap1 doniisiimil bag yapilarinin ayni kaldigini gosterir. Dolayisiyla esyapili graflar
arasinda hemen hemen biitiin Ozellikler, ayni cebirsel yapilarda oldugu gibi
birbirlerine aktarilabilir. Bundan dolay1 esyapili graflar, teorik olarak ayni graflar
olarak degerlendirilebilirler. Sekil 16’da verilen iki graf esyapilidir. Bu graflardan
soldaki, Petersen grafi olarak bilinir. Dolayisiyla sagdaki graf, Petersen grafinin

sagladig biitlin 6zellikleri saglayacaktir.

Sekil 16: Esyapili iki graf
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Bir G grafindan kendisi {izerine tanimlanan esyap1 doniisiimiine, G grafinin

otomorfizmasi ad1 verilir.

Teorem 2: G ve H graflan esyapili ise |G|=[H| ve [|G[l=[IHI| olur. Dolayisiyla buna

denk olarak, “iki grafin diigiim sayilar1 ve bag sayilar1 birbirine esit degilse, bu

graflar esyapili olamazlar” sonucu ¢ikarilabilir.

Ornek 3: Sekil 17°de diyagramlari verilen G, H ve J graflarim goz &niine alalim.

Sekil 17: G, H ve J graflan
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Oncelikle bu graflarin  mertebe ve biiyiikliiklerini  karsilastiralim.

|Gl=[H|=[T|=6 ve G =lA|I=TI=? oldugundan, Teorem 2’ye dayanarak esyapili

olup olmadiklar1 konusunda herhangi bir yorum yapilamaz.

Oncelikle G ve H graflar arasinda bir esyap1 doniisiimii tanimlayalim. Bunun

i¢in ilk olarak V(G) ve V(H) kiimeleri arasindaki @ doniisiimiinii tanimlayalim.

A% ‘Vl \'%) V3 V4 Vs Vg

w=d(v) | WiOWs W3 We W5 W
Ikinci olarak, E(G) ve E(H) kiimeleri arasindaki 6 déniisiimiinii tanimlayalim.

(¥ ‘61 (S €3 €4 €5 €6 €7 €3 €9

£=0(c) |f1 i £ £ £ f5 fy £ £

Tanimlanan (®,0) ikilisi, kosullar1 sagladiklarindan G ve H graflar1 arasinda

bir esyap1 doniligiimiidiir. Dolayisiyla GZH olur. Ancak J grafi ile G ya da H graflan

arasinda herhangi bir esyap1 donilisiimii tanimlanamaz. Ayni mertebeden ve aymi
biiyiikliikte iki graf arasinda bir esyap1r doniistimii bulunup bulunmadigi problemi,
graf teorisinde “esyapi donilisimii problemi” admi alir ve bu problemin ¢6ziimii
bliyiik graflarda kolay degildir. Bunun sebebi, iki graf arasinda bir esyapi
doniisiimiinlin varhi§ini arastiran ve eger varsa bu esyapt doniisiimiinii tanimlayan

genel bir algoritmanin bulunmamasidir.

Simdi G ve H graflar1 arasinda bir bagka esyap1 doniisiimiinii, daha sistematik
bir yolla tanimlamak i¢in Oncelikle G ve H graflarinda yer alan her bir diiglim i¢in

baglar1 ayr1 ayr ¢izilip, iki graf icin st iiste bindirilir (Bkz. Sekil 18).
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(wy) (w,) (w,)

(we)  (wg)  (wg) (W (wg) (w) (W) (we) (wg)
(wy) (wg) (ws)

(wa)  (wg)  (wg)  (wg) (wg) (ws) (wg) () (wy)

Sekil 18: G ve H graflar1 arasinda bir esyap1 doniisiimii arayisi

Bu diyagramlardan, V(G) ve V(H) kiimeleri arasindaki olas1 doniisiimleri

asagidaki gibi listelenebilir.

v Vi V2 V3 V4 V5 Vg

D(v) Wi Wy Ws Ws Wg W
W4 Wy W3 Wi W5 Wj3

Wi W2 Wy W3

Bu doniisiimlerden, asagida tanimlanan 6 doniisiimii E(G) kiimesindeki her
bir bag1 E(H) kiimesindeki bir baga bire-bir karsilik getirecek sekilde segilenler koyu

renkle gdsterilmistir.

€ ‘61 (5] €3 €4 €5 €6 €7 €3 €9

0(e) |f1 ) 5 f £ fi i f
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Bu durumda (®,0) ikilisi, G ve H graflar1 arasinda diger bir esyap1 doniistimii
olur. Ancak bu iki grafin egyapili olmalar1 i¢in aralarinda bir tek esyapi
donilistimiiniin tanimlanmasi yeterlidir. Egyapili graflarda, bir ¢ok 6zeligin graflar
arasinda aktarilabilir oldugunu bilinmektedir. Ornekte, H grafinin diyagrami
incelendiginde, bu grafin V;(H)={w,w2,w3} ve Vo(H)={w4,ws,we} siniflari ile bir 2-
pargall graf oldugu acik¢a goriilmektedir. Esyapili olan G grafinin da, diyagrami
yeniden diizenlendigi takdirde V(G)={v1,v3,ve¢} ve V2(G)={v,vs,v4} smiflari ile bir

2-pargali graf oldugu goriilebilir (Bkz. Sekil 19).

Sekil 19: G grafinin yeniden diizenlenmesi

Ornek 4: Graflar arasindaki “esyapili olma” dzelliginin daha iyi anlasilabilmesi icin,
bir drnegin tersten ele alinmasi yeterli olacaktir. Baslangi¢ olarak ele alinan G
grafinda, diigiimlerin baglart koparilmadan ¢esitli sekilsel deformasyonlar

gergeklestirilir ve G grafi elde edilir (Bkz. Sekil 20).

Elde edilen G grafinin diyagrami, G grafinin diyagramimdan farklh goziikse
de, bu deformasyonlar sonucunda bag yapist korunmustur. Dolayisiyla bu graflar
esyapilidir. Gergekte, bu deformasyonun her asamasinda elde edilen graflar

birbirlerine esyapilidir.
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Sekil 20: G grafindan sekilsel deformasyonla G grafinin elde edilmesi

2.5. Graflar Arasindaki IKkili islemler

Bu kesimde, graflar arasindaki bazi ikili islemler ve altgraf kavrami
tanitilacaktir. Bunun i¢in G=(V(G),E(G),Ig) ve H=(V(H),E(H),Iz) graflarim goz
Online almarak Oncelikle ikili islemlerde kullanilacak temel kavramlar

tanimlanacaktir;

V(G)=g ise G grafina bos graf denir ve bu graf “0g” ile gosterilir. Tek bir
diigiimden olusan graf ise birim graf adim alir ve “1g” ya da K, ile gosterilir.

V(G)NV(H)=W ise G ve H graflarina ayrik graflar denir.

2.5.1. iki Grafin Arakesiti ve Birlesimi

@ Ig~u= Ig veya Ig~p= Iy olmak iizere, G ve H graflarinin arakesiti,

GNH=(V(G)NV(H), E(G)NE(H), IG~n)
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bi¢iminde tanimlanir (Bkz. Sekil 21).

@ Her ecE(G)UE(H) i¢in,

_(Igled e=EG)
Iﬂuﬂcﬂ‘g;ﬁn—} «€EH)

olmak tizere, G ve H graflarinin birlesimi,
GUH=(V(G)UV(H), E(G)VE(H), Igun)
olarak tanimlanir. Birlesim grafinin mertebe ve biiyiikliigii ise,

|GUH|=|G [+HI-IGTH]
IGuHII=(IG HIEE-leTH

esitlikleri kullanilarak hesaplanabilir (Bkz. Sekil 21).

2.5.2. iki Grafin Toplam

@ Eger G ve H ayrik graflar ise GUH birlesimi G+H big¢iminde gosterilir ve

graflarin foplam: adin1 alir. Bu durumda,

|G+H =IC+H|
IG+HI=IGHIH

olur.
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Sekil 21: Birlesim ve arakesit graflari

2.5.3. Graflarin Birbirlerine Katilmasi

G ve H ayrik graflar olsun. GvH, G ve H graflariin karsilikli olarak her bir
diiglimiiniin bagh oldugu 6zel bir birlesiminden olusur ve G’nin H’ye katilmas: (ya

da H’nin G’ye katilmasi) olarak adlandirilir. Bu durumda,

|GHI=IGI-+H]|
|G = I G- -RET ]+ G [T

olur. W =IgVvC, grafi 6zel olarak tekerlek adini alir (Bkz. Sekil 22-23).
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Sekil 23: Iki grafin birbirine katilmasi

2.5.4. iki Grafin Kartezyen Carpimi

G ve H basit graflar olmak {lizere, bu iki grafin kartezyen ¢arpimi olan GxH
grafi, diigiim kiimesi V(G)xV(H) olan bir graftir. Bu grafta bir (u;,vj) diigiimii ile
diger bir (ug,vmn) digliimiiniin bagli olmasi igin asagida verilen kosullardan birinin

saglanmasi yeterlidir:

1. u=ug ve vj ile vy, H’de baghdir.

il. Vi=vy ve u; ile ux G’de baghdir (Bkz. Sekil 24).
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(v ) () Tapv) (4

X
1}

® | S S

@ (upvy)  (uyvy) v (uy,ve)

G % H = GxH

Sekil 24: ki grafin kartezyen garpimi
2.5.5. Iki Grafin Sézliik Carpim

G ve H basit graflar olmak tizere, bu iki grafin sozliik (lexicographic) ¢arpimi
olan GAH grafi, diigiim kiimesi V(G)xV(H) olan bir graftir. Bu grafta bir (u;,vj)
digimii ile diger bir (ug,vy) diiglimiiniin bagli olmasi i¢in asagida verilen

kosullardan birinin saglanmasi yeterlidir:

i. ujile ux G’de baghdir.
ii. ui= u ve vj ile vy, H’de baghdir. (Bkz. Sekil 25-26).

=
&)
9
n

o | T2
(uyvy) (%VW%UJ
(W)
G A H = GAH

Sekil 25: iki grafin sozliik ¢arpimi
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9
9
3
F
3
¢—¢
X
™
&
€
&

H A G = HAG

Sekil 26: GAH = HAG
2.5.6. Iki Grafin Normal Carpim

G ve H basit graflar olmak tizere, bu iki grafin normal ¢arpimi olan GoH grafi,
diigiim kiimesi V(G)xV(H) olan bir graftir. Bu grafta bir (u;,v;) diigiimii ile diger bir
(uk, Vi) diigiimiiniin bagli olmasi i¢in asagida verilen kosullardan birinin saglanmasi

yeterlidir:

1. u=uy ve vj ile v, Hde baghdur.
il. V=V ve u; ile ux G’de baghdir.

iii.u; ile ux G’de; vj ile v, H’de baghdir (Bkz. Sekil 27).

(v) O B UV Dl M R N RN

=
n

@ A ' W
o (upvg) () (1 v5) (uy,vy)

G o H = GoH

Sekil 27: iki grafin normal garprmi
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2.5.7. ki Grafin Tensor (Kronecker) Carpim

G ve H basit graflar olmak iizere, bu iki grafin tensor (kronecker) ¢carpimi olan
G®H grafi, diigiim kiimesi V(G)xV(H) olan bir graftir. Bu grafta bir (uj,v;) diigimii
ile diger bir (ug,vn) diiglimiiniin baglh olmasi i¢in gerekli ve yeterli kosul, u; ile uy

G’de; vj ile v, H’de baghdir (Bkz. Sekil 28).

o (upvy})  (uyv)) (g, v3) (g, v}

@
=)
&)

I

@
o (upvg) () (1 v5) (uy,vy)

G @ H = G&H

Sekil 28: iki grafin tensor (kronecker) ¢arpimi
2.6. Altgraflar

Eger VH)cV(G), E(H)cE(G) ve Ig=lglzg: (In, Io’nin E(H) kiimesi {izerine

kisitlanist) ise H grafina, G grafinin altgrafi adi verilir ve bu durum HcG seklinde

gosterilir (Bkz. Sekil 29).
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Sekil 29: H, G grafinin altgrafidir

2.6.1. Altgraflarla Tlgili Baz1 Ozellikler

Tanim 4: HcG ve H devirli graf ise H’ye G’de bir devir (cycle) adi verilir (Bkz.
Sekil 30).

-
-------

Sekil 30: H, G grafinda bir devirdir

Bir devir, uzunlugunun, yani icerdigi bag sayisinin tek ya da ¢ift olmasina

gore tek devir ya da ¢ift devir adini alir.

Teorem 3: Bir grafin iki-par¢ali olmasi i¢in gerekli ve yeterli kosul, hi¢ tek devir

icermemesidir.
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Tanmm 5: HCG ve H tam graf ise H’ye G’de bir diigiim grubu (clique) ad1 verilir
(Bkz. Sekil 31).

Sekil 31: Diigiim gruplari

Eger G grafi igersindeki bir diigiim grubu, G’deki baska bir diiglim grubu

tarafindan igerilmiyor ise maksimal diigiim grubu adin alir (Bkz. Sekil 32).

Maksimal
dugumgrubu i

Sekil 32: Maksimal diigiim grubu

Tanimm 6: HCG ve V(H)=V(G) ise H’ye G’yi geren altgraf ad1 verilir. G’yi geren ve

en az bir baga sahip olan grafa G’nin bir ¢arpan: denir.

Tanim 7: HcCG olsun. Eger E(G) kiimesindeki baglardan, u¢lart V(H) kiimesinde yer

alan diiglimler olan her bir bag, ayn1 zamanda E(H) kiimesi tarafindan igeriliyorsa,
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H’ye G’nin bir diigiim-indirgenmis altgrafi denir. G’nin SCV(G) kiimesi ile digliim-
indirgenmis altgrafi, G’nin S tarafindan indirgenmis altgrafi denir ve bu graf G[S] ile

gosterilir (Bkz. Sekil 33).

TcE(G) ve S, V(G)’nin T kiimesinde yer alan baglarin ug¢ diiglimlerinden olusan

altkiimesi olsun. Bu durumda (S, T, Iz|;) grafina G’nin T tarafindan bag-indirgenmis

altgrafi ad1 verilir (Bkz. Sekil 34).

G HCG H*CG

Sekil 33: H, G’nin bir altgrafi, H' ise G’nin S= {V1,V2,V3,V4,Vs,v7} kiimesi tarafindan

diiglim-indirgenmis altgrafidir

G H*cG

Sekil 34: H', G’nin T={e,ez,e3,65,63} kiimesi tarafindan bag-indirgenmis altgrafidir
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Tamm 8: G=(V(G),E(G),lg) grafin1 gbz oniine alalim. TCE(G) olmak iizere, G’nin
G-T altgrafi,

G-T=( V(G).E(G)-T, Ig|gg.7)

olarak tanimlanir.

ScV(G) ve T, E(G)’den, uglar1 S kiimesinde yer alan diiglimler olan baglarin

silinmesi ile elde edilen bag kiimesi olmak iizere, G’nin G-S altgrafi,
G-S=(V(G)-S, T, Izl7)

olarak tanimlanir (Bkz. Sekil 35).

S5

G-{vyvg}

Sekil 35: G grafi ve 6zel altgraflan

2.7. Bir Grafin Tiimleyeni

G=(V(G),E(G),I5) basit grafiml gdz oniine alalim. V(G)xV(G)=VXG)
kartezyen carpimi, V(G) kiimesindeki diigiimlerin olusturdugu biitiin digim
ikililerinin kiimesi olacaktir. Ornegin V(G)={v,v2,v3} kiimesi icin,

V2(G)={(VlaVl)a(VI7V2)5(V19V3)9(V27V1)7(V29V2)9(V29V3)5(V35V1)9(V39V2)7(V37V3)}

olacaktir. Simdi, VX(G) kiimesinden aym diigiimlerin olusturdugu ikilileri silerek

[ﬁziﬁ}] kiimesi elde edilir. Ayn1 6rnek tizerinden devam edilirse:
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[-ﬁ: ':lﬂ] = {(V] ,V2),(V1 ,V3),(V2,V1),(Vz,V3),(V3,V1),(V3,V2)}

[?:(G)] kiimesindeki siralama bagintis1 kaldirilirsa, (a,b)=(b,a) olacaktir. Bu
durumda, kiimeden ayni olan ikililer ¢ikartilarak elde edilecek kiime ﬂ:'ﬁf‘?':ﬁ'r}i ile
gosterilirse,

[¥36E)] = {(vi.v)u(V1.v3)(va.v)}

olur. [[?I:E'r}: kiimesinin eleman sayisin1 n ile gosterirsek, E(G)cE olacak sekilde
olusturulan E={ey,e,,...,en} kiimesi ve bire-bir L+ E— [[1‘ :I:l:'r}] doniisiimii gbz Oniine
alindiginda, G'=(V(G).E, I.+) grafi, V(G) kiimesindeki dugiimler kullanilarak elde

edilebilecek en biiyiik (basit) tam graf olacaktir (Bkz. Sekil 36).

Sekil 36: G grafi ve V(G) kiimesi kullanilarak elde edilebilecek en biiyiik tam graf
olan G* grafi

Elde edilen G* grafi, G grafi igin evrensel graf olacaktir. Bu durumda, genel
timleyenlik ilkesi geregince G grafim evrensel grafa tamamlayan graf G’nin

tiimleyeni olarak adlandirilir ve

G¢= ( V(G),E-E(G), IG' |:E-E:GF )

olarak tanimlanir (Bkz. Sekil 37).
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Sekil 37: G grafi ve tiimleyeni

2.7.1. Tiimleyenle Tlgili Baz1 Ozellikler

O [Gl=nise, GIH{| G =K, =2 olur.

@ G basit bir graf oldugundan, G’ de basit graftir ve (G%)“=G olur.

@ G=GE oluyorsa G’ye kendine timleyen (self complementary) graf adi verilir

(Bkz. Sekil 38).

G G*

Sekil 38: G=G® oldugundan, G grafi kendine-tiimleyendir

Sekil 38’de G=G® oldugunu sekilsel olarak gormek kolaydir. Bunun i¢in, G

grafindan yola ¢ikarak (ya da G© grafindan yola gikarak), sekilsel doniisiimlerle G©
grafi (ya da G grafi) elde edilebilir (Bkz. Sekil 39).
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T Tﬂﬁ—-ﬁaﬁ—-ﬁ
BEJPES
Sekil 39: G=G©

2.8. Bir Diigiimiin Derecesi

G bir graf ve veV(G) olsun. v diigiimiiniin iligkili oldugu baglarin sayisina
v’nin G’deki derecesi denir ve derg(v) ya da kisaca der(v) ile gosterilir. Eger v bir
dongii icersinde yer aliyorsa derece hesaplanirken bu bag iki birim olarak hesaplanir.

Bagimsiz diiglimlerin dereceleri sifira esittir.

Ornek 5: Sekil 40°da verilen G grafinda, her bir diigiimiin derecesi yaninda

verilmistir.

Sekil 40: Bir grafta diiglimlerin dereceleri
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k negatif-olmayan bir tamsay1 olmak {izere, her diiglimiin derecesi k olan
grafa k-diizenli graf denir. Ozel olarak, 3-diizenli graflar kiibik graf olarak
adlandirilirlar (Bkz. Sekil 41).

Sekil 41: Bir kiibik graf

Bir G grafinin minimum diigiim derecesi 6(G) ile, maksimum diiglim derecesi
ise A(G) ile gosterilir. Sekil 41°de verilen graf i¢in, 8(G)=0, A(G)=5 olur. Asagidaki
teorem, graf teorisinin ilk O6nemli teoremi olarak bilinir ve Euler tarafindan

kanitlanmustir:

Teorem 4: Bir grafin biitlin diiglimlerinin derecelerinin toplami, grafin bag sayisinin

iki katina esittir.

Bu teoremin ilging bir sonucu olarak, “Herhangi bir grafta tek diigiimlerin

sayis1 her zaman cifttir.” ifadesi de dogru olacaktir.

|&G|=n olmak iizere, her bir d; (i=1,2,...,n) V(G) deki diigiimlerin derecelerini
gostersin. Bu durumda, bilesenleri artmayan sirada yazilan a=[d1,d2,. ..,dn] vektoriine
G’nin derece vektorii ad1 verilir. Ornegin, Sekil 40°da verilen grafin derece vektorii
H=[5,4,4,2,2,1,0] olacaktir. Eger iki graf esyapili ise, bu graflarin derece vektorleri

ayni olur. Ancak bunun tersi her zaman dogru olmayabilir. Yani derece vektorleri

ayni olan iki graf esyapili olmayabilir.



45

Bilesenleri artmayan sirada yazilmis negatif-olmayan tamsayilardan olugmus

bir v vektdriiniin grafiksel olmas1 demek, derece vektdrii v olan bir grafin insa

edilebilmesi demektir. Herhangi bir vektoriin grafiksel olup olmadigini belirleyen bir

algoritma, asagida verilmistir.

Algoritma 1: Verilen negatif-olmayan tamsay1 bilesenli bir v vektdriiniin grafiksel

olup olmadiginin belirlenmesi.

Girdi: Negatif-olmayan tamsay1 bilesenli v vektorii.

Adim-1: k, ¥’nin bilesen sayis1 olmak iizere, eger ¥’nin (k-1)’den biiyiik bir

bileseni varsa Adim-5’e, aksi halde Adim-2’ye git.

Adim-2 : Eger v’nin negatif bir bileseni varsa Adim-5’e, aksi halde Adim-3’e

git.

Adim-3 : Eger v sifir vektorii ise Adim-6’ya git.

Adim-4: v vektoriinii bilesenleri artmayan sirada olacak sekilde yeniden

diizenle. Ilk bilesen olan d; bilesenini vektdrden sil. Siradaki ilk d,

sayida bilesenden 1 ¢ikart ve v, vektoriinii elde et. v; vektoriinii v

vektorii olarak giincelle (v<—vy) ve Adim-1’e git.

Adim-5 :  Girdi vektorii grafiksel degildir; dur.

Adim-6 : Girdi vektorii grafikseldir; dur.

Ornek 6: v=[5,4,4,3,3,3,2] vektoriiniin grafiksel olup olmadigini Algoritma 1’i
kullanarak arastiralim.

1. v=[5,4,4,3,3,3,2], v1=[3,3,2,2,2,2].

2. v=[3,3,2,2,2,2], v,=[2,1,1,2,2].

3. v=[2,1,1,2,2], ¥,=[1,1,1,1].

4. v=[1,1,1,1], ¥,=[0,1,1].
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5. %=[1,1,0], v,=[0,0].

Sifir vektoriine ulasildigindan, algoritma 6. adimda durur; v vektorii grafikseldir.

Yani derece vektorii [5,4,4,3,3,3,2] olan bir graf insa edilebilir.

Ornek 7: v=[3,3,3,1] vektoriiniin grafiksel olup olmadigin1 Algoritma 1°i kullanarak

arastiralim.

1. v=[3,3,3,1], v;=[2,2,0].
2. ¥=2,2,00, v=[1,-1].

Vektdr negatif bilesen igerdiginden, algoritma 5. adimda durur; ¥ vektorii grafiksel

degildir.

2.9. Graflarda Yol Kavram ve Baglantihhik

G=(V(G),E(G),IG) grafin1 goz oniline alalim. u,ve V(G) diiglimleri arasinda
bir yiiriime (walk), her bir e; bag1 vi.;,v; diiglimlerini baglayacak sekilde tanimlanan
w = (u=vy, €1, Vi, €2, V2, €3, ..., Vn.1, €n, Vs = V) dizisidir. vo=v, ise ylirimeye kapali
yiiriime, aksi halde acik yiiriime adi verilir. Bir w yiiriimesinin uzunlugu, yiirlimeyi

tanimlayan dizideki baglarin toplam sayisi olarak tanimlanir ve uz(w) ile gosterilir.

Eger tekrarlanan higcbir bag yoksa yani biitiin baglar ayriksa diziye bir iz
(trail) denir. Tekrarlanan hig¢bir diiglimiin bulunmamasi1 durumunda ise diziye bir yol
(path) adi verilir. Yol tanimlayan dizilerde genellikle baglar yazilmaz. Her yolun
aynit zamanda bir iz oldugu aciktir, ancak bunun tersi her zaman dogru degildir.
Benzer sekilde, eger u ve v diiglimlerinden gecen bir yliriime tanimlanabiliyorsa, bu

diigtimler arasinda mutlaka bir yol tanimi vardir.
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Ornek 8: Sekil 42a’da verilen graf iizerinde w=(vs, €7, vi, €1, V2, €4, V4, €5, V|, €7, Vs,
€9, V) dizisi bir ylirlimedir, ancak bir iz degildir. Cilinkii e; bagi dizide iki defa
tekrarlanmistir. Sekil 42b’de tanimlanan t=(vi, €;, Vo, €4, V4, €5, V1, €7, Vs) dizisi ise
bir iz tanmimlar, ancak bir yol degildir. Ciinkii v; digimii dizide iki defa
tekrarlanmistir. Sekil 42c’de tanimlanan p=(vs, €s, Vi, €1, V2, €2, V3) dizisi v¢ ve V3

diiglimleri arasinda bir yol tanimlar, ancak bu, iki diigiim arasindaki tek yol degildir.

Sekil 42: Grafta (a) bir yiiriime, (b) bir iz ve (c) bir yol

Bir G grafinda, herhangi iki v;,v;e V(G) diiglimleri arasinda bir yol varsa bu
digimler baglantilidir denir. Baglantilik, V(G)’de bir denklik bagintisidir. Buna

gore denklik siiflari,
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V={veV(G) : vile v; baglantilidir}

V,={veV(G) : v ile v, baglantilidir}

Vi={veV(Q) : v ile v baglantilidir}

seklinde olacaktir.

Sirastyla Vi, Vo, ..., Vg digim kiimelerinin indirgedigi graflar olan G[V/],
G[V2], ..., G[Vy] altgraflarina G’nin bilesenleri (components) adi verilir. G’nin
bilesen sayist o(G) ile gosterilir. Burada k<n olur. k=n durumu, ancak tiimiiyle
baglantisiz bir grafta miimkiindiir. k=1 ise, yani G grafi tek bir bilesenden

olusuyorsa, bu durumda G grafina baglantilidir denir (Bkz. Sekil 43-44).

; \ s \ | o
—_—

v

G GIV, ] GIV,] GIV,]

Sekil 43: G grafi ve bilesenleri. w(G)=3#1 oldugundan G baglantisizdir

™

G

Sekil 44: o(G)=1, dolayistyla G baglantilidir
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Teorem 5: G basit bir graf ve n=|G| olmak iizere, nt:ngnT"' ise G baglantilidir.

Teorem 6: G basit grafi baglantili degilse G- baglantilidur.

Teorem 7: G basit bir graf, n=|G| ve ®=n(G) olmak iizere,

s B2t )

v

olur.
2.10. Uzaklik Fonksiyonu ve Uzaklik Matrisi

G baglantil1 grafin1 goz oniine alalim. Herhangi iki v;,v,€ V(G) diigiimii i¢in,

bir metrik olan uzaklik fonksiyonu d(v,,v,), asagidaki gibi tanimlanir:

dCv, v n kisa vy -¥; volunun uzunlugu  eger bir v,-w; volu varsa.
el ey efer bir v)-¥; volu voksa.

Bu durumda G grafinin ¢api, G’deki en biiyiik uzaklik olarak tanimlanir.

Diger bir deyisle,
R(G)=max{d(u,v) : u,ve V(G)}
olur. Bir ue V(G) diiglimiiniin dis merkezi ise,

dm(u)=max{d(u,v) : ve V(G)}
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olarak tanimlanir (Bkz. Sekil 45). Buna bagl olarak G grafinin yaricapt,

r(G)=min{dm(u) : ue V(G)}

olarak tanimlanir. Herhangi bir G grafinin yarigcap1 ve ¢ap1 arasinda r(G) < R(G) <2

r(G) esitsizlikleri gegerli olacaktir.

R(G}=4, r(G}=3

Sekil 45: G grafi ve her diigiimiin dis merkez sayilar

Bir G grafinin komsuluk matrisi Ag’nin kuvvetleri ve birim matris

kullanilarak olusturulan,
5. =I-Ag AT AL
matrisi, G grafinda baglantililik, dis merkez, yaricap ve cap kavramlar ile ilgili bir

cok bilginin matris model iizerinden elde edilmesine olanak saglamaktadir. Asagida

verilen teoremler, Sy matrisi ile bu kavramlar arasindaki iliskileri gdstermektedir.

Teorem 8: G, diigiim kiimesi V(G)={v},va,...,vs} olan bir graf olsun. Bu durumda

dm(v;), k’nin, Sy matrisinde i’nci satir sifirt igermeyen minimum degerini verir.
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Teorem 9: Mertebesi n olan bir G grafinin baglantili olmasi i¢in gerekli ve yeterli

kosul, S,.; matrisinin hi¢ sifir girdi igermemesidir.

Teorem 10: Herhangi bir baglantili G grafi i¢in, r(G), S’nin en az bir satirinin sifir

girdi igermedigi en kiigiik k degerini verir.

Teorem 11: Herhangi bir baglantili G grafi i¢in, R(G), Si’nin higbir girdisinin sifir

olmadig en kiigiik k degerini verir.

Bir ueV(G) digimii i¢cin dm(u)=r(u) oluyorsa bu diiglime bir merkezcil
diigiim denir. G grafinin biitiin merkezcil diigimlerinin indirgedigi altgrafina G’nin
merkezi ad1 verilir ve Gy, ile gosterilir (Bkz. Sekil 46). Gyer grafi bir tek diigiimden
olusabilecegi gibi birden ¢ok sayida eleman da igerebilir. Ancak her zaman

V(Gumer)2D olacaktir. Ayrica her graf, en az bir baglantili grafin merkezidir.

dm{v,)=3

dmiv,)=4 |V,

dm{vc)=4 dmiv,)=3 dmivg)=3 dm{v,)=4

G

Sekil 46: r(G)=2, dolayisiyla Gye={Vv7} olacaktir
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Bir ueV(G) diglimi i¢in dm(u)=R(u) oluyorsa bu diiglime bir ¢evresel
diigiim denir. G grafinin biitiin ¢evresel diiglimlerinin indirgedigi altgrafina G’nin

cevresi ad1 verilir ve Ggey 1le gosterilir (Bkz. Sekil 47).

Sekil 47: G grafi, merkezi ve ¢evresi

Bir ue V(G) diigiimiiniin toplam uzaklik degeri,

tu.[u.]=Z. wmd (%)

seklinde tanimlanir. Diger diigiimler arasinda minimum toplam uzaklik degerine
sahip olan bir diigiime medyan diigiim adi verilir. G grafinin biitin medyan
diigiimlerinin indirgedigi altgrafina G’ nin medyani ad1 verilir ve Geq ile gosterilir
Sekil 48’de, G grafinin her bir diiglimiiniin toplam uzaklik degeri belirlenmis ve

medyan altgrafi elde edilmistir.
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37 29
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Sekil 48: G grafi ve medyan

Slater (1980) gostermistir ki, her graf en az bir baglantili grafin medyanidir.
Ayrica her G; ve G, graf ikilisi i¢in, Hye=G; ve Humeq=G2 olacak sekilde baglantili
bir H grafi her zaman bulunabilir (Hendry, 1985).

Merkez ya da medyanda oldugu gibi, her graf, kosulsuz olarak baska bir
grafin cevresi degildir. Bir G grafinin, herhangi bir grafin ¢evresi olabilmesi igin
gerekli ve yeterli kosul, ya G’nin her diiglimiiniin dig merkezinin 1 olmasi, ya da

G’nin dis merkezi 1 olan hig¢bir diigliimiiniin bulunmamasidir (Bielak ve Syslo, 1983).

Her bir girdisi diiglimler arasindaki uzakliklar tarafindan belirlenen matrise,

G grafinin uzaklik matrisi adi verilir. Diger bir deyisle, her v;,v;je V(G) igin,

4= Edl&'i_ﬁi} i
U 0 i=

olmak iizere, G grafinin uzaklik matrisi Dg=[d;] bi¢iminde olusturulacaktir.
Dolayistyla uzaklik martinin kdsegeni her zaman sifir olacaktir. Ornek olarak Sekil

49°da verilen G grafinin uzaklik matrisi,
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B B woibar—= o
B B — w2 b
B B 4o uwe= =
B B o du e o= i
— < 8 B8 8 8 8
= B3 B B A B

[
H H v b= o

bi¢ciminde hesaplanabilir.

G

Sekil 49: G grafi

Verilen herhangi bir G grafinin uzaklik matrisini elde etmek her zaman
miimkiindiir, ancak bunun tersi, yani kdsegeni sifir girdilerinden olusan herhangi bir
nxn kare matrise mertebesi n olan bir grafin karsilik gelip gelmediginin belirlenmesi
ve bu grafin diyagraminin ¢izilmesi, biiylik n degerleri i¢in kolay bir islem degildir.
Ancak uzaklik matrisi verilen bir graf hakkinda, diyagramimi ¢izilmeden bir¢ok

yorum yapilabilir. Ornegin,
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@ 1 2 3 3 4 4&

Eg%%i% 1 0 12 2 3 3
;102;2 21 01 1 2 2
De=; 3 7 o 1 o|eDe=3 2 102 3 3
L 2110 1 3 2140 11
i 52 2 1 o 43 23 10 2
- 4 3 2 3 1 2 0

uzaklik matrislerini géz Oniine alalim. G; grafinin mertebesi 6’dir ve bu grafta
diigimlerin dis merkezleri dm(v;)=2, dm(v,)=3, dm(v3)=2, dm(v4)=3, dm(vs)=2 ve

dm(ve)=3 olarak belirlenir. Bu degerler, satirlarin en biiyiik degerleridir.

r(G1)=2, R(G;)=3, sirasiyla en kii¢iik ve en biiylik dis merkez degerleri olarak

belirlenebilir. Bu durumda G; grafinin merkezi, G-lm_:f:{Vl,V3,V5} olacaktir.

Benzer sekilde, G, grafinin mertebesi 7, diiglimlerin dis merkezleri dm(v;)=4,
dm(v,)=3, dm(v3)=2, dm(v4)=3, dm(vs)=4, dm(ve¢)=4 ve dm(v;)=3 olacaktir. Yine
uzaklik matrisi kullanilarak, r(G2)=2, R(G2)=4 ve G;M;:{Vﬁ olarak belirlenebilir.

2.11. Dogrusal Graflar

Dongii icermeyen bir G grafin1 géz oniline alalim. G grafim1 kullanarak bir

L(G) grafin1 agsagidaki sekilde olusturalim:

L(G) grafinin diigim kiimesi ile G grafinin bag kiimesi arasinda bire-bir bir
eslestirmeyi, “L(G) grafinda v; ve v; diigiimleri komsudur. < G grafinda e; ve e¢;
baglar1 ortak bir diiglimle iligkilidir.” kuralina goére kuralim. Bu sekilde elde edilen

L(G) grafina, G grafinin dogrusal grafi ad1 verilir (Bkz. Sekil 50).
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Sekil 50: G grafi ve L(G) dogrusal grafi

Bir G grafi ile dogrusal grafi L(G) arasindaki baglantililik, altgraf ve esyapili

olma ile ilgili iligkileri gosteren li¢ 6nemli 6zellik asagida verilmistir:

1. G baglantilidir. < L(G) baglantilidir.
2. HcG = L(H)cL(G)

3. G ve G, basit graflar esyapilidir. = L(G;) ve L(G;) graflar esyapilidir.

2.12. Agaclar

Devir igermeyen baglantili bir grafa bir orman (forest) adi verilir. Baglantili
ormana agag¢ (tree) adi verilir. Dolayisiyla orman, bilesenleri agaclar olan bir graf
olacaktir. Derecesi 1 olan diigiimlere, agacin yapraklar: (Ieaves) ya da ug¢ diigiimler

adi verilir (Bkz. Sekil 51).
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Sekil 51: Agag tiirtinde bir graf

Bir v diiglimiiniin derecesi 2 olan, v disindaki u¢ diigiim olmayan diger biitiin
diigimlerinin derecesi ise 3 olan agaca bir ikili aga¢ (binary tree) denir (Bkz. Sekil
52). v diiglimiine agacin kok diigiimii (root) ad1 verilir. Agacin satir sayisi ise, agacin
yiiksekligi olarak adlandirilir. Kok diiglimiin bulundugu satir, yiikseklik degerine
katilmaz. Ornegin Sekil 52°de verilen ikili agacin yiiksekligi 4 diir.

K&k Disgiim

Sekil 52: Bir ikili agag

T bir aga¢ olmak flizere, agaglarla ilgili bazi 6nemli teoremler ve bu

teoremlerden elde edilen sonuclar agagida maddeler halinde verilmistir:
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1. T’de herhangi iki diiglim, bir tek yol ile baghdir.

2. T minimal baglantili bir graftir; yani herhangi bir e E(T) bagi i¢in, T-e baglantili
degildir.

3. T maksimal devirsiz bir graftir; yani T hicbir devir icermezken, herhangi iki vy,
v,eV(T) diiglimleri i¢in, v;v, bu diiglimleri baglayan bag olmak iizere, T+v;v,
grafi devir igerecektir.

4. G herhangi bir graf olmak iizere, eger 8(G)=|T|-1 ise TcG olur. Diger bir deyisle
T grafi ya da T grafina esyapili olan bagka bir graf, G grafinin altgrafi olur.

5. n sayida diiglimlii herhangi bir baglantili grafin aga¢ olmasi i¢in gerekli ve yeterli
kosul, n-1 sayida baga sahip olmasidir.

6. En az iki diiglime sahip olan bir G grafinin aga¢ olmasi igin gerekli ve yeterli
kosul, G’nin derece vektorii olan [dy, da,..., dn] vektoriinin Ziy d,=2n-1 esitligini
saglamasidir.

7. T bir agag, n;, bu agacin i dereceli diiglimlerinin sayisin1 gostersin. Bu durumda
agacin yaprak sayisi, yani n; degeri,

ny = 2tmgtim gt

- ’:—:—E(i-:r};q
{m3

esitligi kullanilarak hesaplanir.

Bir G grafinin geren altgrafi, ayn1 zamanda bir aga¢ ise bu altgrafa G’nin
geren agaci adi verilir. Bir grafin geren agaci, birden ¢ok sayida olabilir (Bkz. Sekil

53) Baglantili her graf, bir geren agag igerir.
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VS,

Ty T

Sekil 53: G grafi ve geren agaclar1 T} ve T,

2.13. Yonli Graflar

Yonli graflar, graflarda yer alan baglarin yerinin ark olarak da adlandirilan
yonlii baglarin aldig1 6zel bir graf tiirtidiir. Sehirlerin trafik planlamalari, bilgisayar
aglarinin akis yogunlugu gibi analizlerinin gerceklestirilmesi ya da bilgisayar
programlarinin teorik gosterimleri gibi diiglimler arasinda yer alan baglar icin bir
“yone” gereksinim duyuldugu bir¢cok alanda, modelleme igin yonlii graflar tercih
edilmektedirler. Hiperortamin modellenmesinde, sayfalar arasindaki baglantilarin
yonlerinin gosterilmesi gerektiginden, yonlii baglarin kullanilmalar1 gerekecektir.
Ayni sekilde, gezinme kavrami da belirli bir yone bagl oldugundan, gezinmenin
modellenmesinde de yonlii graflarda yer alan yiiriime kavraminin kullanilmasi

kaginilmaz olacaktir.
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Graflar i¢in verilen biitiin 6zellik ve kavramlar, yonlii graflar i¢in de gegerli
olacaktir. Ancak baglar yonlii oldugundan, iliski doniisiimiiniin deger kiimesinde yer

alan diigiim ikilileri sirali olacaktir. Yani, D bir yonlii grafi temsil etmek iizere,
Ip: E(D)—>V(D)xV(D)

doniisimil i¢in, V(D)xV(D) kiimesinde (v;,vj) ile (vj,v;) farkli elemanlar olacaktir

(Bkz. Sekil 54).

e,

In(eg)=(vy,v,)
In(e)=(vav,y)

Sekil 54: Yonlii graflarda diiglim ikilileri siralidir

Diyagram gosterimlerinde, eger iki diiglim arasinda her iki yonde de bag
varsa, bu durum genellikle ¢ift yonlii tek bir bag ile gosterilir. Ancak biitiin

islemlerde, iki yonlii baglarin aslinda iki farkli bagdan olustuklar1 dikkate alinmalidir

(Bkz. Sekil 55).

e,
(v) () = (We—(v)

Sekil 55: Yonlii graflarda iki yonlii baglar
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Her yonlii graf i¢in, bu grafin “catisin1” olusturan bir graf bulunmaktadir. Bu

graf, yonlii baglarin yonlerinin kaldirilmasi ile elde edilen graftir (Bkz. Sekil 56).

Sekil 56: Bir yonlii graf ve onun cat1 grafi

Yiirlime kavraminin temelini olusturan yol ve iz kavramlar1 yonlii graflarda,
graflardan biraz daha farkli bir yaklasimla tanimlanirlar. Yonlii graflarda yonlii
yiirtime, yonlii yol ve yonlii iz adlarin1 alan bu kavramlar, baglarin yonleri tarafindan
belirlenirler. Diger bir deyisle, bir yonlii grafta v; ve v, diigiimleri arasinda bir yol
bulunabilmesi icin bu diigiimler arasinda bulunan bagin v; diiglimiinden v,
diigimiine dogru olmas1 gereklidir; aksi halde, yani bu diigiimler arasindaki bagin
yonil v, diiglimiinden v; diigiimiine dogru ise bu iki diiglim arasinda bir yol yoktur
(Bkz. Sekil 57). Dolayisiyla, yonlii bir grafta tanimlanacak bir yonlil yiiriime, yonli
yol ya da yonlii iz, baglangi¢ ve bitis diiglimlerinin belirtildigi u-v yiiriimesi, u-v yolu
ya da u-v izi bigiminde adlandirilacaktir. Bu farkliligin disinda, yonlii yiiriime, yonlii
yol ve yonlii iz tanimlarini birbirlerinden ayiran Ozellikler, graflardaki esdeger

tanimlari ile aynidir.
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Sekil 57: v| ve v4 diiglimleri arasinda bir yol tanimi. Ancak tersi yonde bir yol

tanimlamak miimkiin degildir

Graflarda tanimlanan bir diiglimiin derecesi kavrami, yonlii graflarda iki alt
tiir olarak karsimiza ¢ikar. Graflarda, bir diigiimiin iligkili oldugu bag sayis1 olarak
tanimlanan derece, yonlii graflarda, bagin yoniine bagli olarak i¢ derece ya da dis
derece adinm alir. Diger bir deyisle, bir diigiimiin i¢ derecesi, o diiglimle iligkili olan
ve yonii diigiime dogru olan baglar1 sayisi; dis derecesi ise, o diigtimle iligkili olan ve
yonli diiglimden disariya dogru olan baglart sayisidir (Bkz. Sekil 58). Bir v
diigiimiiniin i¢ derecesi ve dis derecesi sirastyla dig(v) ve dgs(v) ile gosterilir. Her
devirsiz yonlii graf, dig derecesi sifir olan en az bir diiglime ve i¢ derecesi sifir olan

en az bir diigiime sahiptir.

dy(vg)=3
ddq(vd:l

thvyd=1

MV } =2 ddq(vd:g
)=

dds(v5}=2

Sekil 58: I¢ derece ve dis derece kavramlari
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Teorem 12: D bir yonlii graf, |D¥=n, |[D¥l=m ve V(D)={vy, va, ..., vo} olmak iizere,

$ =S aseom
{m] =l

Bir grafin diiglimlerinin i¢ ve dis dereceleri ile o grafin komsuluk matrisi
arasinda ilging bir iligki vardir. Komsuluk matrisinde i’nci satir toplami, v;
diiglimiiniin dis derecesini verir. 1’nci siitun toplamu ise, v; diigiimiiniin i¢ derecesini

verecektir.

Sekil 59: D yonlii grafi

Sekil 59°da verilen D yonlii grafinin komsuluk matrisi ve bu matris lizerinde
diigimlerin i¢ ve dis derecelerinin, sirasiyla siitun ve satir toplamlar1 kullanilarak

hesaplanmas1 asagida gdsterilmistir:
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Teorem 13: V(D)={vi,va,...vy4} olmak ilizere, D grafinin komsuluk matrisi Ap’yi goz
oniine alalim. k>1 olmak iizere, [Ap]* matrisinde (1)) indisli terim, k uzunlugundaki

farkl1 vi-v; ylirlimelerinin sayisini verir.

Ornek olarak, Sekil 60°da verilen D yonlii grafin1 géz dniine alalim.

Sekil 60: D yonli grafi

D grafinin komguluk matrisi ve bu matrisin 3. dereceye kadar kuvvetleri

asagidaki gibi hesaplanabilir:
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01101 0 101312
1 01001 001 1 2 21
60011 1] 20001211

%l 0101 1f 4o 0 0 3 1 1}
@ 00100 001011
lo 0 01 0 o b 91 01 1

0013 4 4 3
1 0343 4
Lot €23 33
Do 0 3 2 3 3
0003 1 1
o ¢ 0 3 1 U

ﬂf} matrisinde, birinci kosegen iizerinde yer alan (i,i)’nci girdiler v;
diiglimiiniin i¢derecelerini géstermektedir. Bunlarin disinda kalan (i,j)’nci girdiler ise
uzunlugu, yani icerdigi yonlii bag sayist 2 olan vi-v; yiiriimelerinin sayisini
verecektir. Ornegin, ﬂf} matrisinin (2,4)’ncii girdi degeri olan 2, igerdigi yonli bag

say1s1 2 olan v,-vy4 ylirlimelerinin sayisidir. Bu yiiriimeler,

(V2, €4, V3, €5, V4), (V2, €8, Ve, €11, V4)

olarak belirlenebilir.

Benzer sekilde, z&f} matrisindeki (i,j)’nci girdiler ise uzunlugu 3 olan vi-v;
yiiriimelerinin sayisin1 verecektir. Ornegin, (2,3)’ncii girdi degeri olan 3, icerdigi

yonlii bag sayisi 3 olan v;-vs yiirlimelerinin sayisidir. Bu yiirtimeler ise,

(v2, e, Vg, €11, V4, €6, V3), (V2, €2, V1, €1, V2, €4, V3), (V2, €4, V3, €5, V4, €6, V3),

olarak belirlenebilir.
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(D,V(D),E(D)) bir yonlii graf olsun. Eger V(D;)cV(D) ve E(D;)cE(D)
oluyorsa (D,V(D;),E(D)) yonlii grafina D yonlii grafinin alt yonlii grafi ad1 verilir
ve bu durum D;cD seklinde gosterilir. DD ve |I¥=|I¥ | ise Dy yonlii grafina D’yi

geren alt yonlii graf ad1 verilir.

Bir D yonli grafi, eger (u,v)eE(D)<>(v,u)eE(D) oluyor ise simetrik olarak
adlandirilir. Simetrik olmayan yonli grafa asimetrik denir (Bkz. Sekil 61). Bir
asimetrik yonlii grafta, en biiyiik dis dereceye sahip diiglimden, herhangi baska bir

diigtime olan uzaklik en fazla 2 olabilir.

D, D, Dy

Sekil 61: Simetrik (D) ve asimetrik (D, ve Ds) yonlii graflar

Bir D yonlii grafi simetrik ve her u,ve V(D) ikilisi bagh ise tam simetrik
yonlii graf adini alir. Mertebesi n olan tam simetrik yonlii graf K ile gosterilir. Genel

olarak bir G grafinda, her baga karsilik iki yonlii bag atanmasi ile elde edilen yonlii
grafa, G grafindan elde edilen simetrik yonlii graf denir ve G ile gdsterilir. Bu

durumda G, G yonlii grafinin gat1 grafi olacaktir (Bkz. Sekil 62).
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Ky Ky’ Ky* Ke'

Sekil 62: Tam simetrik graflar

D yénlii grafi, her ve V(D) igin dgs(v)=di((v)=reZ" oluyor ise r-diizenli yonlii
graf adin1 alir (Bkz. Sekil 63).

ST

Sekil 63: 1-diizenli ve 2-diizenli yonlii graflar

Bir D yonlii grafinin ¢ati grafi baglantili ise D yonlii grafina baglantilidir
denir. Eger her u,ve V(D) diiglim ikilisi i¢in D grafinda bir u-v yolu ve bir v-u yolu

tanimlanabiliyorsa D grafina kuvvetli baglantilidir denir (Bkz. Sekil 64).

Yonlii graflarda d(u,v) uzaklik fonksiyonu, u ve v diiglimleri arasindaki en
kisa yonlii yolun uzunlugu olarak tanimlanir. d(u,v), yonlii graflarda bir metrik

olmaz, ¢iinkii yonlii graf simetrik degilse d(u,v) fonksiyonu da simetrik olmayacaktir.
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D1is merkez, yarigap ve ¢ap tanimlari, graflardaki tanimlarina benzer olarak
yapilirlar. Bir u diiglimiiniin dis merkezi olan e(u), u diigiimiinden en uzaktaki
diigiimiin u’dan uzaklig1 olarak tanimlanir. Bir yonli graftaki en kiigiik dis merkez
uzaklig1 yonlii grafin yaricapi, en biiylik dis merkez uzakligi ise yonli grafin capi

olarak adlandirilir.

Sekil 64: Kuvvetli baglantil1 bir yonli graf ve diiglimlerin dis merkez degerleri

2.14. Agirhikh Yonlii Graflar

Yonlii graflarda, her bir bag i¢in bir agirlik degerinin atanmasi ile elde edilen
graflara agwrlikli yonlii graf adi verilir. Diger bir deyisle, mertebesi n olan ve
biiyiikliigii m olan bir agirlikli yonlii graf, her bir w; degeri e; bagina karsilik gelen
agirlik degerini gostermek iizere, yonli graflara ek olarak W(W)={w,wa,... W}

agirliklar kiimesi ile,
W=(V(W),E(W),W(W),Iw)

seklinde belirlenir.

Yonli graflarda yol uzunlugu hesaplanirken, her bir bag 1 birim uzunlugunda
olarak degerlendirilir. Ancak yonlii graflarin, bilgisayar aglari, sehir planlama ya da
trafik denetimi gibi ger¢ek problemlere uygulamalarinda, bu yaklasim tek basina

yeterli olmamaktadir. Ornegin, sehirler arasindaki yollar1 ve bu yollarin uzunluklarimi
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gosteren bir haritada, herhangi iki sehir arasindaki uzakligin belirlenmesi

probleminin ¢ézlimiinde kullanilmas1 gereken model, agirlikli yonlii graf olacaktir.

Agirliklt yonlii graflarda diiglimler arasindaki uzaklik, baglarin agirlik
degerlerine gore hesaplanir. Dolayistyla iki diigiim arasindaki en kisa yol, her zaman
en az baga sahip olan yol olmayabilir. En kii¢iik toplam agirlik degerine sahip olan

yol olacaktir.

2.14.1. Agirhikh Yonlii Graflarda Baz1 Algoritmalar

G, mertebesi n ve biiyiikliigii q olan bir graf olsun. G’nin geren agaci, Diigiim
sayist n olan bir agacta n-1 sayida bag olacagindan, E(G) kiimesinden g-(n-1)=q-n+1
sayida bagin silinmesi ile elde edilecektir. Ancak bag silme islemi, agaclarin
ozelliklerinden dolay1, altgraf baglantili olacak ve devir igermeyecek sekilde

yapilmalidir.

Sekil 65: Geren agac icin graf 6rnegi

Sekil 65’de verilen grafin olasi biitlin geren agaglari, verilen kurallar

dahilinde Sekil 66’daki gibi elde edilebilir.
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Sekil 66: Sekil 65°de verilen grafin biitiin geren agaglari

Bir G grafinin herhangi bir T geren agacinda, bir v diigiimii i¢in,
derg(v)-derr(v)=k

esitligini saglayan k tamsayisina v diglimiiniin eksikligi, v diigiimiine ise k-eksik
diigiim ad1 verilir. Eger k=0 ise v diigiimiine derece-koruyan diigiim ad1 verilir. Bu

durumda derg(v)=dery(v) olacaktir.

Teorem 14: G, mertebesi n, biiylikliigii q olan baglantili bir graf olsun. Bu durumda,
G’nin herhangi bir geren agacindaki diiglimlerin eksiklerinin toplami 2(q-n+1)

olacaktir.

Agirlikli graflarda geren agaclar, ¢ok sayida alana uygulanabilen bazi
problemlerin odaginda yer alirlar. Bu problemlerin en &nemlilerinden birisi de,
minimum geren agacin bulunmasidir. Diger bir deyisle bu problem, G grafinin geren

agaclar igersinden, toplam agirlik degeri en kiiclik olan agacin bulunmasi olarak
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ifade edilebilir. Algoritma 2, Kruskal (1956) tarafindan gelistirilmistir ve agirlikli bir

grafin minimum geren agacini hesaplamaktadir.

Algoritma 2: Mertebesi n olan baglantili bir G grafinin minimum geren agacinin

bulunmasi (Kruskal, 1956).

Girdi : G: Baglantili agirlikli graf, |G|=n.

Adim-1: S=@, L:E(G)’de yer alan baglarin agirlik degerlerine gore kiigiikten

biiyiige dogru birincil sirali, alfabetik olarak ikincil sirali listesi.

Adim-2: e, L listesinde yer alan baglardan, e¢S ve <Su{e}> bag-indirgenmis
altgrafi devirli olmayacak sekilde se¢ilen, siradaki bag olsun. S=Su{e}

alalim.

Adim-3 : |S|=n-1 ise dur; sonug S kiimesidir. Aksi halde 2. Adima git.

Kruskal algoritmasini, giinliik hayattan alinmig bir Ornek {izerinde
calistiralim. Sekil 67°de verilen agirlikli graf, belirli bir bolgede yer alan yerlesim

merkezleri ile bunlar arasindaki mesafeleri gésteren yerlesim planini gostersin.

Sekil 67: Bir yerlesim planin1 gosteren agirlikli graf

Problem, bu planda yer alan diigiimlerin gosterdigi yerlesim merkezlerinin
hepsini birbirine baglayacak, ancak maliyetin minimum olmasi agisindan en kisa

yollarin secilmesi ile olusturulacak yol haritasinin elde edilmesidir. Bu da, planin
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tamamia karsilik gelen agirlikli grafin minimum geren agacinin hesaplanmasi

problemine karsilik gelecektir.

L=[bf(1), ab(2), cf(3), be(4), ae(5), cg(6), dh(7), ei(8), gk(9), ad(10), gm(11), fj(14),
ik(14), ii(18), hi(20), ck(25), gl(30), k1(30), Im(30), mn(30)]

L listesinde alt1 ¢izili olan baglar, devir olusturduklarindan algoritmanin
ikinci adiminda S kiimesine dahil olmayan baglardir. Buna gore, algoritma 3. adimda
sonlandiginda S kiimesi, yani verilen agirlikli grafin minimum geren agaci, Sekil

68’deki gibi olacaktir. Diyagramda, elenen baglar kesikli ¢izgilerle gosterilmistir.

Sekil 68: Sekil 67°de verilen agirlikli grafin hesaplanan minimum geren agaci

Probleme doniilecek olursa, elde edilen minimum geren agag, agirlikli grafta
yerlesim merkezleri arasinda en diisiik maliyetle gergeklestirilecek yol planina

karsilik gelecektir.

Agirlikli yonlii graflarda bir diger 6nemli problem, iki diiglim arasindaki en
kisa yolun hesaplanmasidir. Bu yol, diigiimler arasindaki, toplam agirlik degeri en

kiictik olan, dolayisiyla da birgok uygulama icin en fazla tercih edilebilir olan yola
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karsilik gelecektir. Bu problemin ¢oziimii i¢in bir¢ok algoritma gelistirilmistir, ancak

bunlarin ilki, 1959 yilinda Dijkstra tarafindan verilmistir.

Dijkstra algoritmasi, hem agirlikli graflara, hem de agirlikli yonlii graflara
uygulanabilmektedir. Algoritmanin amaci, t ile gosterilen bir hedef diigiimiin, r ile
gosterilen bir kok diiglime olan uzakliklar1 arasinda, en kisa olanini hesaplamaktir.
d(v), v digimiinin r digliimiine uzakligini, N(v) ise v diiglimiinin komsu

diigtimlerinin listesini gdstermektedir.

Algoritma 3: Bir W agirlikli yonlii grafinda r kok diiglimi ile t hedef diigiimii
arasindaki en kisa yolun hesaplanmasi (Dijkstra, 1959). Algoritmada yer alan d(v), v
diigimiintin kok diiglime uzakligini; N(v) ise v diiglimiine komsu olan diiglimlerin

kiimesini gostermektedir.

Girdi: W: Agirlikli yonlii graf; r: kok diigimdi; t: hedef diigiimii.

Adim-1: d(r)=0, v#r i¢in d(v)=co olarak belirlenir.

Adim-2 : T=V(W), u=r.

Adim-3 : u#t oldugu siirece yap:
Her veN(u) i¢in yap:
Eger veT ve d(v)>d(u)+w(uv) ise d(v)=d(u)+w(uv)
T=T-{u}

u,T kiimesinde d(u)’nun minimum oldugu diigiim olsun.

Adim-4 : Dur. Sonug d(t)’dir.

Ornek olarak, Sekil 69°da verilen agirlikli yonlii grafta, r ve t diigiimleri

arasindaki en kisa yolu Dijkstra algoritmasini kullanarak hesaplayalim.
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Sekil 69: Dijkstra algoritmasi i¢in 6rnek bir agirlikli yonli graf

T={a,b,c,d,e,r,t}, u=r ve N(r)={a,b,c} olur. Ik olarak bu diigiimlerin hepsinin
r diglimiinden uzakliklar1 o olarak tanimlandigindan, algoritmanin 3. adim
uzakliklar1 d(a)=4, d(b)=1 ve d(c)=3 biciminde yeniden tanimlar ve r, T kiimesinden
silinir. d(b)=1, T’deki en kiiciik uzaklik oldugundan, u=b olur ve b#t oldugundan 3.

adim tekrarlanir.

b diigiimiini merkez kabul edersek, uzakliklar1 arastirilacak diigiimler
N(b)={a,e} olacaktir. d(a)=4>1+2=3 oldugundan, d(a)=3 olur. Benzer sekilde
d(e)=00>1+3 oldugundan, d(e)=4 olarak yeniden deger alir. b, T kiimesinden silinir.
T’deki diiglimlerden en kiiciik uzaklik degerine sahip olanlar a ve ¢ diiglimleridir. a

diiglimii ayn1 zamanda N(b)’de yer aldigindan, u=a olur.

N(a)={d,e}, d(d)=0>3+6=9 ve d(e)=4=3+1=4 oldugundan, d(d)=9 olarak
hesaplanir. Ancak d(e) degeri bu adimda yeniden deger almaz, eski degerini korur. a,
T kiimesinden silinir. d(c)=3, T’deki en kiiciik uzakliktir. Dolayisiyla bir sonraki

adimda u=c olacaktir.
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N(c)={t} oldugundan, sadece d(t) degerine bakilacaktir. d(t)=0o>3+5=8
oldugundan, d(t)=8 olarak hesaplanir ve c, T kiimesinden silinir. T kiimesinde geriye
kalan d,e ve t diigiimlerinden en kiigiik uzaklig1 sahip olani, e diigiimiidiir (d(e)=4).
Dolayisiyla u=e alimir. N(e)={d,t} i¢in, d(d)=9>4+1=5 oldugundan d(d)=5 olarak
deger alacaktir. Ancak d(t)=8<4+6=10 oldugundan, t diiglimiiniin uzaklig1 bu adimda

hesaplanmaz. e diigiimii de T kiimesinden silinir ve u=d alinir.

T kiimesinde geriye kalan tek diiglim t oldugundan ve d(t)=8>5+2=7
oldugundan, d(t)=7 degerini alacaktir. u=t oldugundan dongii ve algoritma sonlanir, r

ve t dliglimleri arasindaki en kisa uzaklik 7 birimdir.

Dijkstra algoritmasi, iki diigiim arasindaki en kisa yolun uzakligini hesaplar,
ancak bu yolu belirlemez. Ornekte, r ve t diigiimleri arasindaki, uzakligi 7 birim

olarak hesaplanan en kisa yol, Sekil 70’de verilmistir.

Sekil 70: Sekil 69°da verilen grafta, r ve t diiglimleri arasindaki en kisa yol
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BOLUM 3

HiPERORTAM VE GEZINMENIN MODELLENMESI

Hiperortam ve hiperortamda gezinmenin graf teorisinde modellenmesi,
birbirlerine ¢ok benzer de olsalar, ayr1 ayri ele alinmalar1 gereken konulardir. Graflar
hiperortamin, genel anlamda ise web’in modellenmesi i¢in son derece uygun bir yapi
olustururlar. Dolayisiyla, bilgisayar aglari ve web iizerinde yapilan c¢esitli

arastirmalarda kullanilan baslica araglar olmuslardir.

3.1. Hiperortamin Modellenmesi

Bir hiperortam, evreni internet olan bir drneklem olarak disiiniilebilir. Bu
durumda sonlu mertebeli bir yonlii graf, basit bir hiperortamin modellenmesi igin
yeterli olacaktir. Asagida, hiperortam modelinin tanimi verilmistir. Graf tanimi ile
olduke¢a benzerlik gosteren bu tanim, daha sonra tanimlanacak olan 6l¢ii ve metrikler

icin de yeterli bir taban olusturacaktir.

Graflarda, grafin tanimlanmasi1 ile baglayan biitiin  kavramlarin
tanimlanmasinda ve teoremlerde, graf teorisinin kendine 6zgii dilinin kullanilmast,
dogal olarak bir zorunluluk olmustur. Ancak hiperortamlarda, benzer kavramlar i¢in
isimlendirme yapilirken internetin mevcut kavramlari uygun olduklar1 olclide
kullamlmuslardir. Ornegin, graflarda yer alan ve baglara 6zgii bir kavram olan
“dongli” yerine, bunun internet jargonundaki karsiligi olan “capa” (anchor) terimi

tercih edilmistir.

Tamm 8: Bir H hiperortam:, S[H] ve B[H] kiimeleri asagidaki gibi tanimlanmak
tizere, H=(S[H],B[H]) bi¢iminde gosterilir.
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1. S[H]={s1,s2,...,Sm} kiimesi hiperortamin sayfalar kiimesini olusturur. Bu kiimede
sl sayfasi, anasayfay1 gosterir.

. 1<1,j<m i¢in s;,s;€ S[H] ve 1<k<n i¢in bi=(s;,s;) ikilileri degismeli olmasin. Yani
bi=(s;,s;)#(s;,si)=bx (1<t<n) oldugunu  varsayalim. Bu durumda
B[H]={bi,b,...,bn} kiimesi hiperortamin baglantilar kiimesini olusturur. Burada,
bx=(s;,sj) baglantis1 i¢in s; ve s; sayfalarina by baglantisinin u¢lar: ad1 verilir.

iii. S[H] ve B[H] kiimelerinin eleman sayilart olan m ve n tamsayilar1 sirasiyla
hiperortamin sayfa sayis1 ve baglanti sayisidir ve s(S[H])=[H=m ve

s(B[H])=||H||=n seklinde gosterilirler.

Graf tanimindan farkli olarak hiperortamin taniminda, sayfalar arasindaki
baglantilar1 gésteren baglantilar kiimesi degismeli olmayan sayfa ikililerinden olusur.
Dolayisiyla hiperortam taniminda, graflardaki etki doniisiimiiniin kullanilmasina
gerek kalmamaktadir. Bunun yerine degismeli olmayan sayfa ikilileri, baglantilarin
yonlerinin belirlenmesini saglamaktadir. Ornegin baglantilar kiimesinde yer alan
(s3,84) ikilisi, s3 sayfasindan s; sayfasina dogru tek yonlii bir baglantiyr
gostermektedir. Buna karsilik, eger kiimede (s4,s3) ikilisi bulunmuyorsa bunun

anlami, s4 sayfasindan s3 sayfasina herhangi bir baglantinin bulunmadigidir.

Graflarda diiglimler 06zdestir. Diger bir deyisle her diglimiin, diger
diiglimlerle ayni 6zelliklere sahip oldugu varsayilir. Ancak hiperortamda bu durum
her zaman gecerli olmayabilir. Sayfalarin birbirlerinden farkli 6zelliklerinin,
hiperortamm taniminda vurgulanmalari gerekebilir. Sayfalar bir say1 ile
degerlendirildikleri ve ileride bahsedilecek olan sayfa agirligi1 gibi nicel 6zelliklerin
yani sira, cogunlukla bazi nitel 6zelliklere de sahip olurlar. Bunlardan en énemlileri,
sayfanin anasayfa olup olmadig1 ve o sayfadan internet evrenine bir baglant1 bulunup
bulunmadigidir. ik 6zellik, bir hiperortamda ana sayfanin her zaman s; adi ile
etiketlenmesi ile ¢oziilmiistiir. Diger nitel 6zellik, bir sayfada yer alan ve internet
ortamindaki herhangi baska bir hiperortama olan baglantinin belirtilmesidir. Bu

ozellik, hiperortamin dis diinyaya kapali olup olmadigini belirleyen 6nemli bir
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ozelliktir. Bu ozellige sahip olan sayfalar, hiperortamin taniminda belirtilirler ve

diyagramda disariya dogru bir ok simgesi ile isaretlenirler (Sekil 71).

Uygulamanin niteligine gore video igerme, ¢evrimigi test sayfasi olma ya da
form gonderme sayfasi olma gibi sayfalarin sahip olabilecekleri farkli 6zellikler,
hiperortamin diyagraminda farkli sekil ve/veya renklerde gosterilebilirler. Bu
durumda, grafiklerde oldugu gibi diyagramla birlikte verilecek bir gosterge semasi

yeterince aciklayici olacaktir.

Ornek 9: Sekil 71°de diyagrami verilen H hiperortamim géz oniine alalim. Bu
hiperortaml, S1 anasayfa Ve b1=(Sl,S4), b2=(S1,Sz), b3=(S1,S3), b4=(S1,S5), b5=(S5,S1),
be=(s3,85), b7=(s5,83), bs=(83,2), bo=(52,83), bi1o=(52,84), b11=(53,84), b12=(54,83),

b13=(s4,85), b14=(ss,54) olmak lizere,
S[H]={s1,52,53,84,55} ve B[H]={b,,b3,bs,bs,bs,b7,bg,bg,b10,b11,b12,b13,b14}

kiimeleri kullanilarak H=(S[H],B[H]) seklinde gosterilebilir. Burada s; ve ss sayfalari
internet ¢ikisina sahiptirler. Ayrica bu hiperortamin sayfa sayisi ve baglanti sayisi

sirastyla [H|=5 ve ||[H||=14 olacaktir.

Sekil 71: H hiperortaminin diyagrami



79

Bir hiperortamda, sayfalara ya da baglantilara birer deger atanmasinin
gerektigi durumla olabilir. Ornegin uyarlanabilir hiperortamlarda siklikla kullanilan
Bayes aglarinda, agda yer alan her bir baglantinin hesaplanan bir kosullu olasilik
degeri bulunmaktadir. Benzer sekilde, web iizerinde g¢alisan arama motorlarinda
karsilastigimiz “sayfa popiilaritesi” kavrami da, sayfalara atanan bir tiir deger olarak
diisiiniilebilir. Bu gibi durumlara karsilik, graflarda yer alan “agirlikli graf”
kavramindan yola ¢ikilarak, sayfa-agirlikli, baglanti-agirlikli ya da her ikisinin birden

bulundugu agwrlikli hiperortam tanimi asagidaki gibi yapilabilir.

Tamm 10: [H=m ve ||H||[=n olmak tizere, H=(S[H],B[H]) hiperortamin1 gbz 6niine

alalim.

1.  1<i<m i¢in her bir s; sayfasma karsilik bir d; agirlik degerinin atandigi
Sa[H]={d,,ds,...,dm} sayfa agirliklart  kiimesi ile H=(S[H],B[H],Sa[H])
hiperortamina sayfa-agwrlikli hiperortam adi verilir.

ii. 1<j<n i¢in her bir b; baglantisina karsiik bir a; agirhik degerinin atandig:
Ba[H]={a,a,,...,an}  baglanti agwrliklar: kiimesi ile H=(S[H],B[H],Ba[H])
hiperortamina baglanti-agirlikli hiperortam ad verilir.

iii. 1<i<m ve 1<j<n i¢in her bir s; sayfasina ve b; baglantisina karsilik sirasiyla bir d;
ve bir a; agirlik degerinin atandig1 Sa[H]={d,,d,,...,dn} sayfa agirliklar1 kiimesi
ve Ba[H]={a;,az,...,an} baglant1 agirliklar kiimesi ile
H=(S[H],B[H],Sa[H],Ba[H]) hiperortamina sayfa&baglanti-agirlikli hiperortam

ad1 verilir.

Ornek 10: Sekil 72’de verilen H=(S[H],B[H],Sa[H],Ba[H]) hiperortami, acik bir
sayfa&baglanti-agirlikli hiperortamdir. Diyagramla birlikte verilen gosterge semast,
sayfalarin farkli nitel oOzelliklerini gdstermektedir. Bu hiperortami olusturan
kiimeleri, b;=(s1,86), bo=(s1,52), b3=(51,84), bs=(51,83), bs=(83,81), b=(52,54), b7=(54,52),
bs=(52,87), bo=(84,87), b10=(87,84), b11=(86,87), b12=(84,86), b13=(86,S5), b14=(54,55),

bis=(s3,55) olmak lizere,

S[H]={51,52,53,54,85,6,57}, B[H]={b2,b3,b4,bs,bs,b7,bs,b9,b10,b11,b12,b13,b14,b15},
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Sa[H]={2,5,12,14,9,1,8}, Ba[H]={0,2,1,0,1,1,0,7,2,5,9,1,6,4,1}

biciminde yazilabilir.

() Video icerigi
() Formigerigi
@ VeritabaniBaglantisi
I$ Dis Hiperortam Cikisi

Sekil 72: Sayfa&Baglanti-Agirlikli 6rnek bir H hiperortaminin diyagrami

3.1.1. Hiperortamlarla flgili Temel Kavramlar

Bir H=(S[H],B[H]) hiperortaminin biitlin sayfalar1 arasinda baglanti1 varsa bu
hiperortama tam hiperortam denir. Boyle bir hiperortamda, |[H=m olmak iizere
m(m-1) tane baglant1 bulunacaktir. Diger bir deyisle sayfa sayis1t m olan bir tam

hiperortam, m tane sayfa ile olusturulabilecek en kapsamli hiperortam olacaktir.

Eger S[H] kiimesi bir dis hiperortam baglantisina sahip olan hicbir sayfa
icermiyorsa kapalt hiperortam, aksi halde ag¢ik hiperortam adim alir. H
hiperortaminda, uglar1 ayn1 sayfa olan baglantilara ¢apa (anchor) adi verilir. Ayni
sayfa ikilisi arasinda yer alan birden ¢ok sayidaki baglantilara ise paralel baglantilar
denir. Hi¢bir ¢apa ya da paralel baglanti icermeyen kapali hiperortamlara basit

hiperortam adi verilir.
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,,,,, sk-1. sk€S[H] olmak {tizere (i,k<|H|), bu sayfalardan ve b;=(s;,s1),
b=(si,$2), ..., bka=(si,8k-1), bx=(si,sx) baglanti dizisinden olusan yapiya H
hiperortaminda bir dallanma adi verilir. Benzer sekilde, s;, si, S2, . Sk1, Sk
sayfalarindan ve b;=(s;,s1), bo=(s1,82), ..., b-1=(Sk-1,¢), bx=(sk,si) baglant1 dizisinden

olusan yapiya ise H hiperortaminda bir devir ad1 verilir. (Sekil 73).

Sekil 73: Hiperortamlarda “Dallanma” ve “Devir” yapilari

En az bir dallanma iceren hiperortama dallanmali hiperortam, hicbir
dallanma igermeyen hiperortama ise dogrusal hiperortam adi verilir. Eger
hiperortamin kendisi bir biitiin olarak devir yapisinda ise bu hiperortama devirli

hiperortam denir.

H ve J iki hiperortam olsun. S(J)cS(H) ve B(J)cB(H) ise J hiperortamina H
hiperortaminin alt hiperortami adi verilir ve bu durum JcH seklinde gosterilir. Eger
JcH ve S[J]=S[H] ise J’ye H’yi geren alt hiperortam ad1 verilir. Eger JcH ve J bir

tam hiperortam ise J’ye H hiperortaminda bir tam sayfa grubu adi verilir.

Herhangi bir seS[H] sayfasi icin, s sayfasina baglantis1 olan sayfalarin
say1sina s’nin i¢ derecesi denir ve deri(s) ile gosterilir. Benzer sekilde, s sayfasindan

diger sayfalara olan baglanti sayisina ise s’nin dis derecesi denir ve derg(s) ile
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gosterilir. s sayfasinin i¢ ve dis derecelerinin toplamina s sayfasinin derecesi denir ve

der(s) ile gosterilir. Diger bir deyisle,

der(s)=deric(s)+derg;(s)

olur.

Iki sayfa arasindaki uzakligi sayfalar arasindaki baglanti sayisi olarak
tanimlarsak, bir s sayfasinin dus sayfa uzakligi olan dsu(s), s sayfasindan en uzaktaki
sayfanin, s’den uzaklig1 olarak tanimlanir. Bir hiperortamdaki en kiiciik dis sayfa
uzaklig1 hiperortamin yaricapi, en biiyiik dis sayfa uzakligi ise hiperortamin ¢api
olarak adlandirilir. H hiperortaminin yaricapt ve g¢api sirastyla r(H) ve R(H) ile

gosterilir.

-
e

Sekil 74: JcH “tam sayfa grubu”, by ve b, “paralel baglantilar” ve b “capa”dir

Geren alt hiperortam ile geren altgraflar ve agaclar arasindaki iligkiye paralel

bir iligki de hiperortamlar i¢in kurulabilir. Graflarda aga¢ taniminda yer alan
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“baglantililik” kavrami, hiperortamlar i¢in ¢ok uygun bir tanimlama olmayacaktir.
Bir hiperortamda, bagimsiz bir sayfanin bulunmasi, hiperortamin biitiinligii
acisindan anlamli degildir. Diger bir deyisle hicbir hiperortam, baglantisiz bir sayfa
icermeyecektir. Dolayisiyla graflardaki aga¢ tanim1 hiperortamlarda, “hicbir devir ve
capa igcermeyen hiperortamlara agag-tiiriinde hiperortam denir”  bigimine

indirgenecektir.

Bir hiperortamin geren alt hiperortami agag tiiriinde ise, bu hiperortami geren
agac denir. Geren agaclar, hiperortamlar i¢in 6nemli bir degerlendirme ya da insa
etme araci olabilirler. Sonug olarak bir hiperortamin geren agaci, o hiperortam i¢in
minimum sayida baglanti iceren modeli olacaktir. Baglanti-agirlikli hiperortamlarda
ise minimum geren aga¢ algoritmalari, aynen graflarda oldugu bigimleriyle
calistirilabilirler. Bir hiperortamin bdyle bir algoritmadan elde edilen geren agaci ise,
s6z konusu hiperortamin yapisinda olan, ancak en az toplam agirlik degerine sahip

olan hiperortami verecektir.

Sekil 75: Bir H hiperortami1 ve onun bir geren agaci olan T hiperortami
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3.2. Gezinmenin Modellenmesi

Hiperortamda gezinme, bir kullanicinin sayfalar arasindaki baglantilar
izleyerek gerceklestirdigi hareketlilige verilen isimdir. Diger bir deyisle gezinme, bir
sayfadan diger bir sayfaya, bu sayfalarin aralarinda yer alan baglanti kullanilarak
gerceklestirilen yer degistirmelerin bir dizisidir. Parunak’a (1989) gore ise gezinme,
bir kisinin nerede oldugunu, nereye gitmek istedigini ve oraya nasil gidecegini
bilmesi demektir. Gezinme kavraminin modellenmesinde dikkat edilmesi gereken
nokta, gezinme bilgisinin 6zel olarak hazirlanmig bir hiperortamda gerceklestirilen
izleme verileri kullanilarak olusturulmasi gerekliligidir. Herhangi bir kullanicinin
internetin biitlini lizerindeki gezinmesi, gezinme bilgisi ortamin biitiinii ile beraber
ele alindiginda anlamli oldugundan, yapilacak deneysel bir arastirma i¢in ¢ok da
kullanigli bir bilgi kaynagi olmayacaktir. Ciinkii internetin biitiinii, yogunluk,
dogrusallik gibi kavramlar i¢in degil, pek de giivenilir olmayan “aga bagli toplam

bilgisayar sayis1” gibi nicelikler i¢in 6l¢iilebilir bir yapidadir.

Gezinmede gbéz Onilinde bulundurulmasi gereken diger bir 6nemli nokta,
gezinmenin gerceklestirildigi hiperortamda yer alan, tasarimci tarafindan gelistirilmis
0zel araclar olan “gezinti yardimcilari”nin yam sira, kullanicinin, internet tarayici
yaziliminin sundugu, gezinmeyi kolaylastiran olanaklardan da yararlanabilip
yararlanamayacagiin belirlenmesidir. Ham veri anlaminda, kullanici tarafindan
gerceklestirilen biitiin davranislar, gergeklestirilme sekli nasil olursa olsun gezinmeyi
modelleyecek birer bilgi kaynagi olarak degerlendirilmelidir. Dolayisiyla bu gibi
kisitlamalar, dogrudan tasarimci/egitimci tarafindan onceden belirlenecek esaslara
dayali olarak gerceklestirebilir. Ornegin, biitiin internet tarayict yazilimlarinda
bulunan ileri ve geri diigmeleri, sayfalar arasinda dogrusal olarak gezinmeyi
kolaylastiran araclardir. Ancak dogrusalin yani sira dallanmali olarak gezinmeye
olanak taniyan bir tasarimda, gezinmede tarayict yazilimimin ileri ve geri

diigmelerinin kullanilmas1 gezinme kontroliiniin uygulamacinin elinden ¢ikmasina
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yol agabilir. Bu gibi durumlarda, tarayici yaziliminin bu olanaklarinin iptal edilmesi

uygun olacaktir.

Gezinme, genel anlamda sayfa&baglanti-agirlikli bir hiperortam modeli
olarak diisiliniilebilir. Gezinmenin degerlendirilmesi genellikle, baglantili oldugu
hiperortamla birlikte yapilmaktadir. Yani gezinmenin kendisi kadar, ne iizerinde
gezinildigi de ayni Olglide anlamli olmaktadir. Bu durumda gezinme modelinin

taniminin, bir hiperortam {izerinde yapilmasi uygun olacaktir.

Tanim 11: Herhangi bir H hiperortamini géz 6niine alalim. Sip> Sigs ++os simeS[H]; bjl,

b, ..., bi,,_IEB[H] ve bjﬂ: baglantist s;_ ve 8,__ sayfalar arasindaki baglanti olmak

lizere,
1. G:{(sila bj]’ S{:), (S{:: bj-\.’ S-'l_:)’ (KX (3{%___: bin-.:’ a{m_l)o (llIL-l, bjl:l.-l, S"'n)} $eklinde
tanimlanan G kiimesine H hiperortamu tizerinde bir gezinme adi verilir. s;_=3__,

olmas1 durumunda, ayni sayfa icersinde gerceklestirilen bu gezinme adimina bir

¢apa gezinmesi adi verilir. Bu durumda s;_ ve s, sayfalar arasinda bulunan

baglant1 da bir ¢apa olacaktir (Sekil 76).

ii. d;_sayst s sayfasmin agirlik degerini gostermek tizere, Gs={(s; , d;, bjl, 5,),

(5, diy By ) s (5 nd By s ), (s od L By L os)) seklinde

tanimlanan Gs dizisine H hiperortami iizerinde bir sayfa-agirlikli gezinme adi
verilir.

iii. a, sayist h; sayfasimn agirhk degerini gostermek iizere, Gs={(s;, hjl’ A 5..),
m mn 4

Gip Bypayp Sd oo (B By o8 ), (B By o3y, 5)b seklinde
tanimlanan Gg dizisine H hiperortami tizerinde bir baglanti-agirlikli gezinme ad1
verilir.

iv. d;_ sayist s sayfasin agirlik degerini ve a;_ sayisi I:ajIL sayfasimin agirlik

11°

degerini gostermek tizere, Gsp={(5; de bh’ a si:), (5@ dL:, b ,a, 5-3), e
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(sin_:, d*H, bin..:’ 3 sm)’ (5‘1-1’ d*m’ b'in-l’ Y 5, )} seklinde tanimlanan Gsp

dizisine H hiperortami tizerinde bir sayfa&baglanti-agirlikli gezinme ad1 verilir.

Sekil 76: b; baglantis1 bir ¢apa, (s2,bs,s;) gezinme adimi ise bir ¢apa gezinmesidir

Gezinme modelinin taniminda dikkat edilmesi gereken nokta, gezinmenin
agirlik degerlerinin, eger varsa hiperortamin sayfa ve baglanti agirliklarindan
bagimsiz olabilecekleridir. Diger bir deyisle, bir gezinmenin sayfa ve/veya baglanti
agirliklari, tizerinde tanimlandigi hiperortamin sayfa ve/veya baglanti agirliklar ile
iliskili olabilecegi gibi, bunlardan tiimiiyle bagimsiz olarak da diisiiniilebilir. Agirlik
degerlerinin gezinmenin taniminda yer almalarinin gerekliligi de buradan

dogmaktadir.

Ornek 11: Bir H hiperortami ve bu ortamda asagidaki sekilde tanimlanan G

gezinmesi, Sekil 77°de gosterilmistir.

G={(51,b3,54),(54,b10,53),(53,b11,85),(55,012,83),(53,b15,56),(S6,b13,57),(7,b14,85) }

Benzer sekilde ayni hiperortam iizerinde, sirasiyla sayfa-agirlikli, baglanti

agirlikl ve sayfa&baglanti-agirlikli gezinmeleri agagidaki gibi tanimlanabilir.

Gs={(81,2,b3,54),(54,2,b10,83),(53,1,b11,85),(55,14,b12,53),(53,0,b15,6),(S6, 7,b13,57),
(57,9,b14,85)};

GB:{(SlabS': 1 984)7(S4ab10:5:s3)9(s37b11712385):(559]31291 1,S3),(S3,b15, 1 986)7(S6ab1377as7)9
(87,014,9,85)};



87

GSB:{(51,3,b3, 1 ,S4),(S4,2,b10,5,S3),(S3,1,b11,12,85),(85,3,b12,1 1,S3),(S3,10,b15,1,56),
(86,7,b13, 12,57), (S7,8,b14,0,85)} .

Sekil 77: Bir gezinme 6rnegi

3.2.1. Gezinmeyle Tlgili Temel Kavramlar

H hiperortami tizerinde gergeklestirilen bir G={(s; , ..., 5;,), (5. .-+, 53.), -

1_17 o

(si}ﬁ, e sin.1)’ (s"m’ ..., 5. )} gezinmesini goz Oniine alalim. G kiimesinin eleman

sayisina G gezinmesinin uzunlugu denir ve |G| ile gosterilir. Ornegin sekil 77°de

verilen gezinmenin uzunlugu |G|=7 olarak hesaplanir.

JcG altkiimesine, G gezinmesinin bir alt gezinmesi ad1 verilir.

3.2.2. Gezinmenin Siniflandirilmasi

Hiperortamda gezinme kavrami, gerceklestirilen aragtirmalarin niteligine
uygun olarak cesitli sekillerde siniflandirilmistir. Gezinme stratejileri olarak da

adlandirilan bu siniflandirmalarin basinda, daha ¢ok yapay zeka alaninda bilgi arama
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yontemi olarak kullanilan algoritmalardan esinlenilerek yapilan ve dort kisimdan
olusan smiflandirma gelir. Bu smiflandirmaya gore hiperortamda gezinen bir
kullanici, derinlemesine (depth-first), genislemesine (breadth-first), derinlemesine-

genislemesine ya da rastgele stratejilerden birisine gore hareket edecektir (Sekil 78).

Literatiirde yer alan siniflandirmalarin disinda graf teorisinde var olan
“yiirime” kavramindan esinlenilerek, model {izerinde gerceklestirilecek yapisal
analizlerde kullanilabilecek, agik-kapali gezinme ve izlence-yol bigimindeki iki farkl

siniflandirma asagidaki sekilde yapilabilir.

Sekil 78: (a) Derinlemesine, (b) Genislemesine, (¢) Derinlemesine-Genislemesine

gezinme stratejileri



89

3.2.2.1. Acik ve Kapal Gezinme

GZ{(sil, e Si:)’ (si:, e sg), e (Si‘:u.-l’ oo 51-}1), (55.1’ oo Si1)} seklinde

tanimlanan, yani ilk ve son sayfasi ayni olan bir gezinmeye kapali gezinme adi

verilir. Bir gezinme kapali degilse a¢ik gezinme adini alir (Sekil 79).

(a) (b}

Sekil 79: (a) Kapali ve (b) agik gezinmeler

3.2.2.2. izlence ve Yol Tiiriinde Gezinmeler

Bir G={(s;;, by» 5i,)s (5i s 8i)s oo (B o By o8y ) (8 o By o o5))
gezinmesini goz Oniine alalim. Bu gezinmede her bir b; baglantisi birbirlerinden

farkliysa bu gezinmeye bir iz/lence ad1 verilir. Diger bir deyisle izlence, tekrarlanan

hicbir baglantinin bulunmadig1 gezinme tiirii olarak tanimlanir (Sekil 80).

H hiperortami {izerindeki G={(s.l1, e 513), (S‘-J’ cee 513), e (alﬂ, e 11_1),
(51}1, ..., 5_)} gezinmesini ele alahm. Bu gezinmede, kiimenin ilk elemanindan

baslayarak ardisik elemanlardan ilkinin son sayfast ve ikincinin ilk sayfasi,
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gezinmenin dogasi geregi ayni olacaktir. Bu sekildeki s sayfalarinin her

> Sig> oos S

birinin, kiime igersinde yalnizca bir ardisik ikilinin son ve ilk sayfasi oldugu
gezinmelere yol adi verilir (Sekil 80). Omegin {(s1,b1,82), (82,b2,83), (83,b3,86),
(s6,b4,87), (s7,bs,85)} gezinmesi bir yol tanimlarken, {(si,b;,s2), (S2,b2,83), (53,b2,82),
(82,b4,85), (s5,b4,84)} gezinmesi bir yol tanimlamaz. Ciinkii bu gezinmede koyu renkle

gosterildigi gibi s, sayfasi iki farkli elemanin son ve ilk sayfasidir.

Sekil 80 (a)’da verilen {(s1,b1,s3), (53,b3,88), (88,b16,54), (S4,b5,81), (S1,b6,52),
(s2,b7,85), (S5,bs,89) , (S9,bo,88)} gezinmesi bir izlencedir. Koyu renkle gosterilen ve
tekrarlanan s; ve sg sayfalari nedeniyle bu gezinme bir yol tanimlamaz. (b)’de verilen
{(s1,b6,82), (52,b15,86), (S6,b12,59), (59,D9,88), (S8,b16,54), (S4,b4,87)} gezinmesi ise bir

yoldur.

Sekil 80: (a) izlence ve (b) yol tiiriinde gezinmeler

Her yolun ayni zamanda bir izlence oldugu aciktir. Ayrica hicbir kapali
gezinme ya da kapal1 bir alt gezinmeye sahip olan bir gezinme, yol olamaz. Eger s;
ve s; sayfalar1 arasinda yol tiirlinde bir gezinme varsa bu gezinme bir s;-s; yolu olarak

adlandirilir.
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3.3. Matris Gosterimler

Hiperortam ve  gezinmenin  modellenmesi, matematiksel olarak
yapilandirilmis bu ortamda oOl¢ii ve metrik olarak siiflandirilabilecek ¢esitli
formiillerin tanimlanmasina olanak vermektedir. Modellemenin ilk asamasi, ele
alman konuda yer alan biitlin kavramlarin, tartismaya agik herhangi bir nokta
icermeyen matematiksel kesinlikteki tanimlarinm yapilmasidir. ikinci asamada ise,
tanimlanan kavramlarin bilinen matematiksel nesnelerle iliskilendirilmeleri konusu
tizerinde durulur. Boyle bir iligkilendirme, lizerlerinde cebirsel ya da algoritmik
yapilarin tanimlanabildigi matematiksel nesnelerin bu 6zelliklerinin tiimiinii ya da bir

kismini, modelde yer alan kavramlara aktarabilme 6zgiirliigii saglayacaktir.

Graf-temelli hiperortam ve gezinme modelde kullanilabilecek en uygun
matematiksel nesneler, dogal olarak matrislerdir. Matrisler, gerek cebirsel yapilari,
gerek iizerlerinde her tiirlii algoritmanin tanimlanabilmesine olanak veren bigimsel
ozellikleri sayesinde graf teorisi, dolayisiyla da hiperortam ve gezinme modeli i¢in

oldukca uygun bir altyap1 olustururlar.

3.3.1. Baglantihilik Matrisi

Bir H=(S[H],B[H]), [H|=n, hiperortam1 i¢in, sayfalarin birbirleri ile

baglantililik durumlarini veren baglantililik matrisi,

- il Egers ves soyfolon arsindo en oz bir boglunts vorso;
%710 Aksi halde.

olmak iizere,
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11z Ut dyy
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seklinde tanimlanir. Sekil 81°de bir H hiperortami ve onun baglantililik matrisi

verilmigtir.

COoODOORrED 0D
CODOOREDO0DOD
CODOORD 00O

CoD o oo o oo
L= = T S = R e T e S e T e R
L= = = T S S = L= =]
L= e e R = e e e T S S
ol ol e =T = = T = T i = T =]
2 QD Qoo QPR
oL ddoooPEra

>
T

Sekil 81: H hiperortami1 ve Ay baglantililik matrisi

Sayfa-agirlikli,  baglanti-agirhkli  ya  da  sayfa&baglanti-agirlikli
hiperortamlarda da baglantililik matrisi ayn1 sekilde tanimlanir. Diger bir deyisle bu
hiperortamlar i¢in matrisin girdileri, baglanti degerlerinden bagimsiz olarak ele

alinir.

Sayfalarin i¢ ve dis dereceleri ile baglantililik matrisi arasinda, graflardakine
benzer bir iligki kurulabilir. Buna gore bir hiperortamin baglantililik matrisinde her
bir 1’nci satir toplamu s; sayfasinin dis derecesini, her bir j’nci siitun toplam ise s;

sayfasinin i¢ derecesini verecektir.
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3.3.2. Uzakhik Matrisi

Bir H hiperortaminda, herhangi iki s;,sje S[H] sayfas: i¢in, bu sayfalarin
birbirlerine olan uzakliginin dl¢tilmesinde kullanilacak uzaklik metrigi asagidaki gibi

tanimlanir:

d n kisa s;-8 volunun uzunlugu  efer bir s-5 volu varsa.
E:3'-‘11}= w eder bir s -5 volu voksa.

Girdileri bir H hiperortaminin sayfalar1 arasindaki uzakliklar tarafindan
belirlenen matrise, H hiperortaminin uzaklik matrisi ad1 verilir. Diger bir deyisle her

bir s;,s;e S[H] sayfa ikilisi i¢in,

_ [}
dﬂ'E 0 i

olmak tizere, H hiperortaminin uzaklik matrisi Dy=[d;] bi¢ciminde olusturulacaktir.

Buna gore sekil 81°de verilen H hiperortaminin uzaklik matrisi,

01 2 2 3 3 3 4 4 4
= 0 1l 1 222 3 3 3
= 2 0 1111222
= 1 I 0 3 3 3 4 4 4

De=|® 2 1 2 C 22111

Tle 3 1 2 202 3 3 3
= 3 1 22203 3 32
1 2113 301212
= 3 ! 3 L 3 3 20 2
le 3 2 3 L 3 3 2 I 1M

olarak hesaplanir.
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3.3.3. Doniistiiriilmiis Uzakhik Matrisleri

Uzaklik matrisi kullanilarak elde edilen doniistiiriilmiis uzaklik matrislerinin
olusturulmasinda temel yontem, uzaklik matrisinde yer alan ancak aritmetik
islemlerde kullanilamayacak olan sonsuz () semboliiniin, amaca uygun olarak bir K
sabiti ile degistirilmesi bi¢cimindedir. Dﬂ simgesi ile gosterilen bu matrislerden en
cok kullanilanlar, sonsuz semboliiniin hiperortamin sayfa sayisi ile degistirildigi
Dﬁil = [dLHlj ve sifir ile degistirildigi L‘rffl - [df:] matrisleridir. Ornegin bir sonraki
boliimde ele alinacak dallanma (stratum) ve siklik (compactness) Ol¢iilerinin
hesaplanmasinda, sirasiyla J.JIE.'I ve D'I?l doniistiiriilmiis uzaklik matrisleri

kullanilmaktadir.

Sekil 81°’de verilen H hiperortaminin D%fl ve Dg'll dontigtiiriilmiis uzaklik

matrisleri, agagida verilmistir:

9 1 2 2 3 3 3 4 4 4 Q1 2 2 3 3 Z 4 4 &
¢ ¢ 11 2 2 2 5 3 3 o112 2 2 3 3 3
¢ 2 011112 2 2 w o111 122 2
¢ 1 20 3 3 3 4 4 4 w1 2035 3 5 4 44
¢ 2 1 2 02 2111 160 21 2 ¢ 3 111
¢ =1 2202 5 3 3 16 31 22 6 2 3 3 3
¢ 3 1 22 2 @ % 3 3 10 3 1 2 2 1 ¢ 3% 3 3
¢ 1 22153 3 0212 w1221 3 501212
¢ 22 31 3% 3 2 @ 2 10 3 2 31 % z 2 @ 2
W = 23135 5 2 2 (M g 3 2 31 3 = 2 02 (&
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BOLUM 4

OLCU VE METRIKLER

Hiperortam ve hiperortamda gezinmenin yapisal olarak analiz edilmesiyle
ilgili olarak yapilan cesitli calismalarda ele aliman 6l¢ii ve metrikler, bu bolim
kapsaminda ele alinmisglardir. Baz1 6l¢ii ve metrikler sadece hiperortam i¢in gecerli
iken, bazi 0Olgli ve metriklerin hem hiperortamin kendisi {izerinde, hem de
hiperortamda gezinme i¢in kullanilabildigi durumlar olabilmektedir. Dolayisiyla bu
boliimde ele alinan formiiller iki farkli baslik altinda toplanmamis, tamami
hiperortam {izerinde tanimlanmistir. Bir H hiperortami {izerinde gergeklestirilen her
gezinmeyi, bu hiperortamin bir althiperortami gibi diisiiniilebileceginden, bu

aracglarin biiyiik bir kism1 gezinme i¢in de kullanilabilir.

Sonug olarak bir hiperortam ya da gezinmenin biitiiniiniin, bir kisminin veya
hiperortam ya da gezinmede yer alan tek bir sayfanin veya baglantinin yapisal
ozelliklerinin belirlenmesinde kullanilacak 6l¢ii ve metrikler, bu bolim kapsaminda

ele alinmustir.

4.1. Yogunluk (Density)

En genel anlamda bir H=(S[H],B[H]) hiperortamimin yogunlugu, mevcut
baglant1 sayisinin, olas1 en fazla baglant1 sayisina orani olarak hesaplanir. Olas1 en
fazla baglant1 sayisi, |H=m olan bir tam H hiperortami i¢cin m(m-1) seklinde

hesaplandigindan yogunluk 6l¢iisii,

IIT1l

Yug'uﬂ.l.ll-:l:HFm o1}
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olacaktir. En biiyiik yogunluk degeri, |[|[H|l=m{m-1} oldugunda elde edilecek olan 1

degeridir. Bu durumda H hiperortami bir tam hiperortam olacaktir. Bunun disindaki
biitlin yogunluk degerleri O ile 1 arasinda, hiperortamin yogunlugu arttikca yogunluk

degeri 1’e yaklasacak sekilde degisecektir (Sekil 82).

H, H, H,

Yogunluk(H,}=1 Yogunluk(H,)=0.7 Yogunluk(H,}=0.4

Sekil 82: Farkli hiperortamlarin yogunluk degerleri
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4.2. Merkezilik (Centrality)

Merkezilik 6l¢iisii, bir sayfanin hiperortamin ne kadar merkezinde yer
aldigin1 belirlemek icin kullanilabilecek bir deger iiretir. Farkli bakis acilarina gore
cesitli sekillerde ele alinabilecek bu kavram, en temel yaklasim ile sayfanin derecesi
olarak diisiiniilebilir. Bir sayfanin derecesi ne kadar biiyiikse, o sayfa hiperortam

icersinde yogunlugun o kadar yiiksek oldugu bir konumda olacaktir.

Ancak bu yaklagim, bir hiperortamdaki biitiin sayfalarin derecelerinin
hesaplandigt durumda anlamli olacaktir. Diger bir deyisle bir sayfanin
merkeziliginden bahsedilebilmesi i¢in, o hiperortamdaki biitlin sayfalarin
derecelerinin bilinmesi gerekir. Farkli hiperortamlardaki iki sayfanin merkeziliklerini
ise bu sekilde karsilastirmamiz miimkiin olmaz. Bunun anlamli bir sekle
getirilebilmesi icin formiiliin normallestirilmesi gerekir. Baska bir deyisle bir
sayfanin merkeziligi, o sayfanin derecesinin, hiperortamdaki diger sayfalarin

dereceleri icersinde en biiyiik olanina boliinmesiyle hesaplanmalidir.

Bu durumda bir s; sayfasimin  merkezilik degerini verecek 6l¢ii,

M=maks{der(s;), der(s»), ..., der(sy)} olmak iizere,

L% (a Tag) — Ay
Tl

Merkezilik(5,)=

bi¢iminde elde edilir.

Ornek 12: Sekil 83’de verilen hiperortam igin sayfalarin hesaplanan merkezilik

degerleri Tablo-1’de verilmistir.
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Sekil 83: Ornek 12 i¢in verilen hiperortam

Tablodan da goriildiigii gibi en yliksek merkezilik degeri s; sayfasina aittir ki
bu da Sekil 83 incelendiginde olduk¢a dogal bir sonugtur. Diger sayfalarin

merkezilik degerleri aynidir.

Tablo 1

Sekil 83’de verilen hiperortam icin hesaplanan merkezilik degerleri

Sayfa Merkezilik

S 1

S, 0.3
S3 0.3
S4 0.3
Ss 0.3
Se 0.3
S; 0.3

4.3. Statii, Kontrastatii ve Prestij

Agirliklt olmayan bir hiperortamda uzaklik matrisinin girdileri kullanilarak
hesaplanan sayfa prestiji 6l¢iisii, bir sayfanin diger sayfalar tarafindan ne kadar kolay
ulagilabilir oldugunu belirleyen statii dl¢iisii ile, bunun tersi olan kontrastatii 6l¢iisii

arasindaki farka esittir (Harary, 1959).
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Bir s;eS[H] sayfasinin statiisii, [H=m ve H hiperortaminin doniistiiriilmiis

uzaklik matrisi D = [df{] olmak iizere,

Stm{ﬁ}=idg

=

seklinde hesaplanir. Bir baska deyisle s; sayfasinin statiisii, s; sayfasinin baglantisinin
oldugu diger biitiin sayfalarin, s; sayfasina uzakliklarinin toplamina esittir.
Dolayisiyla bu deger ne kadar kiiciik olursa, sayfanin hiperortamdaki statiisii de o

kadar gii¢lii olacaktir.

Bunun tersi olan kontrastatii ise, sayfaya baglantisi olan diger sayfalarin, ele
alinan sayfaya olan uzakliklariin toplami seklinde hesaplanir. Bu degerin biiyiik
olmasi, sayfanin diger sayfalarca ulasilabilirligini azaltacaktir. Bir s; sayfasinin

kontrastatiisli asagidaki formiil kullanilarak hesaplanir.

aeg
Kontrastatd (aJ=z dg

=
Bu durumda s; sayfasinin prestiji,

Prestij (5 J=Statil(s, ) — Kontrastatil(s,)

olacaktir. Dolayisiyla kiigiik bir statii degerine karsilik, biliyiilk bir kontrastatii

degerine sahip olan bir sayfanin prestiji de o oranda yiiksek olmalidir. Diger bir
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deyisle bir sayfa, yukarida verilen formiil kullanilarak 6l¢iilen deger ile ters orantili

bir prestije sahip olacaktir.

Ornek 13: Sekil 84°de verilen hiperortami goz dniine alalim.

Sekil 84: Ornek 13 i¢in verilen hiperortam

Bu hiperortam i¢in hesaplanan, sayfalarin statii, kontrastatii ve prestij

degerleri Tablo 2’de verilmistir.

Tablo 2

Sekil 84°de verilen hiperortam icin hesaplanan prestij degerleri

Sayfa Statii Kontrastatii Prestij
Si 12 20 -8
S> 15 16 -1
S3 19 19 0
S4 22 21 1
Ss 17 14 3
Se 17 19 -2
S7 27 16 11
Ss 20 21 -1
So 10 13 -3

Toplam: 159 159 0

Buna gore en yiiksek prestije sahip olan sayfa s; olacaktir. Bu sayfayi

strastyla so, S, S2, S3, S4, Sg, S5 Ve S7 izlemektedir.
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4.4. Dallanma (Stratum)

Bir hiperortamda, biitlin sayfalarin toplam statii degeri, toplam kontrastatii
degerine esit olacagindan, bir hiperortamin toplam prestij degeri her zaman sifir

olacaktir (Tablo 2). Diger bir deyisle,
i

z Prestij (5, ) =0
{m]

olur. Ancak yukaridaki toplamda prestij degerlerinin mutlak degerleri alinarak elde
edilen biiytiklik, bir hiperortamin hiyerarsik yapisinin o6lgiilebilecegi oldukca
kullanigh bir 6l¢ii olan dallanma o6l¢iisiinii verecektir (Botafogo vd., 1992). Bu

toplam,

m
ZlI‘rcntii (2]
im]

biciminde ifade edilebilir. Diger bir deyisle bir hiperortam i¢in sayfalarinin prestij
degerlerinin mutlak toplami1 ne kadar kiiciik olursa, o hiperortamda sayfalar
arasindaki “ulasilabilirlik” de o oranda fazla olacaktir. Ornegin Ornek 13°de ele

alian hiperortam i¢in bu toplam 28 olarak hesaplanabilir.

Bir Ol¢iiniin anlamli olarak kullanilabilmesi i¢in, iirettigi degerlerin alt ve iist
sinirinin ~ belirlenmesi  gerekir. Bu  smurlar  belirlendikten sonra formiile,
“normallestirme” ad1 verilen bir islem uygulanir. Bu islem formiiliin, o formiilden
elde edilecek en biiyiik degerin genel ifadesine boliinmesi seklinde tanimlanabilir.

Boylece en biiylik deger 1 olmak iizere biitiin degerler, [0,1] araligina kisitlanmis
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olur. Bu, aym yap1 lzerinde farkli Olgiilerle calisilirken, her Olgliniin kendi
sinirlarinin bilinmesine gerek kalmaksizin karsilastirmalar yapilmasini kolaylastiran
bir tiir standartlastirma islemidir. Normallestirme sonucu o formiilden elde edilecek
en biiyiik deger her zaman 1 olur, ancak alt sinir olan 0 degerine, yapinin kendisi sifir

Olctimlii olmadig: siirece ulasilamaz.

Sonug olarak, bir hiperortamin hiyerarsik yapilanmasiin derecesini verecek
olan ve hiperortamda yer alan sayfalarin prestij degerlerinin mutlak degerlerinin
toplam1 bi¢iminde hesaplanan dallanma formiiliiniin gergek bir “Glgii” sifati
kazanabilmesi i¢in, sayfa sayist m olan bir hiperortamdan elde edilebilecek en biiyiik
dallanma degerinin yine m’ye bagli olarak bilinmesi gerekir. Tiimiiyle dogrusal olan
bir hiperortam yapisinda, bu formiil en biiyiik degerini alir. Sekil 85°de bu durum, ti¢

farkli hiperortam kullanilarak 6rneklenmistir.

H,y H, Hy
21‘ (Prestii (5, )im30 }_} (Presti (s, =15 zrlﬁemj (5, )im3
F - -

Sekil 85: Farkli hiperortamlarin mutlak prestij toplamlari

Sayfa sayist m olan ve tam olarak dogrusal yapida olan, yani sayfalarin
sirayla ve tek yonlii baglantilarla bagli oldugu bir yapidaki hiperortamin sayfa sayisi

ile bu hiperortami olusturan sayfalarin mutlak prestijlerinin toplami olan ve DMPT
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(Dogrusal Mutlak Prestijler Toplami) olarak gosterilen deger arasinda, sayfa

sayisinin tek ya da ¢ift olmasina bagli olarak asagidaki gibi bir iligki vardir:

mz'-m

m tek ise DMPT= 2 :

o
m zift ise DNPT= e alar.

Diger bir deyisle, yukarida verilen degerler bir hiperortamin sayfa sayisinin
tek ya da cift olmasma bagl olarak sahip olabilecekleri en biiylik mutlak prestij
toplamlaridir. Bu durumda, hiperortama ait sayfalarin mutlak prestijler toplami

kullanilarak elde edilen dallanma 6l¢iisii, asagidaki sekilde olacaktir:

_ZE Prestij ()|

Dallanma(H) TP

Bu formiilii daha agik olarak ifade edersek, dallanma Gl¢iisiiniin son bi¢imi

asagidaki bigimde olusturulabilir:

Iy | Srart(s, -K ontrastari(s, )

Dallanma (H )= DNPT

_ZEEE dy-I5 4|
DMPT

m tek ige

[‘4 EE‘l |Ef:'1. du 'Efz"l Ij_11.|
_ m~-m
1‘1 IE |28, dy- 2T, dy

3
i

il b,
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Buna gore, Sekil 85°de verilen ii¢ farkli hiperortamin dallanma ol¢limleri
Dallanma(H;)=1, Dallanma(H;)=0.6 ve Dallanma(H3)=0.26 bi¢iminde elde edilebilir.
Hiperortamlar gbdz Oniline alindiginda bu sonucglarin oldukga tutarli oldugu

goriilebilir.

4.5. Siklik (Compactness)

Bir hiperortamin baglantililik derecesini 6lgmek i¢in kullanilan siklik dl¢iisii,
yogunluk ve stratum oOlgiileri ile uyumlu bir sonug iretir. Bu 6l¢iiye gore, biitiin
sayfalar arasinda iki yonlii baglantinin bulundugu tam bir hiperortamin siklik degeri
1, higbir sayfa arasinda bir baglantinin bulunmadig1 bir hiperortamin siklik degeri ise
0 olacaktir. Diger biitiin hiperortamlar, baglantililik durumlarina goére bu iki deger

arasinda bir siklik degerine sahip olurlar.

Siklik  olgiisli, doniistiiriilmiis uzaklik matrisinin girdilerinin toplami1

kullanilarak hesaplanmaktadir. Bu toplam degerini 15 (H} ile gosterirsek, 1n(H) nin
en kiiciik oldugu durum, H hiperortaminin tam hiperortam oldugu, yani biitiin
sayfalar1 arasinda iki yonlii baglantinin bulundugu durumdur. Diger bir deyisle
[H|=m olan tam bir H hiperortami i¢in Tn.mlirn}zmz-m degeri, biitlin hiperortamlarin

uzaklik matrislerinin girdi toplamlar1 arasinda elde edilebilecek en kiiclik degerdir.

Bu deger ayn1 zamanda, tam hiperortamin sahip oldugu baglanti sayisidir.

Diger yandan, Tn.wjjlim}ZK(mz—m) degeri, biitiin hiperortamlarin uzaklik

matrislerinin girdi toplamlar1 arasinda elde edilebilecek en biiyiik degerdir. Bu deger,
tiimiiyle baglantisiz bir hiperortam i¢in elde edilebilir (Sekil 86). K sabiti, uzaklik

matrisindeki doniigiim sabitidir ve genellikle K=m olarak alinir.
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o o
o

H, H,

TpH=12=Tp, (4) Tp(H)=48=Tp &)

Sekil 86: Tam ve baglantisiz hiperortamlarin uzaklik matrislerinin girdi toplamlari

Bir hiperortamin sikligi, uzaklik matrisinin girdilerinin toplaminin, sayfa

sayisina bagli olarak elde edilen maksimum degere, yani Tp_ (m} degerine orani

seklinde ifade edilebilir.

IpiH)
Ty, fm}

Ancak bu formilden, en biyik deger olan 1 degeri, TpH=Tg , (m)

oldugunda elde edilir ki bu da tiimden baglantisiz olan bir hiperortamin siklik
degerinin 1 olmasi anlamina gelecektir. Diger yandan bu 6l¢ii kullanilarak mutlak
sifir degerine hicbir zaman ulasilamaz. Clinkii tam bir H hiperortami i¢in her zaman

Tp(H} degeri sifirdan farkli olacaktir. Dolayistyla bu formiiliin kullanigh bir siklik

oOl¢iisii bicimine gelebilmesi i¢in, biraz diizenleme yapilmasi gerekmektedir.

Maksimum ve minimum degerleri kullanarak siklik formiiliinii, tam
hiperortam icin 1, sadece sayfalardan olusan baglantisiz bir hiperortam i¢in de 0
degerini verecek sekilde diizenlersek, siklik 6l¢iisiiniin son sekli asagidaki gibi elde

edilir;
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Ty, )T ()
Tpge, (0)-Tp,, (m)

Siklk (H)=

_m@®m)- 5 IE d"
mim -1:!-2

Ornek 14: Sekil 87°de ii¢ farkli hiperortam ve bu hiperortamlarin siklik degerleri

verilmigtir.

Hy H, H,
Siklik(H;)=0.62 Siklik(H,)=0.71 Siklik(H;)=0.84

Sekil 87: Farkli hiperortamlarin siklik degerleri

4.6. Ornek Uygulama

Olgii ve metrikler drneklerle ele almmus olsa da, gercek bir hiperortam
lizerinde denenmeleri anlasilabilirliklerini daha da artiracaktir. Dolayisiyla bu
boliimde, tez kapsaminda incelenen formiiller, uygulanmakta olan 6gretim amacl bir
hiperortam {iizerinde kullanilarak elde edilen sonuglar verilmistir. Ele alinan
hiperortam, Gazi Universitesi Atatiirk Meslek Yiiksekokulu biinyesinde
yiriitiilmekte olan Bilgisayar Teknolojileri ve Programlama programinda yer alan

Yapay Zekaya Giris dersinin igerik ortamidir (Bkz. Sekil 88).
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0 Boliim 2: Yapay Zeknin Problemleri
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2.5.1.2 Mobilize Robotlar

[E [l Ders Hakkina

=) O Dersin Gonel Hesde Mobilize robotlara genellikle uzay aragtrmalannda ve askeri uygulamalarda rastlanmaktadir. Insan
BrEIn Fenel fnedet

faaliyetinin kendisi igin tehlike olusturdugu durumlarda devreye giren bu robotlar, arama-kurtarma, hareke

@ [ Bolim 1: apay Zeka Nesi 2 alanlarinin gevresi hakkinda bilgi toplama, onanm ya da temizlik yapma gibi uygulamalarnin vazgegimez
(1 [ Btilim 2 Yapsy Zekanin Problemleri araglandir.

[E O Bdium Hedefi

@ [ 21 Dol Dl Wec 7 Manipulatorlerde oldugu gibi

@ [ 2:2 Oyun Madelizme mobilize robotlann da gok

@ [ 2.3 Bii Modelieme "keskin” bir zekaya sahip

@ [ 24 Sekii Orinkd Tanmlama clmalari beklenmez. Zira

’ genellikle insan-denetimli
() [l 25 Rokotic olarak hareket ederler.

(@ 2.5 Robot Torleri
E 2511 Manipulatérier (Rob:
FE1 252 wouiceRovounray
([ [ 2513 Hirid Rabatiar (insa
[E) [J 25131 Hibrid Robotlsi
@ [ 26 Uzman Sistzmler
B [ Béiom czeti
() [ Béiim 3 wartik
[E O Bdium Hedefi
@ [ 31 Snerme Medir?
(0 [ 32 vikem Mantid
@ [ 321 Dedigkenler, Sabitler ve Fi
[El O 3.2.2 Terimler ve &tomlar

@ [ 323 Niceleyicier Bir mobilize robot. =
[E O 3.2.4 Bagimh ve Bagmsiz Dedig] b
5 M1 292 Bovmiitler A | &
2.5.1.2 Mobilize Robotlar @ @
# Not Al Yer imi Yazdir Sablon
Bitti & mntermet E olon -

Sekil 88: Yapay Zekaya Giris ders igerigine ait hiperortam

Sol tarafta yer alan dizin yapisi, bu hiperortamda biitiin sayfalara dogrudan
ulagimi saglamaktadir. Dolayisiyla hiperortamin sematik gosteriminde biitiin sayfalar
birbirleri ile ikili olarak baglantili olacaktir. Diger bir deyisle bu hiperortam, bir tam
hiperortamdir. Hiperortama ait diyagram, Sekil 89’da verilmistir. Ancak bu
diyagramda sadece sayfalar yer almaktadir. Gergekte biitiin sayfa ikilileri arasinda bir
baglanti ¢izgisi bulunmaktadir. Ancak 75 adet sayfadan olugan bu tam hiperortam, m
sayfa sayisini gostermek {izere m(m-1) formiiliine gore toplam 5550 baglanti
icereceginden, bu ¢izgilerin tamaminin ayni diyagram iizerinde gosterilmesi miimkiin

olmamaktadir.
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Sekil 89: Ornek uygulamaya ait hiperortamin diyagrami
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Ele alinan hiperortam tam hiperortam tiiriinde oldugundan, diger bir deyisle
hiperortamda yer alan biitiin sayfa ikilileri iki yonlii olarak birbirlerine baglanti
icerdiklerinden, yogunluk ve siklik dlgtilerinin her ikisi de 1 sonucunu verecektir.
Bunun sebebi tam hiperortamlarda, hiperortama ait uzaklik ve baglanti matrislerinin
ayn1 matrisler olmasindan dolayi, yogunluk ve siklik dl¢iilerinin ¢akigmasidir. Dizin
yapisit icermeyen Ogretim amacl bir hiperortamda, bu Olgiilerin degerleri
birbirlerinden farkli olacaktir. Bu durumda, ele alinan hiperortamin yogunlugu ya da
siklik degeri ile, bu ortami kullanan Ogrencilerin bireysel farkliliklarmma gore

basarilari, doyumlar1 ya da basarilarinin kalicilig1 arasindaki iligkiler arastirilabilir.

Ayni gerekceyle, ele alinan hiperortamin dallanma degeri de 0 olacaktir.
Ciinkii bu hiperortama ait doniistliriilmiis uzaklik matrisinde satir ve siitun toplamlari

birbirlerine esit olacaktir.
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Diger yandan, bu hiperortamda yer alan biitiin sayfalarin merkezilik degerleri
birbirine esittir. Bu deger, sayfa sayisi m olan bir tam hiperortam i¢in 2(m-1) formiilii

ile hesaplanir. Dolayisiyla bu site i¢in her bir sayfanin merkezilik degeri,
2(m-1)=2(75-1)=148

olarak hesaplanacaktir. Diger bir deyisle ele alinan 6gretim amacl hiperortamda
biitiin sayfalar, ortamin bir tam hiperortam olmasinin dogal bir sonucu olarak,

merkezilik agisindan ayni yapidadirlar.

Ogretim amacl hiperortamlarda ogrencilere genellikle dogrusal gezinme
olanaginin yam sira, dizin yapist da saglanir. Boylece biitiin sayfalar arasinda
birbirlerine dogrudan gecis olanagi saglanmis olur. Dolayisiyla bu tiir ortamlarin
siklik ve dallanma degerlerinin sirasiyla 1 ve O olarak hesaplanmasi beklenen bir
sonucgtur. Ancak uyarlanabilir ortamlar gibi O6grencilerin gezinmelerinin daha
denetimli olarak saglandigi hiperortamlarda, siklik ve dallanma degerleri karsimiza
cok farkl sekillerde ¢ikabilir. Bu gibi durumlar, gezinen 6grencileri 6grenme stilleri
ya da cinsiyet gibi birbirlerinden ayiran bireysel farkliliklarinin, ortamin yapisiyla

iliskilerinin incelenmesi agisindan uygun birer arastirma zemini sunabilirler.

Tez kapsaminda incelenen Ol¢li ve metrikler, hiperortamin kendisi iizerinde
caligmalarinin yani sira, 0grencilerin ortamda gezinmeleri sonucunda elde edilen
verilere de uygulanabilir niteliktedir. Ilgili literatiirde, 6grencilerin gezinmelerinin
yapisal analizleri ile 68renme stilleri gibi bireysel farkliliklarinin aralarindaki
iligkileri inceleyen bir¢cok arasgtirma mevcuttur. Ancak bu arastirmalar daha ¢ok
dallanma ve siklik OSlgiileri ¢evresinde yogunlagsmis, bunlarin diginda yer alan ve
gezinmenin modellenmesinde kullanilan bazi dlgiilerle, 6grencilerin kaybolma ya da
gezinme stratejileri gibi degiskenlerle iligkileri incelenmemistir. Dolayisiyla, boyle
bir ortamda gezinmenin, daha iyi bir 6grenme ortaminin hazirlanabilmesi acisindan
Olciilmesi ve bu oOlgiimlerin gezinen bireye ait cesitli degiskenlerle iliskilerinin

incelenmesi, oldukca biiyiik bir 6nem tasimaktadir.
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BOLUM 5

SONUC VE ONERILER

5.1. Sonuglar

Hiperortamin yapisal olarak analiz edilmesi, internet teknolojilerinin
kullanildig: biitiin uygulamalarda oldukca faydali veriler saglamaktadir. Glintimiizde,
gerek internet {izerinde caligsin gerekse yerel uygulamalar olsun, yazilimlarin biiyiik
bir cogunlugunun ag temelli olarak yapilandirildiklar1 disiiniiliirse, bu sekilde

gerceklestirilecek analizlerin ne kadar 6nemli oldugu ortaya ¢ikacaktir.

Konuya 6gretim teknolojileri ¢ergevesinden bakildiginda, bu tiir analizlerin
ozellikle 2000’11 yillardan sonra 6gretim amagli hiperortamlarin ve bu ortamlarda
gerceklestirilen Ogrenci gezinmelerinin analiz edilmelerinde kullanildig1 birgok
disiplinler arasi ¢aligmaya rastlanmaktadir. Bu c¢aligmalar incelenmesi sonucunda,
gergeklestirilen yapisal analizlerin gerekgelerinin iki ana baslik altinda toplandigi

goriilmiistiir.

1. Ogretim amagh bir hiperortamin analizinden elde edilen veriler, ortamin
kullanilabilirligini  artirmak igin tasarimciya Onemli ipuglart saglar.
Kullanilabilirlik ana c¢ergevesinde amaglanan, ortami kullanarak 6grenen
bireyin, konuyu daha iyi Ogrenebilece§i en iyl yapimin tasariminin
gerceklestirilmesidir. Bu dogrultuda, 6zellikle dallanma ve siklik 6l¢iilerinin
daha 1iyi anlasilmasi ve Ogrenenlerin bireysel farkliliklar1 gibi diger
degiskenlerle iliskilerinin incelenmesi, alana farkli bir bakis acisi

kazandirmaktadir.

2. Ogretim amach bir hiperortamda, grenen bireyin gezinmesinin analizinden

elde edilen veriler, son yillarda popiilariteleri giderek artan ve bireysel
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farkliliklarina  gore  ortamin  her kullanicisina  6zel  araylizlerle
goriintiilenmesini saglayan uyarlanabilir hiperortamlarin gelistirilmesinde
kullanilmaktadir. Dolayisiyla gezinmenin modellenmesi ve analizi,
gelistirilen hiperortamda hangi bireyin hangi stratejiyi kullanarak daha iyi

Ogrenebileceginin belirlenmesinde 6nemli bir rol oynamaktadir.

5.2. Oneriler

Bu kesimde, gelecekte yapilabilecek benzer igerikli ¢alismalar i¢in Oneriler,

kuramsal ve uygulamaya yonelik olarak iki baslik altinda verilmistir.

5.2.1. Kuramsal Oneriler

Olgii ve metriklerin tanimlandig1 model, sonlu ya da ayrik matematik olarak
adlandirilan bir matematik disiplini igersinde yer alan graf teorisi kullanilarak
olusturulmustur. Teori, birbirlerine baglarla bagli durumda olan digiimlerin

olusturdugu her tiirlii yap1 i¢in son derece elverisli bir model ortam1 sunmaktadir.

Ilgili literatiirdeki, hiperortam ve gezinmenin modellenmesi ve bu model
tizerinde cesitli formiillerin gelistirilmesi yoniindeki caligmalarin, daha ¢ok yonlii
graflar kullanilarak gerceklestirildigi goriilmektedir. Agirlikli yonlii graflarin daha
cok bilgisayar aglarina uygulandigi, ancak bu kavramin hiperortam, 6zellikle de
gezinme lizerinden ¢ok fazla kullanilmadig1 aciktir. Tez calismas1 kapsaminda sayfa
ve baglant1 agirlikli hiperortam ve gezinme tanimlamalar1 yapilirken agirlikli yonlii
graflar esas alinmigtir. Bu tanimlar temelinde, agirlikli yonlii graflar lizerinde ¢alisan
cesitli algoritmalar, hiperortam ve gezinmenin analiz edilmesi amacina uygun olarak

kullanilabilirler ya da yeniden diizenlenebilirler.
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5.2.2. Uygulamaya Yonelik Oneriler

Ogretim teknolojileri alaninda gergeklestirilen deneysel ¢alismalarin biiyiik
bir ¢ogunlugunda, aragtirmaya 6zgii bir hiperortam uygulamasimin da gelistirildigi
goriilmektedir. Gelistirilen uygulamanin niteligine ve igerigine baglh olarak,
hiperortam ve gezinme i¢in tanimlanan 6l¢ti ve metrikler, kullanicilara daha iyi bir
ortamin saglanmasi i¢in kullanilabilecekleri gibi, 6grenen bireyin davranislarinin

modellenmesi amaciyla birer degisken olarak analiz edilebilirler.

Bununla birlikte, 6rnek uygulamanin ele alindigi boliimde oldugu gibi
uzaktan egitim sistemi igersinde yer alan igerik ortamlarinin, dogrudan ortam ya da
ortamda gezinme temel alinarak gergeklestirilen bu tiir arastirmalardan elde edilen
bulgular dikkate almarak gelistirilmeleri, sistemi kullanan 6grencilerin

verimliliklerinin artirilmasi agisindan 6nem tagimaktadir.



113

KAYNAKCA

Anderson, C.R., Domingos, P., Weld, D.S. (2001). Personalizing Web Sites for
Mobile Users. Proc. Of the 10th Intl. WWW Conference. ACM, 2001. 565-575.

Balakrishnan, R., Ranganathan, K. (1999). A Textbook of Graph Theory, Springer.
Balakrishnan, V. K. (1997). Graph Theory, McGraw-Hill.

Berendt, B., Brenstein, E. (2001). Visualizing individual differences in web
navigation: STRATDYN, a tool for analyzing navigation patterns. Behaviour

Research Methods, Instruments & Computers, 33(2), 243-257.

Bielak, H., Syslo, M. M. (1983). Peripheral vertices in graphs, Studia Sci. Math.
Hungar, 18, 269-275.

Botafogo, R., Rivlin, E. & Shneiderman, B. (1992). Structural analysis of hypertexts:

Identifying hierarchies and useful metrics. ACM Trans. Information Systems, 10

(2), 142-180.

Brandes, U., Erlebach, T. (2005). Network Analysis, Methodological Foundations,
Springer.

Buckley, F., Lewinter, M. (2003). A Friendly Introduction to Graph Theory,
Prentice-Hall.

Chartrand, G., Lesniak, L. (2004). Graphs & Digraphs, Chapman & Hall/CRC.

Claypool, M., Le, P.,Waseda, M. & Brown, D. (2001). Implicit interest indicators.

Proc. Intelligent User Interfaces.

Conklin, J. (1987). Hypertext: An introduction and survey. IEEE Computer, 20 (9),
17-41.

Diestel, R. (2000). Graph Theory, Springer-Verlag.

Dijkstra, E. W. (1959). A note on two problems in connection with graphs.
Numeriske Math, 1, 269-271.

Harary, F. (1959). Status and contrastatus. Sociometry, 22, 23-43.



114

Heer, J. & Chi, E. (2002). Separating the swarm: Categorization methods for user
sessions on the web. Proc. CHI, 243-250.

Hendry, G.R.T. (1985). On graphs with prescribed median, 1. J. Graph Theory, 9,
477-481.

Herder, E. (2002). Metrics for the Adaptation of Site Structure. Proc. of the German
Workshop on Adaptivity and User Modeling in Interactive Systems, ABIS02
Hannover, 22-26.

Herder, E. (2003a). Modeling User Navigation. User Modeling 2003, Proc. of the
9th Intl. Conference. Springer LNAI 2702, 417-419.

Herder, E. (2003b). Utility-Based Evaluation of Adaptive Systems. Proc. of
Workshop on Empirical Evaluation of Adaptive Systems, User Modeling 2003,
Johnstown PA, 25-30.

Herder, E. and Van Dijk, B. (2003c). From Browsing Behavior to Usability Matters.
Proc. of Workshop on Human Information Processing and Web Navigation,

HCI 2003, Crete.

Herder, E. (2006). Forward, Back and Home Again Analyzing User Behavior on the

Web, Dissertation to obtain the doctor’s degree at the University of Twente.

Kleinberg, J. (1999). Authoritative sources in a hyperlinked environment. Journal of

the ACM, 46 (5), 604—632.

Kruskal, Jr., J. B. (1956). On the shortest spanning subtree of a graph and the
Travelling Salesman Problem, Proc. of the American Mathematical Society, 7, 48-

50.

McEneaney, J. E. (2001). Graphic and numerical methods to assess navigation in

hypertext. Intl. Journal of Human-Computer Studies 55, 761-786.

Nielsen, J. (2005). Mental models for search are getting firmer, Alertbox.
http://www.useit.com/alertbox/20050509.html  adresinden 11.09.2007 tarihinde

alinmustir.



115

Park, J. & Kim, J. (2000). Contextual navigation aids for two world wide web

systems. Intl. J. Human-Computer Interaction, 12 (2), 193-217.

Parunak, H. (1989). Hypermedia topologies and user navigation, In Proc.
Hypertext’89, Pittsburgh, PA, 43-50, ACM.

Parunak, H. (1991). Don’t link me in: set based hypermedia for taxonomic reasoning,

In Proc. Hypertext’91, San Antonio, CA, 233-242, ACM.

Pirolli, P., Pitkow, J. & Rao, R. (1996). Silk from a sow’s ear: Extracting usable
structures from the web. Proc. CHI 1996, 118-125.

Pitkow, J., Bharat, K. (1994). WEBWIZ: A tool for world-wide-web access log
visualization. Proceedings of the First International World-Wide-Web

Conference, Geneva, Switzerland.

Schenker, A., Bunke,H., Last, M., Kandel, A. (2005). Graph-Theoretic Techniques
for Web Content Mining, World Scientific.

Sedgewick, R. (1983). Algorithms, Addison-Wesley.

Smyth, B., Cotter, P. (2002). The Plight of the Navigator: Solving the Navigation
Problem for Wireless Portals. In: De Bra, P., Brusilovsky, P., Ricardo Conejo, R.
(eds): Adaptive Hypermedia and Adaptive Web-Based Systems. Springer Verlag,
328-337

Slater, P.J. (1980). Medians for arbitrary graphs, J. Graph Theory, 4, 389-392.



	Tez_IcKapak
	Tez_OnBolumler
	Tez_Bolum_1-2
	Tez_Bolum_3-4-5

