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OZET

Bu ¢aligmada trigonometrik fonksiyonlar ve Euler formiilii yardimiyla yiiksek mertebeden
kosiniis ve sinlis parametreli Fubini polinomlarinin yeni dogurucu fonksiyonlari
tanimlanmistir. Daha sonra tanimlanan bu dogurucu fonksiyonlar yardimiyla ve
trigonometrik bagintilar da kullanarak yeni formdiiller elde edilmistir. Ayrica bu dogurucu
fonksiyonlarin degiskenlerine gore kismi tiirevleri alinarak bagmtilar incelenmistir.
Ardindan Fubini tipli polinomlar ve Stirling sayilar1 arasinda bagintilar elde edilmistir. Daha
sonra Appell polinomlar1 yardimiyla yeni bir kosiniis ve sinilis parametreli Fubini
polinomlar1 tanimlanarak agik gdsterimi ve determinant gdsterimi incelenmistir. Son olarak
0zel durumlar incelenerek Bernoulli ve Euler sayilarini iceren yeni Fubini tipli polinomlar
tanimlanmustir.

Bilim Kodu : 20406

Anahtar Kelimeler : Dogurucu fonksiyon, Fubini polinomlari, toplam formiilleri,
trigonometrik bagmtilar

Sayfa Adedi . 78
Danigman . Prof. Dr. Bayram CEKIM



ON THE GENERALIZATIONS OF FUBINI TYPE POLYNOMIALS
(M. Sc. Thesis)

Kiibra CETIN

GAZI UNIVERSITY
GRADUATE SCHOOL OF NATURAL AND APPLIED SCIENCES
July 2023

ABSTRACT

In this study, new generating functions of higher order Fubini type polynomials with cosine
and sine parameters are defined with the help of trigonometric functions and Euler formula.
Later, with the help of these generating functions, new formulas are obtained by using the
trigonometric relations. In addition, by taking the partial derivatives of these generating
functions with respect to their variables, the relations are examined. Then, the relations
between Fubini type polynomials with and Stirling numbers are obtained. Then, with the
help of Appell polynomials, new type higher order Fubini type polynomials with cosine and
sine parameters are defined and theirs explicit representation and determinant representation
are examined. Finally, by examining special cases, new Fubini type polynomials including
Bernoulli and Euler numbers are defined.

Science Code : 20406

Key Words . Generating function, Fubini polynomials, summation formulas,
trigonometric relations

Page Number : 78

Supervisor . Prof. Dr. Bayram CEKIM



Vi

TESEKKUR

Yiiksek lisans egitimimin her asamasinda gorlis ve Onerileriyle beni yonlendiren, bilgi ve
birikimlerinden bana faydalanma firsati veren, destegini hig¢ esirgemeyen degerli danisman
hocam Sayin Prof. Dr. Bayram CEKIM’e en i¢ten duygularimla tesekkiirii bir borg bilirim.
Ayrica bu siirecte ¢aligmalarim boyunca hep yanimda olan maddi manevi destegini
esirgemeyen sevgili aileme, her daim destek olan dostlarima en igten saygi ve tesekkiirlerimi

sunarim.



vii

ICINDEKILER

Sayfa
(074 3 TP iv
ABSTRA CT e e e e e e e e st e e e e e e e e e e e e s anraeeean \
TESEKKUR .......coititiiiiceseeeet ettt ettt sttt sttt s st sttt s sttt n ettt ar e Vi
TCINDEKILER .ottt ettt ettt et ene et e st en e etene e e s e een e, vii
SIMGELER VE KISALTMALAR ..ottt ettt viii
(] (4 1T 1
2. TEMEL KAVRAMLAR.......ccoooiiirieeieeesese s s s s esansenes s e 3
2.1 ON BAlGIIET ...evvicceeee ettt 3
2.2. Bazi Temel Lemmalar...........ccccoiiiiiiiiiiiic e e 4
2.3. Baz1 Ozel Polinom Aileleri ve Say1 DizZileri .........cccvveveriveceerereieeieeieeeseeeenee, 5
3. PARAMETRIK TURDEN FUBINI TiPLi POLINOMLAR ................ 13
3.1. Fubini Polinomlarinin Parametrik TUrleri .........cccoooevieiiiiiieiiie e 13
3.2. Baz1 OZel DUIUMIAT ...ttt ettt n et ee e 18
3.3, KIS TUIEVIET ...vviiiiiiiei et e et e e eabae e e s sbaeee e 20

4. YUKSEK MERTEBEDEN FUBINI TIPLI POLINOMLARIN
PARAMETRIK TURLERI........cocoviiiiiiisiiiceeces e, 25

5. YUKSEK MERTEBEDEN FUBINI TIiPLI APPELL
POLINOMLARIN PARAMETRIK TURLERI VE OZELLIKLERI... 57

6. SONUC VE ONERILER .....cccooiiiiiiiiiseeeees et 71
KAYNAKLAR ettt e e s et e e e et e e e s e bb e e e e e anaeeeas 73

(0Z€] 21011 1 15T 77



SIMGELER VE KISALTMALAR

viii

Bu calismada kullanilmis simgeler ve kisaltmalar, aciklamalar1 ile birlikte asagida

sunulmustur.

Simgeler

al (x)

B,

B, (x)
Cr(u,v)
E,

E,(x)

ES (x,)
ES (x,)
ES" (x,)
ES" (x,)
Fu(y)
Fo(x;y)
F (%)
FO (u,v;w)

F® (u,v;w)

F" (u,v;w)

F;S’r) (u,v; w)

GA(x, t)

Aciklamalar

k. Mertebeden Fubini Tipli Polinomlar
Bernoulli Sayilari

Bernoulli Polinomlari

Iki Degiskenli Kosiniis Parametreli Ustel Fonksiyon

Euler Sayilar

Euler Polinomlari

Kosiniis-Euler Polinomlari

Siniis-Euler Polinomlar:

r. Mertebeden Kosiniis-Euler Polinomlar:
r. Mertebeden Siniis-Euler Polinomlari
Fubini Polinomlar1

Klasik Iki Degiskenli Fubini Polinomlari
r. Mertebeden Fubini Polinomlari
Kosiniis Parametreli Fubini Polinomlari

Siniis Parametreli Fubini Polinomlari

r. Mertedebeden Kosiniis Parametreli Fubini
Polinomlar1
r. Mertedebeden Siniis Parametreli Fubini

Polinomlar1

Appell Polinomlari



Simgeler Aciklamalar

Hgl'") (y) Frobenius-Euler Sayilari

Hgl'") (x,y) Frobenius-Euler Polinomlart

Hgf‘r) (x,y; A,u) . Mertebeden Kosiniis Eulerian Tipli Polinomlar
HY (x,y; 2, u) r. Mertebeden Siniis Eulerian Tipli Polinomlar
S1(n, k) Birinci Tiir Stirling Sayilart

S,(n k) Ikinci Tiir Stirling Say1lart

Si(u,v) Iki Degiskenli Siniis Parametreli Ustel Fonksiyon
wgy(n) Fubini Sayilar1

wy(n) Fubini Tipli Sayilar



1. GIRIS

Guido Fubini, Fubini teoremi ve Fubini—Study metrigi ile tanman Italyan matematik¢idir.
19 Ocak 1879 Venedik’te dogup yaklasik 64 yil yasadiktan sonra 6 Haziran 1943’te
dlmiistiir. Ogretmenleri ve matematik &gretmeni olan babasi tarafindan kiiciik yasta
matematige yonelmistir. Cesitli tniversitelerde ¢aligmistir. Fubini'nin ilgi alanlari,
diferensiyel geometri basta olmak iizere calismalarindan analize kadar uzanan son derece
genis bir alana sahiptir. Bu alanda diferensiyel denklemler, analitik fonksiyonlar ve
kompleks  fonksiyonlar  iizerinde  ¢alismalart  olup  Weierstrass  integralini,
Lebesgue integraline indirgemeyi ¢alisarak lineer olmayan integral denklemler iizerine

cesitli calismalar yaptig1 goriilmektedir [1].

Fubini gruplar teorisi, lineer gruplar ve otomorfik fonksiyon gruplari iizerinde de galismalar
yapmistir. En 6nemli ¢aligmasi, mutlak diferensiyel hesabi kullandig: diferensiyel projektif

geometri tizerineydi. Birinci diinya savasindan sonra ¢alismalarin1 daha uygulamali alanlara
verdi [1].

Fubini sayilari, 1907 yilina kadar sirali Bell sayilari olarak bilinmekte olup sayilar teorisi ve
diger alanlarda kullanilmaktadir. Sirali Bell sayilar1 1859 yilinda ilk olarak n + 1 tane belirli
cinar agaglarindan tamamen diizenli yapraklilarin1 saymak i¢in Arthur Cayley’in "On the
analytical forms called trees, second part" adli ¢alismasinda yer almaktadir. Daha sonra
Louis Comtet tarafindan Fubini teoremindeki toplamlarin veya integrallerin sirasin1 yeniden
diizenlemek adina farkli yollarimi1 sayarak sirali Bell sayilar1 Fubini sayilari olarak
adlandirilmigtir  [2]. Daha sonra Fubini sayilari yardimiyla Fubini polinomlart

tanimlanmustir.

Bu caligmada trigonometrik fonksiyonlar ve Euler formiilii yardimiyla Fubini tipli
polinomlarin yeni dogurucu fonksiyonlar tanimlanmistir. Daha sonra tanimlanan bu
dogurucu fonksiyonlar yardimiyla ve trigonometrik bagintilar1 da kullanarak yeni formiiller
elde edilmistir. Ayrica bu dogurucu fonksiyonlarin degiskenlerine gore kismi tiirevleri
alarak bagintilar incelenmistir. Ardindan Fubini tipli polinomlar ve Stirling sayilar

arasinda bagintilar elde edilmistir.


https://mathshistory.st-andrews.ac.uk/Biographies/Weierstrass/
https://mathshistory.st-andrews.ac.uk/Glossary/#linear_group

Daha sonra Fubini tipli polinom ailelerinin yeni genel halleri Appell polinomlari yardimiyla
tanimlanmistir. Boylece genis iki yeni aile elde edilerek acik gosterimlerinin ardindan yeni
dogurucu fonksiyonlar yardimiyla polinomlarin determinant gdsterimleri elde edilmistir.
Ayrica bazi iyi bilinen sayilar kullanilarak alt ailelere ornekler verilerek, son olarak alt

ailelerin acik gosterimleri ve determinant gosterimleri elde edilmistir.



2. TEMEL KAVRAMLAR

2.1. On Bilgiler
2.1.1. Tanim

g kompleks veya reel bir say1 olmak iizere
(9),=1. g0
(9), =9(9+1)(g+2)..(g+k-1), k=12,..

bi¢iminde tanimlanan (g) ifadesine Pochhammer sembolii denir [3].

k
2.1.2. Tanim

F(u, v) iki degiskenli fonksiyonu degiskenlerinden birine gore

F(u,v):ifn(u)vn

n=0

bigiminde bir Taylor serisine agilabiliyorsa F(u,v) fonksiyonuna {f,(w)}, n =0,1,2, ...

fonksiyonlar ailesinin bir dogurucu fonksiyonu denir. Bu serinin tiim u ve v ler i¢in yakinsak

olmasi gerekmez. I belirli bir aralik r pozitif sabit olmak iizere |v| < r ve u € I i¢in yakinsak

olmas1 yeterlidir [4].

2.1.3. Tanim

u,v € R ve i? = —1 olmak iizere w = u + iv bigiminde olan sayilara karmasik say1 denir.

Bir w = u + iv karmasik sayisinda, w karmasik sayisinin reel kismina u sayisi, w karmagik

sayisinin sanal (imajiner) kismma v sayisi denir. Sirasiyla u = Re{w},v = Im{w} ile

gosterilir [5].



2.1.4. Tanim

u,v € Rve i? = —1 olmak iizere, w = u + iv herhangi bir karmasik say1 olsun. Bu saymin

eslenigi (konjugesi) w ile gosterilerek, W = u + iv ile tanimlanir [5].
2.1.5. Tanim

Trigonometrik fonksiyonlar ve iistel karmasik fonksiyonlar arasindaki iliskiyi veren

Euler formiilii exp(iz) = cos(z) + isin(z) ile tanimlanir [5].
2.2. Bazi Temel Lemmalar

Bu ¢alismada N, semboliiile N, = {0,1, 2, ...} ve N semboliiile N = {0,1,2, ... } kiimelerini

belirtmektedir.
2.2.1. Lemma

m € N ve A(k,n) ile k ve n ye bagli bir dizi olsun. Bu durumda

—
EAE]
—

a. iiA(k,n):i A(k,n—mk)

=0 k=0 n=0 k=

>
=~
o

—
EAE]
-

b. 33 A(Kn) =3 A(k,n+mk)

0
=0 n=0 k=

>
=~
I
o
o

esitlikleri saglanir [6].

2.2.2. Lemma

m € N ve A(k,n) ile k ve n ye bagli bir dizi olsun. Bu durumda



esitligi saglanir [6].
2.3. Baz1 Ozel Polinom Aileleri ve Say1 Dizileri
2.3.1. Tanim

C(u,v), Sk (u, v) iki degiskenli kosiniis ve siniis parametreli listel dogurucu fonksiyonlar

olmak lizere

u S t
e cosvt=>"C, (u,v) =

k
pary kt’
e”‘sinvt:is (u v)ﬁ
=AY

tanimlanmaktadir [7]. Acik gosterimleri ise

C,(u,v)= m(l)"[ k_juk-ziv“, k=0,12,.

ok o
S, (u,v)= Z(—l)’( 1ju“"lvz”l, k=12,..

seklindedir [7].
2.3.2. Tanim

Her n = 0,1,2, ... i¢in derecesi derB,(x) = n ve her n =1,2,3, ... i¢in P'(X)z nPn_l(X)

ozelliklerini  saglayan Py(x), P;(x), P,(x), ..., B,(x) ... polinomlar dizisine Appell
polinomlar dizisi denir. Aynmi zamanda Py(x) =1 olmasi durumu da B,(x) dizisine

normallestirilmis Appell polinomlar dizisi denir [8, 9].



2.3.3. Tanim

A(t)=iMntn—n|, A(0) %0,

n=0
t = 0 da analitik fonksiyon ve M,, = M,,(0) dir. M,,(x) in tiirevi
M/ (x)=nM,(x)

dir [8, 9].

G, (xt)= A(t)e" :imn(x)tn_”!

n=0

dogurucu fonksiyonu ile tanimlanan polinoma Appell polinomu denir [8, 9].
2.3.4. Tanim

B, ile gosterilen Bernoulli sayilari, t € C i¢in

t > t"
et_lzz(;Bnm, |t|<27Z'
n— L

dogurucu fonksiyonu ile tanimlanmustir [10, 11].
2.3.5. Tanim

Herhangi x reel sayisi i¢in B, (x) ile gosterilen Bernoulli polinomlar1 t € C igin

t o, & "
et—let:nZ:;B”(X)m’ |t|<27r

dogurucu fonksiyonu ile tanimlanmistir [10, 11].
2.3.6. Tanim

t € C olmak iizere E,, ile gdsterilen Euler sayilari



dogurucu fonksiyonu ile tanimlanmustir [10, 12, 13].

2.3.7. Tanim

t € C olmak tizere herhangi bir x reel sayisi i¢in E, (x) ile gosterilen Euler polinomlari

dogurucu fonksiyonu ile tanimlanmustir [10, 12, 13].

2.3.8. Tanim

Kosiniis-Euler ve siniis-Euler polinomlarinin dogurucu fonksiyonlari

seklindedir [14].

2.3.9. Tanim

r. mertebeden kosiniis-Euler ve siniis-Euler polinomlarinin dogurucu fonksiyonlari

o0 or tn 2 r y

S (o) o
$EC (x,y) o [ =2 esin(y)
— ST P nt



olarak verilmistir [15].

2.3.10. Tanim

y € C\ {1} ve m € N olmak iizere mertebesi m olan H,(lm) (y) ile gosterilen Frobenius-Euler

sayilari

Fa (m, y)=( Y ] =iH,§”‘)(y)ﬂ

ey
dogurucu fonksiyonu ile verilmistir [16].

2.3.11. Tanim

ki, k, € Ny olmak iizere kosiniis-Eulerian tipli polinomlar Hr(lc’kl)(x,y; A,u) ve siniis-

Eulerian tipli polinomlar ise Hfls’RZ)(x, y; A, u) olmak tizere

n

1-u 4 X © c t
Figtl)(t,x,y;i’u):(le‘—uj e‘cos(yt):Z;‘Hrﬁ'kl)(x,y;g,u)m,

n

1—U N XU o3 S S t
n=0 -

dogurucu fonksiyonlar1 ile tanimlanmustir [17].

Burada kosiniis-Eulerian tipli polinomlarda y =0, A =1 alimp, sonra dogurucu

fonksiyondau = y (y € C\ {1}) ve k; = m € N yazildiginda H,gm) (x,y) ile gosterilen m.

mertebeden Frobenius-Euler polinomlarinin dogurucu fonksiyonu

olarak verilmistir [16, 18].



2.3.12. Tanim

n, k negatif olmayan tam sayilar ve k < n olmak iizere, n elemanli bir kiime tizerinde tanimli
k tane ayrik devirin ¢arpimindan olusan permiitasyonlarin sayisina birinci tir Stirling

sayilar1 denir ve S; (n, k) ile gosterilir. Birinci tiir Stirling Sayilari

Iog 1+t °°
( ) =>S,(n, !, It <1

n=0
dogurucu fonksiyonu ile tanimlanmustir [12, 13].

2.3.13. Tanim

n, k negatif olmayan tam sayilar olmak iizere, n elemanl bir kiimenin k tane ayrik ve bos
olmayan alt kiimeye parcalaniglarinin sayisina ikinci tiir Stirling sayilar1 denir ve S,(n, k)

ile gosterilir. Ikinci tiir Stirling sayilarmin agik gdsterimi

0= 53

Yoo\ J
seklindedir [13, 19]. Ayrica ikinci tiir Stirling Sayilari

n

2"=>"S,(nk)z(z-1)(z-2)...(z-k+1)

k=0

olup

n

(ez—l)k =k! HZ:; ,(n, k) iy

dogurucu fonksiyonu ile gosterilmistir [13, 19].
2.3.14. Tanim

wy(n) ile gosterilen Fubini sayilari
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1 - t"
F, (t)= g :Zoa)g(n)m . |tf<In2

dogurucu fonksiyonu ile tanimlanmustir [20, 21].

Bu Fubini sayilarinin birkag tanesi agsagida listelenmistir:

wy(0) =1, wy(1) =1, wy(2) =3, wy(3) =13, wy(4) =75, wy(5) =541, w, (6) = 4683,
wy (7) = 47293 [22].

2.3.15. Tanim

wy () ile gosterilen Fubini tipli sayilar,

t_l n

e - t
Fo (t): 2 _gl :nZ(;a)M (n)m

dogurucu fonksiyonu ile tanimlanmustir. Burada w,,(0) = 0 dir [23].

2.3.16. Tanim

a, sayilari

dogurucu fonksiyonu ile tanimlanmstir [24].

Burada a,, sayilarinin ilk 8 tanesi

ap=2,a, =4, a, = 16, a; = 88, a, = 616, as = 5224, a, = 51976, a, = 593128

seklindedir [22].
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2.3.17. Tanim

Klasik tek degiskenli Fubini polinomu F,(y)

dogurucu fonksiyona sahip oldugu gosterilmistir [25].
2.3.18. Tanim

n € Ny ve k € Ng olsun. f,, , genellestirilmis Fubini sayilari

dogurucu fonksiyonu ile tanimlanmustir [23].

vn € Ny igin f , =@, (n)dir. Ayrica fo, = 1 dir [23].

Birkac genellestirilmis Fubini sayilar
f,=1f,=,1f,=11,=3f,,=51f,,=7"f1,=13 f,,=37,1,,=73, f,, =75
seklindedir [22].

2.3.19. Tanim

k € N, olsun. Herhangi bir x reel sayisi1 i¢in mertebesi k olan a,(lk) (x) ile gosterilen Fubini

tipli polinomlar

t" 2 )
m=met, |t|<27z

Fa(x;t,k)=iank(x)

dogurucu fonksiyonu ile tanimlanmistir [26].
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2.3.20. Tanim
Klasik iki degiskenli Fubini polinomu F, (x; y)

xt

(1-y(e'-1)

o0 tn
Ry —=
=0 ni

dogurucu fonksiyonu ile tanimlanmistir [26-29].

2.3.21. Tanim

Iki degiskenli r. mertebeden Fubini polinomu Fn(r) (x;v)

eXt B 0 " . tn
T —an (%; y)n! (2.1)

v

dogurucu fonksiyon yardimiyla tanimlanmistir [30]. Burada x = 0 olmas1 durumunda tek

degiskenli r. mertebeden Fubini polinomu Fn(r) 6%)

1 B 00 (r) tn

v

dogurucu fonksiyon ile tanimlanmigtir [30].
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3. PARAMETRIK TURDEN FUBINI TiPLi POLINOMLAR

Fubini tipli polinom ailelerini kapsayan bir¢ok calisma yapilmis ve c¢esitli 6zellikleri
incelenmistir. Bu boliimde Sharma, Khan ve Ryoo [31] tarafindan tanitilan trigonometrik
fonksiyonlar ve Euler formiilii yardimiyla Fubini tipli polinomlarin yeni dogurucu
fonksiyonlarina yer verilecektir. Daha sonra [31] de tanimlanan bu dogurucu fonksiyonlar
yardimiyla ve trigonometrik bagintilar1 da kullanarak [31] de bulunan formiillere deginilecek
ayrica bu dogurucu fonksiyonlarin degiskenlerine gore kismi tiirevleri alinarak bagintilar

hatirlatilacaktir.
3.1. Fubini Polinomlariin Parametrik Tiirleri

3.1.1. Tanim

Fubini polinomlarinin iki parametrik tiri j € Ny i¢in Kosiniis Fubini polinomlart

Fj(c) (u, v; w) ve siniis Fubini polinomlari Fj(s) (u, v; w) dogurucu fonksiyonlari

. c . t" 1 ut

2 F“()(U’V’W)ﬁzme cos(v) (3.1)
2 1" 1 ut o

Zn:() F© (u,v;w) == —(1—W(et _1)) e"sin(vt) (3.2)

ile tanimlanmistir [31].

F,(u+iv;w)+F, (u—iv;w)
2

Fn(°) (u,v;w) =

F,(u+iv;w)—F, (u—iv,w)

FOu,v;w) = >
|

seklinde ifade edilsin [31].

xt

e

['e] . tn
1—y(et 1) ZZ(;FH(X, y)m (33)
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Fubini polinomunda x yerine u+iv ve y yerine de w yazilarak

e(u+iv)t

0 . tn
—— =) F (u+ivyw)— 3.4
w2 )i (3.4)
elde edilmistir [31]. Euler formiiliiniin kullanilmasiyla

N " e"(cos(vt) +isin(vt))
; Rl W)m T 1-w(e'-1) (3.5)

elde edilir [31].
Simdi ise (3.3) esitlik (3.3) de x yerine u-iv ve y yerine de w yazilirsa

el . tn _ e(u—iv)t
nZ:; F(u- |V,W)m “Twe D
(3. 6)
_ e (cos(vt) —isin(vt))

1-w(e' -1)

olarak bulunur [31]. Burada (3.5) ve (3.6) esitlikleri taraf tarafa toplanirsa

tn 0 tn
—+ > F(u=-iv;w)—
n! nzz(; ol )n!

iFn(qu;w)

n=0

n

:ni‘;[Fn(u—iv;wH Fn(u—iv;w)]%

_e"(cos(vt) +isin(vt) + cos(vt) —isin(vt))
- 1-w(e' -1)

1 ut
= m 2e""cos(vt) (3.7)

olur ve burada esitligin her iki tarafi 2 ye boliiniirse
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n

> EY (u,v;w) L

< n! 1-w(e' 1) e"cos(vt) (3.8)

elde edilir [31].
(3.5) esitliginden (3.6) esitliginin ¢ikarilmast ile

v

0 . n 0 . tn
F.u+iviw)——- > F (u-iv;w)—
2R " Z; ( )

n=0

n

zg[Fn(u—iv;w)— Fn(u—iv;w)]%

_e"(cos(vt) +isin(vt) —cos(vt) —isin(vt))
- 1-w(e' -1)

1 Ut
=m2|e sin(vt) (3.9)

olur ve burada esitligin her tarafi 2i ye boliiniirse
iFn(s)(u,v; W) ﬂ:;e‘“sin(vt) (3.10)
- n! 1-w(e' -1)

elde edilir [31]. Boylece kosiniis ve siniis parametreli Fubini polinomlarinin dogurucu
fonksiyonlari

S EOuvw) L _eveos(vt
Z(; 2 Uviw) —w(e 1) (vt) (3.12)
N =S V E:— Uein (vt
nZ(; 2 (U, v;w) nl l—W(et—l)e Sm( ) (3.12)

ile verilmis olur [31].

Ik dort Fn(c) (u, v; w) polinomu i¢in
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fonksiyonlarinin seriye agilmast ile

FO(C) (u,v;w) =1,

F9u,v;w) =u+w,

F,% (U, v; W) = U2 = V2 + W+ 2uw+ 2w?,

FS(C) (u,v;w) = u® =3uv® + W+ 3uw+ 3u’w — 3v*W + 6W* + 6uw?® + 6W*
polinomlar1 bulunur [31].
Ayni sekilde Fn(s) (u, v; w) polinomu i¢in

ut o3
me sin(vt)

fonksiyonlari seriye acilirsa

FO(S) (u,v;w) =0,

R (u,v;w) =V,

FZ(S) (U, v; W) = 2uv + 2vw,

FL) (U, v; W) = U2V —V° + 3vW + BUVW + BVW?

polinomlart bulunur [31].



Uyari

(3.8) ve (3.10) dogurucu fonksiyonlarinda u = 0 alinirsa asagida verilen

O VT LA
nZ:(;Fn (O,v,w)n! 1—w(et—1)COS(Vt)
ve

i FO,v; w)E = sin(vt)

il ! 1-w(e'-1)
iki degiskenli polinom ailesi elde edilir [31].

Uyanri

(3.6) ve (3.8) dogurucu fonksiyonlarinda w = —% alinirsa Tanim 2.3.8 den

o = (s 1 t" Ut o NISE t
;F“()(u'v’_E) ——etS|n(vt)=ZE§)(U,V)m

olup £ (u,v;—%} =EP(u,v)

elde edilir [31].

17

(3.13)

(3.14)



18

3.2. Baz1 Ozel Durumlar

Bu boliimde (3.3), (3.11) ile tanitilan dogurucu fonksiyonlar araciligiyla ilk 6nce u yerine O
ve daha sonra (3.3) fonksiyonunda u yerine u + iv, u — iv degerleri yazilarak bazi esitlikler

elde edilmistir.

1. Durum: j € N igin

©0,v;w) = g( j 1) VZ*F L, (W) (3.15)
ve
j € Nigin
F&0,v;w) = %}( J j(—l)s Vi SN () (3.16)
“\2s+1

ozellikleri elde edilmistir [31]. Burada F;(w) ler Tanim 2.3.17 daki Fubini polinomlaridir.

Daha sonra (3.3) fonksiyonunda u yerine u + iv ve u — iv yazilarak

u+|vw ZJ:(-]U+IV F.(w)

i( J R, (usw) (3.17)

n

ve

IVW:Zj:[jJ —|v "F (W)

-0\ N

n=0 n

Zjl(jj( ) (iv)" ™" F, (u; w) (3.18)
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esitlikleri elde edilmistir [31]. Buradaki E,(w) ler Tanim 2.3.17 de ki Fubini polinomlar1 ve
E, (u; w) ler ise Tanim 2.3.20 deki iki degiskenli Fubini polinomlaridir.

2. Durum: v # 0 icin E (u, v; w) ve E (u, v; w) polinomlart

Fn(°)(u,v;W)=H§°)(u, ;—1+Wj (3.19)
w

EO v = HO [y y- LW

2 (uviw)=H 7 u,v; v (3.20)

esitliklerini saglar [31]. Burada Hr(f) (u, v; w) ve H,(f) (u, v; w) ler sirasiyla Tanim 2.3.11 de
verilen kosiniis ve siniis parametreli Eulerian tipli polinomlarinda x - u,y = v,u - w ve

ki = k, = A = 1 secilmesiyle elde edilen 6zel durumlardir.

3. Durum: Fn(c) (uw,v;w) ve Fn(s) (u, v; w) polinomlarinda

R, v;w) = z[L‘] R WC, ((.Y) (3:21)
Fn(s)(u,v; w) = i@] F (w)S, , (u,v) (3.22)

ozellikleri elde edilmistir [31]. Buradaki C,,_ (u, v) ve S,,_, (u, v) polinomlart Tanim 2.3.1

de verilmistir.

4. Durum: Fn(c) (u, v; w) ve Fn(s) (u, v; w) polinomlarinda esitlik (3.11) ve (3.12) dogurucu

fonksiyonlarinda n € N i¢in u yerine u + 1 yazildiginda asagidaki

nfn
FOUu+Lv,w) = Z(m F© (u,v;w), (3.23)
m=0

nin
FOu+Lv,w) = Z[m F©) (u,v;w) (3.24)
m=0
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ozellikler elde edilmistir [31].

3.3. Kismi Tiirevler

(3.11) ve (3.12) ile tanimlanan dogurucu fonksiyonlarinda n € N i¢in Fn(c) (u,v;w) ve

Fn(s) (u, v; w) polinomlarmin u, v degiskenlerine gore kismi tiirevleri yardimiyla asagidaki

bagintilar gosterilmistir.

1. Durum: Esitlik (3.11) de n € N i¢in u ya gore kismi tiirev alinirsa

s) n ut
> LR vw) = 2| £ cos(v)
~ou n! ou 1—W(et—1)

n+1

=>F (u,v; w)

n

M

n!

n

Il
o

N Oy )L
_;Fnl(u,v,w)(n_l)!

olup

L > nFE (u,v;w) L
! n=0 n!

ZEFH(C) (u,v;w)
ou n!

n=0

n

elde edilir ki, - terimlerinin katsayilari esitlenirse

n!
9 E@ (v © 1\
o F,”(u,v;w)=nF " (u,v;w), n € N (3.25)
u
elde edilmis olur [31].

Simdi benzer sekilde, (3.12) ile verilen dogurucu fonksiyonda n € N i¢in u degiskenine gore

kismi tiirevi alinirsa



|M8

[N

n=

n ut H
R (u,vyw) = 2| &S0
u n! ou 1—w(et—1)

olup

- O t" & t"
FO (u,v;w)— =" nFE) (u,v; w) —
o Wviw)— nz=1: (VW)

n=1

n

elde edilir ki - terimlerinin katsayilar1 esitlenirse
n:

Gi Fn(s)(u,v; W) = nFn(_?(u,v;w), neN
u

elde edilir [31].

21

2. Durum: Esitlik (3.11) esitliginin n € N i¢in v degiskenine gore kismi tiirevi alinirsa ve

(3.12) kullanilirsa

0 n ut
Zﬁﬁ(c) (u,v;w) = 2| _ereost)
“~ ov ! ov|1-w(e'-1)



22

olup

tn+l
!

0 a tﬂ 0
—FOuv;w)—=->F"u,v;w
Zav n (Wviw) Z:; n (VW) —

n=1

elde edilir. Burada n yerine n — 1 yazilirsa

0 a tn 0 tn
> —F (U, v;w) — == nF.5)(u,v;w) —
n=1 6“ " ( )nl n=1 n_l( )nl

n

elde edilir. - terimlerinin katsayilar1 esitlenirse
n:

% F(u,v;w) = -nF)(u,v;w), n €N (3.27)

elde edilir [31].

Simdi benzer sekilde esitlik (3.12) nin v degiskenine gore kismi tiirevi alinirsa ve (3.11)

esitligi kullanilirsa

3 —_ n ut o
1 OV nl —av ]__W(et _1)



1
:tl—w(e‘— )e cosvt
:ti Fn(c)(u,v,w)—n
n=0 n!

elde edilir. Buradan

n+1

S LR uvw) S =
av n! n=0

n=1

olup n yerine n — 1 yazilirsa

i%ﬁfs (u,v; W) ZF u,v; W)

n=1

1)'n

n

elde edilir. — terimlerinin katsayilar esitlenirse

n!

% F®u,v;w) =nF(u,v;w), n €N

elde edilir [31].

n=1

0 tn
=>"nFu,v; W

23

(3.28)
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4. YUKSEK MERTEBEDEN FUBINI TiPLi POLINOMLARIN
PARAMETRIK TURLERI

Bu boliimde [30] referansinda tanimlanan (2.1) esitliginde kompleks degisken ve Euler

formiiliiniin kullanilmasiyla Fn(c‘r) (u, v; w) kosiniis parametresine bagl ve Fn(s’r) (w,v;w)
sinlis parametresine bagli iki yeni dogurucu fonksiyona sahip yeni aileler iizerine
calisilmistir. Burada tanimlanan iki yeni aile [31] referansi ile verilen parametrik tiirden
Fubini polinomlarinin r. mertebeden hali (r € N) olup daha genel durumudur. Bu béliimde
verilen bazi1 6zellikler Cetin ve Cekim [32] tarafindan “6th International Conference on
Computational Mathematics and Engineering Sciences” konferansinda sunulmugtur.
Literatiirde yogun bir ¢alisma alanina sahip olan Fubini tipli polinomlar daha sonra [33] de
parametrik tiirden Apostol tipli Bernoulli, Euler, Genocchi, Fubini polinomlarinin
birlestirilmis genis bir polinom ailesi ile tanimlanmistir. Burada degiskenler 6zel olarak
secildiginde bu boliimde calisilan . mertebeden parametrik tiirden Fubini polinomlarinin
dogurucu fonksiyonu elde edilip ¢arpimsal ve tiirev operatorleri, bazi toplam formiilleri ve
diferensiyel denklemi incelenmistir. Bunun yani sira kosiniis ve siniis parametreli Fubini
tipli polinomlarin bir bagka tanimi1 da Srivastava ve Kizilates [34] tarafindan Tanim 2.3.19
da verilen dogurucu fonksiyonda kompleks bir degisken secilip Euler formiiliiniin
uygulanmasiyla tanimlanmistir. Daha sonra bazi toplam formiilleri, tlirev bagimtilari,
multiliner ve multilateral dogurucu fonksiyonlar elde etmislerdir. Ayrica Apostol-Bernoulli,
Apostol-Euler ve Apostol-Genocchi polinomlarini igeren yeni iligkiler bulmuslardir. [34] de
tanimlanan parametrik tiirden Fubini tipli polinom ailesinin daha genel hali ise Srivastava
ve digerleri [35] tarafindan tanimlanmistir. Burada ¢arpimsal ve tilirev operatorleri, bazi
toplam formiilleri, diferensiyel denklemi ve tiirev bagintilar1 elde edilip Gould-Hopper,
Laguerre ve Hermite-Appell polinomlar1 ve kesikli iistel fonksiyon kullanilarak alt polinom
aileleri incelenmistir. Diger taraftan Fubini tipli polinomlarin 6zel polinom aileleri ile
aralarinda bazi bagmtilar ve iliskiler vardir. Ornegin Kilar ve Simsek [17] tarafindan
tanimlanan parametrik tiirden Eulerian tipli polinomlarin 6zel se¢imlerinde bu bdliimde
tanimlanan parametrik tiirden Fubini polinomlar elde edilebilmektedir. Burada Kilar ve
Simsek [17] parametrik tiirden Eulerian tipli polinomlar i¢in toplam formiilleri ve tiirev
bagmtilar1 elde etmisler. Daha sonra ise bu polinomlarin Apostol-Bernoulli, Apostol-Euler

ve Apostol-Genocchi sayilart ve polinomlarini ve Stirling sayilarini igeren iligkiler elde

etmislerdir. Bu bélimde ise F7 (u, v;w) ve ES (w,v;w) polinom ailelerinin farklr

ozellikleri tizerinde durulmustur.
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4.1.1. Tanim
(2.1) esitligi yardimiyla i? = —1 olmak iizere

FO®u+iv;w) +F (u—iv; w)
2

F (u,v;w) =

FO'u+iv;w) —F® (u—iv;w)
2i

F(u,v;w) =

seklinde ifade edilsin.

(2.1) esitliginde x yerine u+iv ve y yerine de w yazilirsa

plurvt ) . t"
—  =NFEF2Uu+iviw)— 4.1
(1—w(e' —1))" Zf; n i Y
elde edilir.
Buradan
e(u+iv)t — euteiv‘[ — eUI (COSVt +is|nvt) (42)

Euler formiilii [5] yardimiyla

iF(”(uHV' w)£= plusivt
= Tl (L-w(e' -1)
(4.3)
_e"(cos(vt)+isin(vt))
T (1—w(e' =)

elde edilir. Simdide (2.1) esitliginde x yerine u-iv ve y yerine de w yazilirsa



0 ) tn e(u—iv)t
Y EOu-iviw)—=————
=0 n! (-w(e -1)

_ e"(cos(vt) —isin(vt))
T (Q-w(e' =)

olarak bulunur. (4.3) ve (4.4) esitlikleri toplanirsa

o0

. tn 0 . n
D FEOu+iv; W) — + > FOu-iv; W)t—|
nl & n!

n=0
0 . . tn
— ) (11 —iy- () (yy iy L
nEO[Fn u-iv;w)+F;"(u IV,W)]n!

_e"(cos(vt) +isin(vt) + cos(vt) —isin(vt))
- (1-w(e' -1))"

1

=—————2e"cos(vt)
1-w(e' 1)

olur ve burada esitligin 2 ile boliinmesi ile

i F (u,v; w) L ;re“tcos(vt)

" (1-w(e 1))
elde edilir [32]. Esitlik (4.3) den (4.4) ¢ikarilirsa

0 o0 n

. t" : t
(I’) " —_— (r) — . -
> F (u+|v,w)nl > FOu |v,w)n!

n=0 . n=0

ST EO (1 v — EO (v T
;[Fn (u—iv;w)—F"(u IV,W)]n!

_e"(cos(vt) +isin(vt) —cos(vt) —isin(vt))
B (L-w(e' - )’

(4.4)

(4.5)

(4.6)

27
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1 Ut
=—— 2ie“sin(vt
- w(e' 1))’ v (4.7)
olur ve burada esitligin her tarafi 2i ye boliiniirse
S 1 s
HZ:(;FH (u,v; w) T e sin(vt) (4.8)

(rule 1)

elde edilir [32]. Boylece yiiksek mertebeden Fubini polinomlarinin kosiniis ve siniis
parametreli dogurucu fonksiyonlari

i F0 (u,v; w) v 1 —ecos(vt),
n-0 n! (1—W(et -1

iFn(s r)(u,v;w)ﬂz ! _e“sin(vt)
o= " (1-w(e -1

ile tanimlanmis olur [32]. i1k dort Fn(c’r) (u, v; w) polinomu i¢in

—e'cos(vt)
(1-w(e'-1))

fonksiyonlarinin seriye agilmast ile

Fo(c,r) (u,v;w) =1,
Fl(c,r) (u,v;w) =u+rw,
Fz(c'r) (u’v; W) = —V2 +2rvw+ U2 +Iw— rWZ(r _1) + 2r2W2’

FS(C") (u,v;w) =u®-3uv’ + rw(—3v2 +2wW? +3W+1)+3rw(u2 +Uuw+ u)

+3r’w’ (u+w+1)+r’w’
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polinomlart bulunur [32]. Ayni sekilde ES™ (u, v; w) polinomu igin

—e"sin(vt)
(1-w(e'-1))

fonksiyonlart seriye acilirsa

FO(”) (u,v;w) =0,

Fl(s'r) (u,v;w) =v,

F50 (U, v; W) = 2uv + 2rwy,

F5 (U, v; W) = =V + Brwuv + 3u?v + 3rwv — 3rw?v(r —1) + 6r2w?v
polinomlar1 bulunur [32].

Uyari

(4.6) ve (4.8) dogurucu fonksiyonlarinda u = 0 alinirsa asagidaki polinomlar aileleri

> SR (A% W)ﬂ = ;rcos(vt)
g; n! (1_W(et _1)) (4.9)
ve
i Fn(s,r) O,v;w) v = ;r sin(vt) (4.10)

"0 n! (1—w(et —1))

elde edilir [32].
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Uyari

(4.6) ve (4.8) dogurucu fonksiyonlarinda w = —% alinirsa

esitligi ve

S EE [y B2 2 gt = STECD vy
25 (u’v’ 2jn! (et+1)'esm(Vt) 25T

E(s0) (U’V;_%j = Er(]s'r) (u,v) esitligi

elde edilir [32]. Buradaki E,(lc’r) (u,v) ve E,(IS'T) (u, v) ler Tanim 2.3.9 da tanimlanmgtr.
4.1. Teorem

r. mertebeden kosiniis Fubini polinomu j € N i¢in

gy
Fj(c,r) (0,v; W) = (stj(_l)s V2 Fj(jgs (w) (4.11)

s=0

ve

r. mertebeden siniis Fubini polinomu j € N i¢in
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)
Fj(s’r)(O,V;W) _ Z( J lj( 1)5 25+1|:J ) 1(W) (412)

2s+
ozelliklerini saglar. Buradaki F}(r) (w) ler (2.2) de verilmistir.
fspat

(4.6) esitliginde u=0alinip esitlik (2.2) ve cos (vt) fonksiyonunun Taylor seri agiliminin

kullanilmastyla

3 F.(C'r)(o,v;w)t_—j =%COS(V'[)
jz—f; J J! (1—W(e‘—1))

(ZFU)(W) j[Z 1) t)_J

elde edilir. Burada j — j — 2s yazilir ve Lemma 2.2.1 kullanilirsa

SO0 vw =S k}j 1 vE D, (w) |2
ZJ(H)J-.ZZZS() 2 (w) | (4.13)

=0 © j0| s0 I

i
elde edilir. t—l terimlerinin katsayilari esitlenirse (4.11) esitligi bulunur. Benzer sekilde (4.8)
J!

esitliginde u = 0 alinip esitlik (2.2) ve sin (vt) fonksiyonunun Taylor seri agilimi

kullanilirsa

(5 n B 1 :
D FE(0,v; W) — = —————sin(vt)

< I (1-w(e -1))
_ (z FOw) %J(i(—”s ZZsil)lj

=0 | AN

elde edilir. Burada j = j — 2s — 1 yazilirsa ve Lemma 2.2.1 kullanilirsa
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) |
iF(S,r)(O VW)E _i [ 2 :l S 25+1F(|') (W) E 4.14
j 1V jl - 25+1 j=2s-1 - ( ' )

i1 'O s J!

elde edilir. t—l terimlerinin katsayilar1 karsilastirilirsa (4.12) esitligi bulunur. Ispat
J:

tamamlanmis olur.
Uyari

[17] de verilen kaynakta Teorem 4 ve Teorem 5 de degiskenlerin 6zel segimleri ile (4.11) ve

(4.12) esitliklerine indirgendigi goriilmektedir.
4.2. Teorem

r. mertebeden Fubini tipli polinomlar j € N i¢in

(]
FO (u+iv;w) :Z[ ] (u+iv)"™" F" (w)
n=0

Zjl[ j iv) ™ EO (u;w) (4.15)

n=0

ve

F (u—iv;w) ZJ:[ ] RO (w)

n=0

i[j( ) (iv) " FO (u; w) (4.16)

=0

acik gosterimlerine sahiptir [32]. Buradaki ™ (w) ler (2.2) de ve E (u; w) lar (2.1) de

verilmistir.



fspat

(2.1) ile verilen dogurucu fonksiyonda

i FO(u+ iv;w)tj—j! = (Z(ULJ(Z F O (w)— ]

j=0 =0 J! n=0

olup j yerine j — n yazilirsa (Lemma 2.2.1 den)

i Fj(r) (u +iv: W)t_'l _ i(i F (W)(U + iv)l—n jtj

= (i-n)n!

elde edilir. Buradan = terimlerinin katsayilari esitlenirse
J!

(i
FO (u+iv;w =Z[ j u+iv)"" FO (w)
n=0

elde edilir. Daha sonra

ut

ZF(r)(u+IV W) ™ ¢

i=0 (1—W(et —1))r

(£ Srowmd)

oldugundan, j yerine j — n yazildiginda (Lemma 2.2.1 den)

ZF”)(UHV W) ' izjl F(”(u W);

j=0 n=0 Inl

th . .
olup = lerin katsay1lar1 esitlenirse
J:

33
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FOu+iv;w) = Z( ] (iv)" " FO (u;w)

elde edilir. Benzer sekilde

ZF“) —iv;W)— U _ g L
|

e

SR P

olup j yerine j — n yazilirsa (Lemma 2.2.1 den)

S o5 g o)

4 )Inl

N L L
elde edilir ki = lerin katsayilar1 esitlenirse
J!

F (u—iv;w) ZJ:[ .j(u —iv) " E7 (w)

bulunur. Benzer sekilde dogurucu fonksiyondan yola ¢ikilarak

ut
ZF(r)(U—IV W)—_ -

i-0 J! (1—w(et —1))r

{ses)gres

elde edilir ve j yerine j — n alinirsa (Lemma 2.2.1 den)

8




gFj(r)(u_iv;W)tTj!:ii(—l) ] (iV) B |Zn(r)(u;w)tj

= (j—n)!n!

ti
olup = terimlerinin katsayilar1 esitlenirse
J!

FOu—-iv;w) = Zn(;(rj]j(—l)j” (iv)"™" F (u;w)
=
elde edilir.
4.3. Teorem
EX™ (w, v;w) polinomu
FU+k,v;w) = mzn:_o[:]} F0 (u,v; w)k™
ozelligini saglar [32].

fspat

(4.17)

(4.6) dogurucu fonksiyonu ile verilen fonksiyonda j € N i¢in u yerine u + k yazilirsa

) n (u+k)t
ZF(°‘r)(u+k,v;w)t—= e""™cos(vt)

n

n-0 n! (l—w(et —1))r

e cos(vt) ot

olup, n yerine n — m yazilirsa (Lemma 2.2.1 den)

35
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0 tn 00 n tl'] n!
FC+k,v;w)— = FC0 (U, v; W)k ———— —
nZ:; o )n! ;mzzo o ( ) (n—m)!m!n!

© N n n
=2 ( JFn(f;,:)(u,v;w)kmt—
n!

n=0 m=0 m

n

. t . .
elde edilir. Burada - terimleri karsilastirilirsa
nt

n(n
FCu+k,v;w) = Z(mj R (U, v;w)k™
m=0

olarak bulunur.
Sonuc¢

Teorem 4.3 de k =1 igin
n(n
Fn(c") (u+1,v;w) = Z(mj Fn(_cr';)(u,v; W)
m=0
elde edilirken, k =u igin

.(n
F*0u,v;w) = Z(mj FE& (u,v;wyu™
m=0

elde edilir [32].
4.4. Teorem

Fn(s‘r) (u, v; w) polinomlari

n(n
O u+k,v;w) = Z( j FE& (U, v, w)k™
m=0 m

(4.18)



ozelligini saglar [32].
fspat
(4.8) dogurucu fonksiyonunda u yerine u + k yazilirsa

) n (u+k)t oz
ZF(S")(u+k,v;w)t—= e sin(vt)

n

"0 " (- w(e —1))r

e" sin(vt) o

(1-w(e' -1))

olup, n yerine n — m yazilirsa (Lemma 2.2.1 den)

0 tn 00 n tn n!
FCu+k,v;w)— = FC0 (U, v; wyk™ ———— —
; o )n! HZ::;mZ:O o ( ) (n—m)!m!n!

n

. t . .. —
elde edilir. Burada - terimlerinin katsayilari esitlenirse
n'

n(in
FCU+k,v;w) = Z[mj F&0 (U, v wk™
m=0

elde edilir.
Sonug

k =1 i¢in Teorem 4.4 de
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n(n
FCu+1v;w) = Z( j FC U, v; w)
m=0\ M
elde edilirken, k =u igin
nn
R (2u,v;w) = Z(mj F (U, v;wyu"
m=0

elde edilir [32].

4.5, Teorem

Fn(c’r) (u, v; w) polinomlari

n (N
F) (u,v;w) = Z[kj Fi 7 U viw)R (0w), 0 €N
k=0

ozelligini saglar [32]. Buradaki F,ga) (0; w) lar (2.1) de verilmistir.

fspat

(4.6) ile verilen dogurucu fonksiyonunda r yerine r + ¢ alinirsa

0 n ut
Fn(c,r+a) (U, Vi W) t_ _ e COS(Vt) _
Z;‘ " (1-w(e -1))
=e" cos(vt) ! !

(1-w(e -1)) (1-w(e*-1))

= (i F&) (u,v;w) %)(i F7)(0;w) %]

n=0 k=0

elde edilir. Burada n yerine n — k yazilirsa (Lemma 2.2.1 den)

(4.19)



M

n 0 n n n
Fn(c,r+a) (U, v; W) % _ Z Z(kj':n(cf:) (u,v;w) Fk(a) (0; w) t—l
. n!

n=0 k=0

=]
Il
o

n

t . .. oy
olup, o terimlerinin katsayilar esitlenirse
n'

n(n
Fo7) (u,v;w) = Z[kj F0 v W)R (0 w)
k=0

elde edilir.
Sonuc¢

Teorem 4.5 de o =1 igin

Fe (U, v; w) = kzn(;(zj F&) (u,v;w)F, (0;w)
elde edilirken, ¢ = r i¢in

FC2) (u,v;w) = Z;‘(E] FC0 u,v;w)F" (0;w)

elde edilir [32].

4.6. Teorem

Fn(s'r) (u, v; w) polinomlari

nin
F O (u,v;w) :Z(kj R W viwFR” (0w), o €N
k=0

Ozelligini saglar [32]. Buradaki FIEU) (0; w) lar (2.1) de verilmistir.

39
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fspat

(4.8) ile verilen dogurucu fonksiyonda r yerine r + ¢ yazilirsa

i FO) (v w) & = " sin(v)
n=0 n! (:L—W(et —1))
=e"sin(vt) ! !

(1— w(e' —1))r (1—W(et —1))0

= [i SSHRAY) %j[i F?(0;w) %j

n=0 k=0

olup n yerine n — k yazilirsa (Lemma 2.2.1 den)

0 n © N n n
SEET (v W)% = ZZ[kan(Sf:) (u,v; W)R(O; W)%

n=0 n=0 k=0

ot . .. —
elde edilir. - terimlerinin katsayilar1 esitlenirse
n:

nn
Fn(s,r+0') (u’ V, W) — Z(kj Fn(j(r) (u, V, W) Fk(G) (0, W)
k=0

elde edilir.
Sonug

o =1 icin Teorem 4.6 da

F(s,r+1) R _ . n (syr) . .

SR (RATESY ) Fd) (U, v; W F, (O w)
k=0

elde edilirken, o = r i¢in



nin
Fn(s,Zr)(u’ VW) = Z(kj Fn(j(r)(u,v; w) Fk(r) (0; W)
k=0

elde edilir [32].

4.7. Teorem

Fn(c,r) (u, v; W) ve Fn(s,r) (u, v; w) polinom aileleri

2
2
FCY(u, 2v;w) =2 > (—1)k Ean+1] VIECD (viw), n €N

k=0

ozelligi saglar [32].

fspat

(4.6) ile verilen dogurucu fonksiyonun her iki tarafi 2sin(vt) ile ¢arpilirsa

© n ut
2sin(vt) 3" F“ (u,v; w)t_l _ 2sin(t) 90V _
n=0 n:

(e 1)

sin(2vt)

(e 1)

elde edilir. (4.8) dogurucu fonksiyonundan dolay1

» (s.r)
25|n(vt)ZF ©(u,v; W)— > i (u 2v, W)t

n=0 - n=0

(4.21)

elde edilir. Diger taraftan esitligin sol tarafinda sin(vt) fonksiyonunun Taylor serisi

kullanilirsa

i Fn(s r 2V W) L Z (- ]_)kvzk+lt2k+1 ][i Fn(c’r)(U,V; W) tn_“lj

n=0 k=0 (2k 1)' n=0
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olup n yerine n — 2k — 1 yazilirsa (Lemma 2.2.1 den)

[

o nT} kyy2kH @ n

( 1) v 1 !, (1) ot

2 F VW =t"=S"F L2V W) —
lekz(; o (2k+1)! (n—2k —1)! n! le G VW)n!

n

A S o
elde edilir. — in katsayilari esitlenirse
n!

2
(U, 2v;w) = ZZ[Zk 1}/ F0 L (u,v;w) (-1)

elde edilir.

4.8. Teorem

Fn(s’r) (u, v; w) siniis parametreli Fubini polinomlari

2l
*(u,2v;w) =2> (-1 (ZKJVZan(_S’;k)(U,V; w) (4.22)

k=0

ozelligini saglar [32].
fspat
(4.8) ile verilen dogurucu fonksiyonunun her iki tarafi 2cos(vt) ile garpilirsa

e“sin(vt)

2cos(vt) y ) (u,v;w)ﬂ = 2008(Vt) ————2
nZ:(; n! (1—w(e‘ —1))
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elde edilir. Esitligin sol tarafinda cos(vt) fonksiyonunun Taylor a¢ilimi kullanilirsa ve sag

tarafinda (4.8) esitliginden dolay1

i FC&I(u, 2v; W)tn_”! = 2(2 (= 1()2\k/)|t J(i 6O (v W)tn_“!j

n=0 k=0 n=0

n

elde edilir. Burada n yerine n — 2k yazilirsa (Lemma 2.2.1 den) ve t_' in katsayilari
n!

esitlenirse

H
0 (u, 2v; W) = 22 (ZK}/Zk FC) (u,v;w)

elde edilir.

4.9. Teorem

n € N i¢in Fn(c’r) (u,v;w) ve Fn(s’r) (u, v; w) polinomlari

8
— FC (u,v;w) = nF (u V; W) (4.23)
au
ve
6 s,r S,r
— B viw) =R, viw) (4.24)

ozelliklerini saglar.
fSpat

(4.6) ile verilen dogurucu fonksiyonda n € N i¢in u ya gore kismi tiirev alinirsa

20 (er ot 0| e"cos(vt)
2 glen) VW) — = | —— 2
ééu (U Vv W) n! au (l_W(et _l))r
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olup n yerine n — 1 yazilirsa

I IRV R W

= ou

n

elde edilir ki - terimlerinin katsayilar1 esitlenirse
n:

i (uvw)_nF (uvw)
ou

olarak bulunur.

(4.8) ile verilen dogurucu fonksiyonda n € N i¢in u degiskenine gore kismi tiirevi alinirsa

2 0 0 e sin(vt)

CECI (v )___ = 0
nzau n! ou (1—W(e‘—1))
1 .

=t e sin(vt

(1—W(e‘—1) ()
S t
—th(;Fn (u,v,w)n!
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olup n yerine n — 1 alinirsa

n

[’e] a tn 0 t
ZEC U, viw)— =S nES) (U, v w) —
nZﬂ:@U n ( )n| nZ=1: n-1 ( )nl

n

elde edilir ki - terimlerinin katsayilar1 esitlenirse
n'

ai Fn(s'r)(u,v;w) = nFn(_sir)(u,v;w), neN
u

olarak bulunur.

4.10. Teorem

n,m € N olmak iizere n > m icin Fn(c'r) (u, v; w) ve Fn(s'r) (u, v; w) polinomlari

o" n!
F (u,v;w) = FeD (u,v;w 4.25
aum n ( ) (n—m)l n-m ( ) ( )
ve
o" n!
F(S'r) u,v,w)= F(S'r) u,v;w 4.26
aum n ( ) (n_m)! n-m ( ) ( )

ozelliklerini saglar.

fspat

Teorem 4.9 dan yararlanarak kosiniis-Fubini polinomunun u degiskenine gére m kez tiirev

alinirsa
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9 F(u,v;w) =nF%) (U, v; w)
ou

(u,v;w)= n% F&D (u,v;w) =n(n-1)F) (u,v; w)

am

PTG FCu,v;w) =n(n=1)...(n—m+1)F(u,v;w) =
u

n! c,r .
o F (u,v;w)

elde edilir. Benzer sekilde Teorem 4.9 dan yaralanarak siniis-Fubini polinomunun u
degiskenine gore m kez tiirev alinirsa

ai Fn(“)(u,v; W) = nFn(_Sl’r)(u,v; w)
u

2
% FED (u,v;w) = n% F&) (u,v;w)=n(n-1)F%) (u,v;w)
aaum 0 (u,v;w) =n(n-1)...(n-m+1) F) (u,v;w) = (nfin)! Fri (Uv;w)
elde edilir.
4.11. Teorem

n € N icin 7 (u, v; w) ve ES™ (u, v; w) polinom aileleri

6 c,r s,r

B i) = =nF v w) (4.27)
ve

0 =S . (c.r) .

VAL (u,v;w) =nF 57 (U, v;w) (4.28)

ozelliklerini saglar.
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fspat

(4.6) ile verilen dogurucu fonksiyonda n € N i¢in v degiskenine gore kismi tiirevi alinir ve
(4.8) kullanilirsa

n ut
I L
7 oV

"tV (1-w(e' -1))
=—————&"(-t)sin(vt)
—w(e'-1)

:—t;re”t sin(vt)

(rvle 1)

) n+1

==y FC (u,v;w)
n!

elde edilir. Burada n yerine n — 1 yazilirsa

i%ﬁ“' (u,v; W)—:—nZF GO, v; w)—n

n=1

n

t . . —
olarak bulunur. - terimlerinin katsayilari esitlenirse
n'

6—Fn(°‘r)(u,v;w)——nF COu,v;w), neN
v

elde edilir. Simdi benzer sekilde (4.8) ile verilen dogurucu fonksiyonun v degiskenine gore

kismi tiirevi alinirsa ve (4.6) dogurucu fonksiyonu kullanilirsa



20 (s " 9| e"sin(vt)
—Fu,v;w)— == D ——
HZ:;‘GV ooV (1-w(e -1))

0 1 )
——————e"sin(vt)
v (1—W(et —1))

olup, n yerine n — 1 yazilirsa

o0

" O pGsn v
ZavF" (uvw) _ ZF 1)| Z

n=1

n

t . . —
olarak bulunur. - terimlerinin katsayilari esitlenirse
n'

62 FCu,v;w) =nF%)u,v;w), neN
V

elde edilir.

4.12. Teorem

Fn(s'r) (u, v; w) polinomlari

Zn:x FCO(u, 2v; w) = 22( ] S, (X V)F“"(u,v;w)

(u vw)t—

n

(4.29)



ozelligini saglar. Buradaki S,,_j (x, v) polinomlari Tanim 2.3.1 de verilmistir.
fspat
(4.8) ile verilen dogurucu fonksiyonda v yerine 2v yazilirsa

n ut o;
F(SJ)(U,Zv;mg ::__E__§91£2!E2__

k=0 (1—W(et —1))r

B 2e" sin(vt)cos(vt)

(1—W(et —1))r

elde edilir. Bu esitligin her iki tarafi e** ile ¢arpilirsa

n ut

e“niFn(Sr (u,2v;w) L_—Ze“sm(vt)mcos(vt)

elde edilir. Burada Tanim 2.3.1 in ve (4.6) dogurucu fonksiyonunun yerine yazilmasiyla

(g j(i‘;ﬁ (u,2v;w) j (Zs X,V) j(gﬁ( uvw::!j

olup, n yerine n — k yazilirsa (Lemma 2.2.1 den)

n n

>

n=0 k=0

n s,r . t" =
[kj XF&0 (u,2v; W)m =2>

n=0 k=0

[EJ S (xV) Fk(”) (u,v;w)t—

n!

n

elde edilir ve - terimlerinin katsayilari esitlenirse
n'

n n n
2 X R 2vw) = ZZ[k] S (V)R (U, v; W)
k=0 —

olarak bulunur.
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4.13. Teorem

F" (u, v; w) ve B (u, v; w) polinomlar

F (u,v;w) = H (u,v; H—Wj (4.30)
w

FEO v w) =H (U,V;“—W) (4.31)
w

Ozelliklerini saglar. Burada Tanim 2.3.11 de verilen dogurucu fonksiyonlarinda x — u,

y-ov, u->w, ky=k,=r ve 1=1 almmasiyla H,S”) (uw,v;w) ve H,(ls'r)(u,v; w)

polinomlar1

NgE

m_t

H£°")(u,v;w)t —( 1-w j e" cos(vt)
el —w

>
I
o

ng”)(u,v;w)tn—z( 1t_W j e" sin(vt)

e —-w
dogurucu fonksiyonlari ile gosterilmektedir.
fspat

(4.6) ile verilen dogurucu fonksiyonun asagidaki sekilde diizenlenmesi ile

SEC ) u,y; W)t—| = ;re”tcos(vt)
=0 " (1-w(e' -1
L 1wy
_ W ut
| T w e" cos(vt)



elde edilir. Burada Tanim 2.3.11 de verilen dogurucu fonksiyonu goz 6niine alindiginda

= t" x 1+w)t"
FEOluvw)— =S HED | yv:——=
Z n ( )n' ; n W

n=0 n!

n

olarak bulunur. - in katsayilar1 esitlenirse (4.30) elde edilir. Simdi ise (4.8) dogurucu
n!
fonksiyonunda

n

Fn(”) (u,v;w)— = 1

n! (1—W(et —1))

M

>
I
o

—e"sin(vt)

ut -z
m e sin(vt)

n

olup, - in katsayilar1 esitlenirse (4.31) elde edilir
n!

4.14. Teorem

EX (w, v;w) ve ES™ (u, v; w) polinomlart

Fa™) (u,v;w) = Z(E] FOW)C, ., (u,v)

ve

(4.32)

R (u,viw) = Z@ RO WS, 4 (V) (4:33)
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ozelliklerini saglar. Burada Fk(r) (w) polinomlart Tanim 2.3.21 ve C,_x(u, v), Sp_x(u, v)

polinomlar1 Tanim 2.3.1 ile verilmistir.
fspat
(4.6) dogurucu fonksiyonunda ve Tanim 2.3.1 kullanilirsa

1

3 FC (u,v; w) L e" cos(vt) —————
2 n! (1-w(e -1))

n=0

:(gcn(u,v)tn—n!j m

k=0

_[ s Pl s eom b
—(;Cn(u,V)nJ(Zﬁ (w)n!j
olup n yerine (n — k) yazilirsa (Lemma 2.2.1 den)

>Fw; vv)tn—n;ii@qk (u,v)Fk“)(w)‘n—”!

n=0 n=0 k=0

n

elde edilir. Burada - terimlerinin katsayilar esitlenirse
n:

c,r . (N r
I:n( ' )(U,V, W) :Z(kij( )(W) Cn—k (U,V)
k=0
olarak bulunur. Benzer sekilde (4.8) dogurucu fonksiyonunda ve Tanim 2.3.1 kullanilirsa

> FCW,v; w)t—I = e"sin(vt) 1
n!

= @—w@t4»r



:(gsn(u,v)tn—n!] !

(1—W(et —1))r

= (2 SHCRY %J(i R (w) %}

k=0

olup n yerine (n — k) yazilirsa (Lemma 2.2.1 den)

SE v =33 s woRomY

n=0 n=0 k=0

n

elde edilir ki - terimlerinin katsayilar1 esitlenirse
n'

Fn(c,r)(u,v; w) = i[rk]jﬁ( w)S, , (u,v)

olarak bulunur.

4.15. Teorem

Fn(c’r) (u, v; w) polinomlari

53

(4.34)

ozelligini saglar. Burada C,,(u, v) polinomlari Tanim 2.3.1 ve S,(m, k) ikinci tiir Stirling

sayilar1 Tanim 2.3.13 ile verilmistir [32].

fSpat

(4.6) dogurucu fonksiyonunda Tanim 2.3.1, Tanim 2.3.13 ve
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seri acilimi kullanilarak yerine yazildiginda

n=0 - k=0

n=0 - k=0 m=k

iFn(cr(uvw)_:(zc v) ]{Z _k](Zkls mk)th

olup n yerine n — m yazilirsa (Lemma 2.2.1 den)

i FCu,v; W)tn—nl = i[Z[;anm (UN)i(r)k W*S, (m, k)]t_nu

n=0 . n=0\ m=0 k=0

n

elde edilir. t—l in katsayilar1 esitlenirse
n:

F0 (u,v;w) = z(;]c W) () WS, (m, k)

olarak bulunur.

4.16. Teorem

Fn(s’r) (u, v; w) polinomlari

e =31 s, @03 oS, mi (439

ozelligini saglar [32]. Burada S, (u,v) polinomlar1 Tanim 2.3.1 ile S,(m, k) ikinci tiir

Stirling sayilart Tanim 2.3.13 ile tanimlanmustir.
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fspat

(4.8) dogurucu fonksiyonunda Tanim 2.3.1, Tanim 2.3.13 ve

seri agilimi kullanilarak yerine yazildiginda

isn(u,v):]_n!)[i(r)k Wkk(!et -1) J

n=0 k=0

s

>
1l
o

F(u,v; W)t— =(
n!

M

Fn(s")(u,v;W)tn—n! = [gsn(u,V)tn_nJ(g (r)li !W ](ZK!SZ m k)%j

>
I
o

olup n yerine n — m yazilirsa (Lemma 2.2.1 den)

S -3 3 s, w0, mi 1

n=0 ' h=o\m-0 k=0 n:

n

A S o
elde edilir. — in katsayilar1 esitlenirse
n:

olarak bulunur.
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5. YUKSEK MERTEBEDEN FUBINI TiPLi APPELL POLINOMLARIN
PARAMETRIK TURLERI VE OZELLIKLERI

Bu boliimde (4.6) ve (4.8) dogurucu fonksiyonlari ile tanitilan Fubini tipli polinom
ailelerinin yeni bir genel hali Appell polinomlar1 yardimiyla tanimlanacaktir. Boylece genis
iki yeni aile elde edilecektir. Ac¢ik gosterimleri elde edilip ardindan yeni dogurucu
fonksiyonlar yardimiyla polinomlarin determinant gosterimleri elde edilecektir. Ayrica A(t)
fonksiyonunun 6zel se¢imleri ile bazi iyi bilinen sayilar kullanilarak alt ailelere drnekler
verilecektir. Son olarak alt ailelerin agik gosterimleri ve determinant gosterimleri

verilecektir.

r € N olmak iizere parametrik tiirden yiiksek mertebeden Fubini tipli Appell polinomlarin

dogurucu fonksiyonlari

1 ut _ = (c.r) . _n

A(t)—(l_w(et 3 —e" cos(vt) ;AFH (u,v;w) t (5.1)
1 ut o _ S (s.r) . _n

A(t)—(l—w(e‘ _1) —e sm(vt)_nZ:(;AFn (u,v;w) _y (5.2)

olarak tanimlanmaktadir. Burada A(t) fonksiyonu

© k

Alt)=> e, % , &y #0, (5.3)

k=0

seri gosterimine sahiptir. Ayrica (5.1) ve (5.2) de A(t) = 1 olmasi ile dogurucu fonksiyonlar

(4.6) ve (4.8) esitliklerine indirgendigi kolaylikla goriiliir.

5.1. Teorem

r. mertebeden kosiniis ve siniis Fubini tipli Appell polinomlar asagida verilen agik
gosterimlere sahiptir:

AFn(cyr)(u’V;W): n i(Ej[:qjanka (U’W) Fk(*rf)“ (W)’ (54)

k=0 m=0
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FE Uvw)=YS [EJ(;}nksm(u,w) R (w). (5.5)

Burada C,,(u, v), S,,(u, v) polinomlari Tanim 2.3.1 ile ka (w) polinomlar1 Tanim 2.3.21

ile verilmistir.

fspat

r. mertebeden kosiniis Fubini tipli Appell polinomlari igin Tanim 2.3.1, esitlik (2.2) ve (5.3)
iin seri gosterimleri yerlerine yazildiginda ve iki kez Lemma 2.2.1 kullanildiginda
t" 1

S FCO (uviw) S = A()—— e cos
3L ) M (o

n

olup - terimlerinin katsayilar1 esitlenirse (5.4) esitligi elde edilir. Benzer sekilde 7.
n:

mertebeden siniis Fubini tipli Appell polinomlari igin, Tanim 2.3.1, esitlik (2.2) ve (5.3) iin
seri gosterimleri yerlerine yazildiginda ve iki kez Lemma 2.2.1 kullanildiginda
t" 1

S FOD (uviw) s = A()—— T eMsin
2R ) A s
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n

elde edilip, - terimlerinin katsayilari esitlenirse (5.5) esitligi elde edilir.
n!

5.2. Teorem

r. mertebeden kosiniis Fubini tipli Appell polinomlar: agsagida verilen determinant gosterime

sahiptir:
FeO%vw) 0 vw) FCuviw) - FSuvw) FOuvw)
Yo Il 72 Vna Vn
2 n-1 n
n 0 Yo L N e
LEC v w) = (_1)M n-1 n
(70) 0 0 7[) 2 7/n—3 2 7n—2
0 0 0 [ " j
e }/0 }/1
n-1 (5.6)
Burada i:iy t ve F(”)(u,v;w):zn: n 7 AFE (U, v;w) dir,
A(t) s k k1 n — k k A" n-k
fspat
A(t);eUt cos(vt) =i OO (u,v; w)—n
' AT AT )

(1—W(et —1)) n-0

olmak tlizere

1 t 1 < (er) ot
- - vt) = —— F VW) —
(1—w(e‘ _1))r e" cos(vt) A(t)nzz(;" 0 (U, v; w) oy
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seklinde yazilabilmektedir. Burada

seri gosterimi Ve (4.6) dogurucu fonksiyonu kullanilirsa

iFn(”(uvw)——(Zyk ](ZA FC (U, v; w)— ]

n=0 :

olup n yerine n — k yazilirsa (Lemma 2.2.1 den dolay1)

SEC(, vw)— ZZ( jm €0, vw)—

n=0 - n=0 k=0

n

elde edilir, ardindan - terimlerinin katsayilar1 karsilastirilirsa
n!

Fn(c’r)(u!V;W):i[ ]ykA n—| k (U VW)

olarak bulunur. Burada n yerine degerler vererek incelenirse
FL (U, v; W) = 7, ,FL7 (U, v; w)

Fl(”)(u,v;w) =% AFl(”) (u,v;w) + ;/lAFl(C'r)(u,v; W)

c,r c,r 2 (er
Fz( ’ )(U,V;W) :70AF2( ' )(U,V;W)+[1j71A (U Vi W)+72A | )(U’V;W)

n
F0 U, v W) = 75 ,FE7 (U, v w) + (Jm 90 (U, vy W) - 7 B (U, V5 W)

oldugu goriiliir ki (n + 1) bilinmeyenli bir denklem sistemini ¢6zmek igin Cramer Kurali

uygulanirsa
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% 0 0 - 0 F (u,v;w)
noo % 0 - 0 F (u,v;w)
2 (c.r) .
7 1 N Yo 0 Fz (U’V-W)
n n c,r
n Jm ( jn F0 (u,v;w)
(c.r) . _ n-1
A I:n (U’V!W) -
o 0 0o - 0 0
% Yo 0o - 0 0
2
72 1 o Yo 0 0
: : P 0 0
n n
7n 1 Vnaa n_1 1Yo

olup paydadaki determinant y, parantezine alinirsa

2 0 0 - 0 F (u,v; w)
noo Y 0o - 0 F (u,v;w)
2 C,r
72 [1]71 Yo 0 Fz(Y)(ui\/;W)

[nj

yn 7n—1
1
AEED (U, v w) = L

" (}/0)”+1 1 0 o -- 0 0
7 1 0 0 0
2
e 1 no 1 0 0
: P 1 0
n n
7n 1 Vna n-1 4

bulunur. Burada paydanin determinanti kdsegenlerin ¢arpimina esit olup 1 olacagindan

dolay1
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o 0 0 - 0 FO(“)(u,v;w)

a 70 0 - 0 Fl(cyr)(qu;W)

1 |y 2 Ve Ve 0 F(C'r)(u V; W)

AFn(C'r)(U,V;W)= — 2 1 1 0 2 1
(70) : :
n n
FCu,v:w
7n (1j7/n1 [n—ljyl n ( )

seklinde bulunur. Daha sonra elemanter satir ve siitun islemleri yapilarak

Feuvw) Fuvw) FEOvw) - B viw) RO (u,vw)
Yo N V2 - Vna 7n
2 n-1 n
0 Yo L e 1|7
c,r _1n
AFn(')(u'V;W): ( ?H—l n—l n
(70) 0 0 Yo 2 Vn-3 2 V-2
0 0 0 n
%o n—1 N

seklinde determinant gosterimi elde edilir.
5.3. Teorem

r. mertebeden siniis Fubini tipli Appell polinomlar asagida verilen determinant gosterime

sahiptir:

FeOviw) ES7wvw) BEuviw) - FSuviw) 7w vw)

7o 71 72 Vna 7

oy

n
0 0 0
7o [n—l]}/l 5.7)



fspat

n

1 Ut s _ = (s.r) ot
At)——————e“sin(vt) = > ,F (u,v,w)m

P A

olmak lizere

1 A 1 & t”
—e"sin(vt) = —— LJEED (U, v w) —
(l—w(et —1)) A(t) nzz(; n!

seklinde yazilabilmektedir. Burada

seri gosterimi ve (4.8) dogurucu fonksiyonu yerine yazilirsa

n 0 tk n

- S,r . t - S,r . t
SESD (U, v w) — Znﬁz,ﬂ >(u,v,w>m
k=0 !

n=0 n! *n=0

olup n yerine n — k yazilirsa (Lemma 2.2.1 den dolay1)

SEC(, vw)— 22[ jm G0, vvv)—

n=0 - n=0 k=0

n

. t . .
elde edilir, ardindan pr terimlerinin katsayilar1 karsilastirilirsa
ni

Fn(syr)(uaV;W):Z( ]ykA -k (U V; W)

k=0

olarak bulunur. Burada n yerine degerler vererek incelenirse
F0 (U, v w) = 7, (B (U, v W)

Fl(s’r)(U'V;W) YonF (U Vi W)+71A (u V; W)
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S,r S,r 2 s,r S,r
FZ( ’ )(U’V;W) :yOAFZ( ' )(u’v;W)+(lj71AF1( ’ )(U1V;W)+7/2AFO( ' )(U'V;W)

n
Fn(s’“)(u,v; W) =7, AFn(s'r)(u,V: w) +(1]71AFn(Sir)(U,V; W) + -+ ynAFO(S’r)(U,V; w)

oldugu goriilir ki (n + 1) bilinmeyenli bir denklem sistemini ¢6zmek igin Cramer Kurali

uygulanirsa

2 0 0 - 0 F& (u,v; w)
N 70 0o - 0 Fl(svr)(u!V;W)
2 s,r
V2 [1j}/1 Yo 0 Fz( ' )(U1V;W)
n n S,r
7n 1]7/n—1 [ jyl I:n( ' )(U’V;W)
(s.r) . _ n-1
AF (U viw) =
Yo 0 0 0 0
noo % 0 0 0
2
oo |y 7o 0 0
: : 0 0
n n
7n 1 Vna n_1 i o

olup paydadaki determinant y, parantezine alinirsa
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A'n

(u,v;w) =
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%o 0 0 0 F5 (u,v; w)
noorn 0 0 E*uwvw)
2 S,r
2 (J% Yo 0 F*uvw)
n n
FCO (u,v:w
1 7n {1j7n1 (n_lj}/l n ( )
Gyt L0 0 0 o0
y 10 0 o
2
Voo | 1 0 0
: : 1 0
n n .
7n 1 V-1 n—1 71

bulunur. Burada paydanin determinanti kdsegenlerin ¢arpimina esit olup 1 olacagindan

dolay1

%o 0
a 7o
2
__ 1 [Jn
(7/0)n+1 :
n
7/n 1 J/n—l

7o

!

Fo(”) (u,v;w)

Fl(s") (u,v;w)

Fz(”) (u,v;w)

Fn(”) (u,v;w)

seklinde bulunur. Daha sonra elemanter satir ve siitun islemleri yapilarak

Yo
0
A Fn(svr) (U:V;W) = (_1?1+1
(%) 0
0

71

70

seklinde determinant gosterimi elde edilir.

Fo(s'r)(u,v;w) Fl(”)(u,v;w) Fz(”)(u,v;w)

Ve

|

7o

2
171

Fn(fi')(u,v;w) Fn(s'r)(u,v;w)

J/n—l 7/n
n-1 n
( l j?’nz (ljynl
n-1 n
[ 2 jyns [ZJ}/nZ

Yo
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5.4. Tanim

(5.1) ve (5.2) dogurucu fonksiyonlarinda A(t)= icin sirasiyla yiiksek mertebeden

t

kosiniis ve siniis Fubini tipli Bernoulli polinomlarin dogurucu fonksiyonu sirasiyla

t 1 ut = (c.r) "
e cos(vt)= Fo(uviw)—,
t Ut < (1) t"
e sin(vt)= F, u,v,w)—
elde edilir.
Sonug

Teorem 5.1 de A(t) = icin sirasiyla yiiksek mertebeden kosiniis ve siniis Fubini tipli

t

Bernoulli polinomlar agagida verilen agik gosterimlere sahiptir:

k=0 m=0

F =33 1 e s R ),

k=0 m=0

Burada ki B, sayilar1 Tanim 2.3.4 ile verilen Bernoulli sayisidir.

5.5. Tanim

(5.1) ve (5.2) dogurucu fonksiyonlarinda A(t)= i¢in sirasiyla yiiksek mertebeden

e +1

kosiniis ve siniis Fubini tipli Euler polinomlarin dogurucu fonksiyonu sirasiyla asagidaki

gibidir:
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2 1 . % pen t
et+1(1 w(et—l))re cos(vt) HZ:(;E A (u,v,w)n

2 1 " < (s.1) ﬂ
et+1(l W(et_l))retSIn(Vt)_an;EFn (u,v,w)m.
Sonug

Teorem 5.1 de fonksiyonlarinda A(t)= t2 n igin sirastyla yiiksek mertebeden kosiniis ve
e +

siniis Fubini tipli Euler polinomlar asagida verilen agik gosterimlere sahiptir:

FCO (W)=Y i@(:JEkc (uw)EL, (w),

k=0 m=0

F a3 3 e s, R ()

m

Burada ki E,, sayilar1 Tanim 2.3.6 ile verilen Euler sayisidir.

Sonug

Teorem5.2ve5.3de A(t) = tt 1 i¢in 7. mertebeden kosiniis ve siniis Fubini tipli Bernoulli

polinomlarin determinant gésterimi sirastyla asagidaki gibidir:

“Duvw) B0 viw) F0uvw) o FSwuviw) FEu,vw)
1 1 1 1 1
2 3 n n+1
n-1 n
0 1 1 1 1
2 1 )n-1 1)n

5 FE U, v;w) = ()"

l )
0 0 (ML
2 In=2 2/n-1

n\1
0 0 0 1 it
(n—ljz
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REwviw B FEYuviw) - B uvw) RO vw)

1 1 L " L L
2

. (3 ,
o (”f?n—* o

0 0 o .. ) [nji
n-1)2

NII—‘
7\

:s
[

H
>
||~
H
7\
= >
4
=R

o ) (u,viw) = (1)

Sonug

Teorem 5.2 ve 5.3 de A(t)=— icin r. mertebeden kosiniis ve siniis Fubini tipli Euler

e +1

polinomlarin determinant gosterimi sirasiyla asagidaki gibidir:

Fo%wuviw) Fuvw)  Fo (u viw) - FSuviw) FO(u,vw)
1 1 . 1 1
2 2 2

NEEL R NI
N |-

B

e F (u,vsw) = (<1)"

; . . . [ n Jl

n-1)2

R uviw) R (u,v;w) Fz(s")(u viw) - B uvw) RSO (vw)
. 1 w1 L

2 2 2

01(3

N~

eFD U vw) = (-1)"




nin
ve F*(u,v;w) = Z[kjek LFE (U, v;w) dir.
) k=0

69
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6. SONUC VE ONERILER

Bu tezde ilk olarak bazi 6zel say1 dizileri ve polinom ailelerine deginilmistir. Literatiirde
oldukca 6nemli bir ¢alisma alanina sahip olan 6zel polinom ailelerinden biri de Fubini
polinomlaridir. Fubini polinomlar1 ve Fubini tipli polinomlar iizerine ¢ok fazla ¢alisma
yapilmaktadir. Son yillarda iistel fonksiyonda kompleks degiskenler ele alinip Euler
formiliiniin kullanilmasiyla trigonometrik fonksiyonlar i¢eren yeni dogurucu fonksiyonlar
elde edilmektedir. Bu calismada ayni metod kullanilarak [30]’da verilen Fubini polinomlar1
yardimuiyla kosiniis ve siniis parametrelerine bagli yliksek mertebeden Fubini polinomlari iki
yeni dogurucu fonksiyon ile tanimlanmistir. Dolayisiyla [31]’de tanitilan dogurucu
fonksiyonlarin r. mertebeden hali incelenmistir. Daha sonra yeni toplam formiilleri,
trigonometrik bagintilar ve kismi tiirevler yardimiyla bagintilar incelenmistir. Ardindan
Stirling sayilari ile arasindaki bagintilara deginilmistir. Son boliimde ise daha genel hali olan
yiiksek mertebeden siniis ve kosiniis parametreli iki yeni dogurucu fonksiyonlar Appell
polinomlar1 yardimiyla tanimlanmistir. Daha sonra agik gosterimleri ve determinant
gosterimleri incelenmistir. Son olarak ise Bernoulli ve Euler sayilar1 yardimiyla alt aileler

tanimlanmis, acik gdsterimleri ve determinant gosterimleri tizerine ¢aligilmastir.
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