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FUBINI TİPLİ POLİNOMLARIN GENELLEŞTİRMELERİ ÜZERİNE 

 (Yüksek Lisans Tezi) 
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ÖZET 

Bu çalışmada trigonometrik fonksiyonlar ve Euler formülü yardımıyla yüksek mertebeden 

kosinüs ve sinüs parametreli Fubini polinomlarının yeni doğurucu fonksiyonları 

tanımlanmıştır. Daha sonra tanımlanan bu doğurucu fonksiyonlar yardımıyla ve 

trigonometrik bağıntılar da kullanarak yeni formüller elde edilmiştir. Ayrıca bu doğurucu 

fonksiyonların değişkenlerine göre kısmi türevleri alınarak bağıntılar incelenmiştir. 

Ardından Fubini tipli polinomlar ve Stirling sayıları arasında bağıntılar elde edilmiştir. Daha 

sonra Appell polinomları yardımıyla yeni bir kosinüs ve sinüs parametreli Fubini 

polinomları tanımlanarak açık gösterimi ve determinant gösterimi incelenmiştir. Son olarak 

özel durumlar incelenerek Bernoulli ve Euler sayılarını içeren yeni Fubini tipli polinomlar 

tanımlanmıştır. 
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ON THE GENERALIZATIONS OF FUBINI TYPE POLYNOMIALS 

 (M. Sc. Thesis) 
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ABSTRACT 

In this study, new generating functions of higher order Fubini type polynomials with cosine 

and sine parameters are defined with the help of trigonometric functions and Euler formula. 

Later, with the help of these generating functions, new formulas are obtained by using the 

trigonometric relations. In addition, by taking the partial derivatives of these generating 

functions with respect to their variables, the relations are examined. Then, the relations 

between Fubini type polynomials with and Stirling numbers are obtained. Then, with the 

help of Appell polynomials, new type higher order Fubini type polynomials with cosine and 

sine parameters are defined and theirs explicit representation and determinant representation 

are examined. Finally, by examining special cases, new Fubini type polynomials including 

Bernoulli and Euler numbers are defined. 
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Bu çalışmada kullanılmış simgeler ve kısaltmalar, açıklamaları ile birlikte aşağıda 

sunulmuştur.  
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1. GİRİŞ 

Guido Fubini, Fubini teoremi ve Fubini–Study metriği ile tanınan İtalyan matematikçidir. 

19 Ocak 1879 Venedik’te doğup yaklaşık 64 yıl yaşadıktan sonra 6 Haziran 1943’te 

ölmüştür. Öğretmenleri ve matematik öğretmeni olan babası tarafından küçük yaşta 

matematiğe yönelmiştir. Çeşitli üniversitelerde çalışmıştır. Fubini'nin ilgi alanları, 

diferensiyel geometri başta olmak üzere çalışmalarından analize kadar uzanan son derece 

geniş bir alana sahiptir. Bu alanda diferensiyel denklemler, analitik fonksiyonlar ve 

kompleks fonksiyonlar üzerinde çalışmaları olup Weierstrass integralini, 

Lebesgue integraline indirgemeyi çalışarak lineer olmayan integral denklemler üzerine 

çeşitli çalışmalar yaptığı görülmektedir [1]. 

Fubini gruplar teorisi, lineer gruplar ve otomorfik fonksiyon grupları üzerinde de çalışmalar 

yapmıştır. En önemli çalışması, mutlak diferensiyel hesabı kullandığı diferensiyel projektif 

geometri üzerineydi. Birinci dünya savaşından sonra çalışmalarını daha uygulamalı alanlara 

verdi [1]. 

Fubini sayıları, 1907 yılına kadar sıralı Bell sayıları olarak bilinmekte olup sayılar teorisi ve 

diğer alanlarda kullanılmaktadır. Sıralı Bell sayıları 1859 yılında ilk olarak 𝑛 + 1 tane belirli 

çınar ağaçlarından tamamen düzenli yapraklılarını saymak için Arthur Cayley’in "On the 

analytical forms called trees, second part" adlı çalışmasında yer almaktadır. Daha sonra 

Louis Comtet tarafından Fubini teoremindeki toplamların veya integrallerin sırasını yeniden 

düzenlemek adına farklı yollarını sayarak sıralı Bell sayıları Fubini sayıları olarak 

adlandırılmıştır [2]. Daha sonra Fubini sayıları yardımıyla Fubini polinomları 

tanımlanmıştır. 

Bu çalışmada trigonometrik fonksiyonlar ve Euler formülü yardımıyla Fubini tipli 

polinomların yeni doğurucu fonksiyonlar tanımlanmıştır. Daha sonra tanımlanan bu 

doğurucu fonksiyonlar yardımıyla ve trigonometrik bağıntıları da kullanarak yeni formüller 

elde edilmiştir. Ayrıca bu doğurucu fonksiyonların değişkenlerine göre kısmi türevleri 

alınarak bağıntılar incelenmiştir. Ardından Fubini tipli polinomlar ve Stirling sayıları 

arasında bağıntılar elde edilmiştir. 

https://mathshistory.st-andrews.ac.uk/Biographies/Weierstrass/
https://mathshistory.st-andrews.ac.uk/Glossary/#linear_group
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Daha sonra Fubini tipli polinom ailelerinin yeni genel halleri Appell polinomları yardımıyla 

tanımlanmıştır. Böylece geniş iki yeni aile elde edilerek açık gösterimlerinin ardından yeni 

doğurucu fonksiyonlar yardımıyla polinomların determinant gösterimleri elde edilmiştir. 

Ayrıca bazı iyi bilinen sayılar kullanılarak alt ailelere örnekler verilerek, son olarak alt 

ailelerin açık gösterimleri ve determinant gösterimleri elde edilmiştir.   
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2. TEMEL KAVRAMLAR 

2.1. Ön Bilgiler  

2.1.1. Tanım 

g  kompleks veya reel bir sayı olmak üzere 

( )
0

1g = , 0g   

( ) ( )( ) ( )1 2 ... 1 , 1,2,...
k

g g g g g k k= + + + − =  

biçiminde tanımlanan ( )
k

g  ifadesine Pochhammer sembolü denir [3]. 

2.1.2. Tanım 

𝐹(𝑢, 𝑣) iki değişkenli fonksiyonu değişkenlerinden birine göre  

( ) ( )
0

, n

n

n

F u v f u v


=

=  

biçiminde bir Taylor serisine açılabiliyorsa 𝐹(𝑢, 𝑣) fonksiyonuna {𝑓𝑛(𝑢)}, 𝑛 = 0,1,2, … 

fonksiyonlar ailesinin bir doğurucu fonksiyonu denir. Bu serinin tüm 𝑢 ve 𝑣 ler için yakınsak 

olması gerekmez. 𝛪 belirli bir aralık 𝑟 pozitif sabit olmak üzere |𝑣| < 𝑟 ve 𝑢 𝜖 𝛪 için yakınsak 

olması yeterlidir [4]. 

2.1.3. Tanım 

𝑢, 𝑣 ∈ ℝ ve 𝑖2 = −1 olmak üzere 𝑤 = 𝑢 + 𝑖𝑣 biçiminde olan sayılara karmaşık sayı denir. 

Bir 𝑤 = 𝑢 + 𝑖𝑣 karmaşık sayısında, 𝑤 karmaşık sayısının reel kısmına 𝑢 sayısı, 𝑤 karmaşık 

sayısının sanal (imajiner) kısmına 𝑣 sayısı denir. Sırasıyla 𝑢 = 𝑅𝑒{𝑤}, 𝑣 = 𝐼𝑚{𝑤} ile 

gösterilir [5].  
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2.1.4. Tanım 

𝑢, 𝑣 ∈ ℝ ve 𝑖2 = −1 olmak üzere, 𝑤 = 𝑢 + 𝑖𝑣 herhangi bir karmaşık sayı olsun. Bu sayının 

eşleniği (konjugesi) 𝑤̅ ile gösterilerek, 𝑤̅ = 𝑢 + 𝑖𝑣 ile tanımlanır [5].  

2.1.5. Tanım  

Trigonometrik fonksiyonlar ve üstel karmaşık fonksiyonlar arasındaki ilişkiyi veren 

Euler formülü 𝑒𝑥𝑝(𝑖𝑧) = 𝑐𝑜𝑠(𝑧) + 𝑖𝑠𝑖𝑛(𝑧) ile tanımlanır [5].  

2.2. Bazı Temel Lemmalar 

Bu çalışmada ℕ0 sembolü ile ℕ0 = {0, 1, 2, … } ve ℕ sembolü ile  ℕ = {0,1,2, … } kümelerini 

belirtmektedir. 

2.2.1. Lemma 

𝑚 ∈ ℕ ve 𝐴(𝑘, 𝑛) ile 𝑘 ve 𝑛 ye bağlı bir dizi olsun. Bu durumda 

a. ( ) ( )
0 0 0 0

, ,

n

m

n k n k

A k n A k n mk

 
     

= = = =

= −   

b. ( ) ( )
0 0 0 0

, ,

n

m

n k n k

A k n A k n mk

 
    

= = = =

= +   

eşitlikleri sağlanır [6]. 

2.2.2. Lemma 

𝑚 ∈ ℕ ve 𝐴(𝑘, 𝑛) ile 𝑘 ve 𝑛 ye bağlı bir dizi olsun. Bu durumda 

( ) ( )
0 0 0 0

, , ( 1)

n

mn

n k n k

A k n A k n m k

 
    

= = = =

= − −   
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eşitliği sağlanır [6]. 

2.3. Bazı Özel Polinom Aileleri ve Sayı Dizileri 

2.3.1. Tanım 

𝐶𝑘(𝑢, 𝑣), 𝑆𝑘(𝑢, 𝑣) iki değişkenli kosinüs ve sinüs parametreli üstel doğurucu fonksiyonlar 

olmak üzere 

0

cos ( , )
!

k
ut

k

k

t
e vt C u v

k



=

= , 

0

sin ( , )
!

k
ut

k

k

t
e vt S u v

k



=

=      

tanımlanmaktadır [7]. Açık gösterimleri ise 

( ) ( )
2

2 2

0

, 1 , 0,1,2,...
2

k

j k j j

k

j

k
C u v u v k

j

 
 
 

−

=

 
= − = 

 
  

( ) ( )

1

2
2 1 2 1

0

, 1 , 1,2,...
2 1

k

j k j j

k

j

k
S u v u v k

j

− 
 
 

− − +

=

 
= − = 

+ 
  

şeklindedir [7]. 

2.3.2. Tanım 

Her 𝑛 = 0,1,2, … için derecesi 𝑑𝑒𝑟𝑃𝑛(𝑥) = 𝑛 ve her 𝑛 = 1,2,3, … için ( ) ( )1n nP x nP x−
 =  

özelliklerini sağlayan 𝑃0(𝑥), 𝑃1(𝑥), 𝑃2(𝑥), … , 𝑃𝑛(𝑥) …  polinomlar dizisine Appell 

polinomlar dizisi denir. Aynı zamanda 𝑃0(𝑥) = 1 olması durumu da 𝑃𝑛(𝑥) dizisine 

normalleştirilmiş Appell polinomlar dizisi denir [8, 9]. 
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2.3.3. Tanım 

( ) ( )
0

, 0 0,
!

n

n

n

t
A t M A

n



=

=   

 

𝑡 = 0 da analitik fonksiyon ve 𝑀𝑛 = 𝑀𝑛(0) dır. 𝑀𝑛(𝑥) in türevi 

 

( ) ( )1n nM x nM x−
 =   

 

dir [8, 9]. 

( ) ( ) ( )
0

,
!

n
xt

A n

n

t
G x t A t e M x

n



=

= =  

doğurucu fonksiyonu ile tanımlanan polinoma Appell polinomu denir [8, 9]. 

2.3.4. Tanım 

𝐵𝑛 ile gösterilen Bernoulli sayıları, 𝑡 ∈ ℂ için 

0

, 2
1 !

n

nt
n

t t
B t

e n




=

= 
−

  

doğurucu fonksiyonu ile tanımlanmıştır [10, 11]. 

2.3.5. Tanım 

Herhangi 𝑥 reel sayısı için 𝐵𝑛(𝑥) ile gösterilen Bernoulli polinomları 𝑡 ∈ ℂ için  

( )
0

, 2
1 !

n
xt

nt
n

t t
e B x t

e n




=

= 
−

  

doğurucu fonksiyonu ile tanımlanmıştır [10, 11]. 

2.3.6. Tanım 

𝑡 ∈ ℂ olmak üzere 𝐸𝑛 ile gösterilen Euler sayıları 
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0

2
,

1 !

n

nt
n

t
E t

e n




=

= 
+

  

doğurucu fonksiyonu ile tanımlanmıştır [10, 12, 13]. 

2.3.7. Tanım 

𝑡 ∈ ℂ olmak üzere herhangi bir 𝑥 reel sayısı için 𝐸𝑛(𝑥) ile gösterilen Euler polinomları 

( )
0

2
,

1 !

n
xt

nt
n

t
e E x t

e n




=

= 
+

  

doğurucu fonksiyonu ile tanımlanmıştır [10, 12, 13]. 

2.3.8. Tanım 

Kosinüs-Euler ve sinüs-Euler polinomlarının doğurucu fonksiyonları 

( ) ( ) ( )
0

2
, cos

! 1

n
c xt

n t
n

t
E x y e yt

n e



=

=
+

 ,            

( ) ( ) ( )
0

2
, sin

! 1

n
s xt

n t
n

t
E x y e yt

n e



=

=
+

                   

şeklindedir [14].    

2.3.9. Tanım 

𝑟. mertebeden kosinüs-Euler ve sinüs-Euler polinomlarının doğurucu fonksiyonları 

( ) ( ) ( ),

0

2
, cos

! 1

rn
c r xt

n t
n

t
E x y e yt

n e



=

 
=  

+ 
 ,            

( ) ( ) ( ),

0

2
, sin

! 1

rn
s r xt

n t
n

t
E x y e yt

n e



=

 
=  

+ 
  
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olarak verilmiştir [15]. 

2.3.10. Tanım 

𝑦 ∈ ℂ ∖ {1} ve 𝑚 ∈ ℕ olmak üzere mertebesi 𝑚 olan 𝐻𝑛
(𝑚)(𝑦) ile gösterilen Frobenius-Euler 

sayıları  

( ) ( ) ( )
0

1
; ,

!

m n
m

H nt
n

y t
F t m y H y

e y n



=

 −
= = 

− 
  

doğurucu fonksiyonu ile verilmiştir [16]. 

2.3.11. Tanım 

𝑘1, 𝑘2 ∈ ℕ0 olmak üzere kosinüs-Eulerian tipli polinomlar 𝐻𝑛
(𝑐,𝑘1)

(𝑥, 𝑦; 𝜆, 𝑢) ve sinüs-

Eulerian tipli polinomlar ise 𝐻𝑛
(𝑠,𝑘2)

(𝑥, 𝑦; 𝜆, 𝑢) olmak üzere 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1

1 1,

0

1
, , ; , cos , ; , ,

!

k n
k c kxt

Hc nt
n

u t
F t x y u e yt H x y u

e u n
 





=

− 
= = 

− 
  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2

2 2,

0

1
, , ; , sin , ; , .

!

k n
k s kxt

Hs nt
n

u t
F t x y u e yt H x y u

e u n
 





=

− 
= = 

− 
  

doğurucu fonksiyonları ile tanımlanmıştır [17]. 

Burada kosinüs-Eulerian tipli polinomlarda 𝑦 = 0, 𝜆 = 1 alınıp, sonra doğurucu 

fonksiyonda 𝑢 = 𝑦 (𝑦 ∈ ℂ ∖ {1}) ve 𝑘1 = 𝑚 ∈ ℕ yazıldığında 𝐻𝑛
(𝑚)(𝑥, 𝑦) ile gösterilen 𝑚. 

mertebeden Frobenius-Euler polinomlarının doğurucu fonksiyonu 

( ) ( ) ( )
0

1
, ; , ,

!

m n
mxt

H nt
n

y t
F x t m y e H x y

e y n



=

 −
= = 

− 
  

olarak verilmiştir [16, 18]. 
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2.3.12. Tanım 

𝑛, 𝑘 negatif olmayan tam sayılar ve 𝑘 < 𝑛 olmak üzere, 𝑛 elemanlı bir küme üzerinde tanımlı 

𝑘 tane ayrık devirin çarpımından oluşan permütasyonların sayısına birinci tür Stirling 

sayıları denir ve 𝑆1(𝑛, 𝑘) ile gösterilir. Birinci tür Stirling sayıları 

( )( )
( )1

0

log 1
, , 1

! !

k
n

n

t t
S n k t

k n



=

+
=   

doğurucu fonksiyonu ile tanımlanmıştır [12, 13]. 

2.3.13. Tanım 

𝑛, 𝑘 negatif olmayan tam sayılar olmak üzere, 𝑛 elemanlı bir kümenin 𝑘 tane ayrık ve boş 

olmayan alt kümeye parçalanışlarının sayısına ikinci tür Stirling sayıları denir ve 𝑆2(𝑛, 𝑘) 

ile gösterilir. İkinci tür Stirling sayılarının açık gösterimi 

( ) ( )2

0

1
, 1

!

k
k j n

j

k
S n k j

jk

−

=

 
= − 

 
   

şeklindedir [13, 19]. Ayrıca ikinci tür Stirling sayıları 

( ) ( )( ) ( )2

0

, 1 2 1
n

n

k

z S n k z z z z k
=

= − − − +  

olup 

( ) ( )21 ! ,
!

n
k

z

n k

z
e k S n k

n



=

− =   

doğurucu fonksiyonu ile gösterilmiştir [13, 19]. 

2.3.14. Tanım 

𝜔𝑔(𝑛) ile gösterilen Fubini sayıları 
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( ) ( )
0

1
, 2

2 !g

n

gt
n

t
F t n t ln

e n
 



=

= = 
−

  

doğurucu fonksiyonu ile tanımlanmıştır [20, 21]. 

Bu Fubini sayılarının birkaç tanesi aşağıda listelenmiştir:  

𝑤𝑔(0) = 1, 𝑤𝑔(1) = 1, 𝑤𝑔(2) = 3, 𝑤𝑔(3) = 13, 𝑤𝑔(4) = 75, 𝑤𝑔(5) = 541, 𝑤𝑔(6) = 4683, 

𝑤𝑔(7) = 47293 [22]. 

2.3.15. Tanım 

𝜔𝑀(𝑛) ile gösterilen Fubini tipli sayılar, 

( ) ( )
0

1

2 !M

t n

Mt
n

e t
F t n

e n
 



=

−
= =

−
  

doğurucu fonksiyonu ile tanımlanmıştır. Burada 𝑤𝑀(0) = 0 dır [23].  

2.3.16. Tanım 

𝑎𝑛 sayıları 

( )
2

0

2

!2

n

n
t

n

t
a

ne



=

=
−

  

doğurucu fonksiyonu ile tanımlanmıştır [24]. 

Burada 𝑎𝑛 sayılarının ilk 8 tanesi   

𝑎0 = 2, 𝑎1 = 4, 𝑎2 = 16, 𝑎3 = 88, 𝑎4 = 616, 𝑎5 = 5224, 𝑎6 = 51976, 𝑎7 = 593128    

şeklindedir [22]. 
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2.3.17. Tanım 

Klasik tek değişkenli Fubini polinomu 𝐹𝑛(𝑦) 

0

1
( )

1 ( 1) !

n

nt
n

t
F y

y e n



=

=
− −

  

doğurucu fonksiyona sahip olduğu gösterilmiştir [25]. 

2.3.18. Tanım 

𝑛 ∈ ℕ0 ve 𝑘 ∈ ℕ0 olsun.  𝑓𝑛,𝑘 genelleştirilmiş Fubini sayıları 

( ) ,

0

1

1 !

t n

k n kt
n

e t
F t

k ke n
f



=

−
= =

+ −
  

doğurucu fonksiyonu ile tanımlanmıştır [23].  

∀𝑛 ∈ ℕ0 için 
,1 ( )n Mf n= dir. Ayrıca 𝑓0,𝑘 = 1 dir [23].  

Birkaç genelleştirilmiş Fubini sayıları 

1,1 1,2 1,3 2,1 2,2 2,3 3,1 3,2 3,3 4,11, 1, 1, 3, 5, 7, 13, 37, 73, 75f f f f f f f f f f= = = = = = = = = =  

şeklindedir [22]. 

2.3.19. Tanım 

𝑘 ∈ ℕ0 olsun. Herhangi bir 𝑥 reel sayısı için mertebesi 𝑘 olan 𝑎𝑛
(𝑘)(𝑥) ile gösterilen Fubini 

tipli polinomlar 

( ) 2
0

,
2

( ; , ) 2
! (2 )

n k
k xt

a n t k
n

t
F x t k a x e t

n e




=

= = 
−

  

doğurucu fonksiyonu ile tanımlanmıştır [26]. 
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2.3.20. Tanım 

Klasik iki değişkenli Fubini polinomu 𝐹𝑛(𝑥; 𝑦) 

( )( )0

( ; )
! 1 1

n xt

n t
n

t e
F x y

n y e



=

=
− −

  

doğurucu fonksiyonu ile tanımlanmıştır [26-29]. 

2.3.21. Tanım 

İki değişkenli 𝑟. mertebeden Fubini polinomu 𝐹𝑛
(𝑟)(𝑥; 𝑦) 

( )( )
( )

0

( ; )
!1 1

xt n
r

nr
t

n

e t
F x y

ny e



=

=
− −

  (2.1)  

doğurucu fonksiyon yardımıyla tanımlanmıştır [30]. Burada 𝑥 = 0 olması durumunda tek 

değişkenli 𝑟. mertebeden Fubini polinomu 𝐹𝑛
(𝑟)(𝑦) 

( )( )
( )

0

( )
1

!1 1

n
r

nr
t

n

t
F y

ny e



=

=
− −

  (2.2)  

doğurucu fonksiyon ile tanımlanmıştır [30]. 
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3. PARAMETRİK TÜRDEN FUBINI TİPLİ POLİNOMLAR 

Fubini tipli polinom ailelerini kapsayan birçok çalışma yapılmış ve çeşitli özellikleri 

incelenmiştir. Bu bölümde Sharma, Khan ve Ryoo [31] tarafından tanıtılan trigonometrik 

fonksiyonlar ve Euler formülü yardımıyla Fubini tipli polinomların yeni doğurucu 

fonksiyonlarına yer verilecektir. Daha sonra [31] de tanımlanan bu doğurucu fonksiyonlar 

yardımıyla ve trigonometrik bağıntıları da kullanarak [31] de bulunan formüllere değinilecek 

ayrıca bu doğurucu fonksiyonların değişkenlerine göre kısmi türevleri alınarak bağıntılar 

hatırlatılacaktır.  

3.1. Fubini Polinomlarının Parametrik Türleri 

3.1.1. Tanım 

Fubini polinomlarının iki parametrik türü 𝑗 ∈ ℕ0 için kosinüs Fubini polinomları 

𝐹𝑗
(𝑐)(𝑢, 𝑣; 𝑤) ve sinüs Fubini polinomları 𝐹𝑗

(𝑠)(𝑢, 𝑣; 𝑤) doğurucu fonksiyonları 

( )

( )( )
( )

0

1

!
(

1
,

1
; )

n
ut

t
n

c

n

t
e cos vtF

n w
u v w

e



=

=
− −

  (3.1)  

  

( )

( )( )
( )

0

s
1

! 1
( , ; ) i

1
n

n
ut

t

s

n

n

t
e vtF

n w
u v w

e



=

=
− −

  (3.2)  

ile tanımlanmıştır [31].  

( ) ( ; ) ( ; )
( , ; )

2

n n
n

c F u iv w F u iv w
F u v w

+ + −
=  

( ) ( ; ) ( ; )
( , ; )

2

s n n
n

F u iv w F u iv w
F u v w

i

+ − −
=  

şeklinde ifade edilsin [31].  

0

( ; )
1 ( 1) !

xt n

nt
n

e t
F x y

y e n



=

=
− −

  (3.3)  



14 

 

Fubini polinomunda 𝑥 yerine 𝑢+𝑖𝑣 ve 𝑦 yerine de 𝑤 yazılarak 

( )

0

( ; )
1 ( 1) !

u iv t n

nt
n

e t
F u iv w

w e n

+ 

=

= +
− −

  (3.4)  

elde edilmiştir [31]. Euler formülünün kullanılmasıyla 

0

( ( ) ( ))
( ; )

! 1 ( 1)

n ut

n t
n

t e cos vt isin vt
F u iv w

n w e



=

+
+ =

− −
  (3.5)  

elde edilir [31]. 

Şimdi ise (3.3) eşitlik (3.3) de 𝑥 yerine 𝑢-𝑖𝑣 ve 𝑦 yerine de 𝑤 yazılırsa 

( )

0

( ; )
! 1 ( 1)

( ( ) ( ))

1 ( 1)

n u iv t

n t
n

ut

t

t e
F u iv w

n w e

e cos vt isin vt

w e

−

=

− =
− −

−
=

− −



 (3. 6) 

olarak bulunur [31]. Burada (3.5) ve (3.6) eşitlikleri taraf tarafa toplanırsa 

0 0

( ; ) ( ; )
! !

n n

n n

n n

t t
F u iv w F u iv w

n n

 

= =

+ + −   

 
0

( ; ) ( ; )
!

n

n n

n

t
F u iv w F u iv w

n



=

= − + −  

( ( ) ( ) ( ) ( ))

1 ( 1)

ut

t

e cos vt isin vt cos vt isin vt

w e

+ + −
=

− −
 

1
2 ( )

1 ( 1)

ut

t
e cos vt

w e
=

− −
 (3.7)  

olur ve burada eşitliğin her iki tarafı 2 ye bölünürse  
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( )

( )
( )

0

1

!
(

1
,

1
; )

n
ut

t
n

c

n

t
e cos vtF

n w
u v w

e



=

=
− −

  (3.8)  

elde edilir [31]. 

(3.5) eşitliğinden (3.6) eşitliğinin çıkarılması ile  

0 0

( ; ) ( ; )
! !

n n

n n

n n

t t
F u iv w F u iv w

n n

 

= =

+ − −   

 
0

( ; ) ( ; )
!

n

n n

n

t
F u iv w F u iv w

n



=

= − − −  

( ( ) ( ) ( ) ( ))

1 ( 1)

ut

t

e cos vt isin vt cos vt isin vt

w e

+ − −
=

− −
 

1
2 ( )

1 ( 1)

ut

t
ie sin vt

w e
=

− −
 (3.9)  

olur ve burada eşitliğin her tarafı 2𝑖 ye bölünürse 

( ) ( )
0 !

( , ; )
1

1 ( 1)
n

n
u

t
n

s t tF w
t

e sin v
n w e

u v


=

=
− −

  (3.10)  

 

elde edilir [31]. Böylece kosinüs ve sinüs parametreli Fubini polinomlarının doğurucu 

fonksiyonları   

 

( )

( )
( )

0

1

!
(

1
,

1
; )

n
ut

t
n

c

n

t
e cos vtF

n w
u v w

e



=

=
− −

  (3.11)  

 

( )

( )
( )

0

1

!
(

1
,

1
; )

n
ut

t
n

s

n

t
e sin vtF

n w
u v w

e



=

=
− −

  (3.12)  

ile verilmiş olur [31]. 

İlk dört 𝐹𝑛
(𝑐)

(𝑢, 𝑣; 𝑤) polinomu için  
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( )
( )

1

1 1

ut

t
e cos vt

w e− −
  

fonksiyonlarının seriye açılması ile 

( )
0 ( , ; ) 1

c
F u v w = , 

( )
1 ( , ; ) ,

c
F u v w u w= +  

( ) 2

2

2 22 2( , ; ) ,
c

F u v w uu v w w w− += + +  

( ) 2 2 2 2 2 33

3 ( , ; ) 3 3 3 3 6 6 6
c

F u v w uv w uw u w v w uwu w w= − + + + − + + +  

polinomları bulunur [31]. 

Aynı şekilde  𝐹𝑛
(𝑠)

(𝑢, 𝑣; 𝑤) polinomu için 

( )
( )

1

1 1

ut

t
e sin vt

w e− −
 

fonksiyonları seriye açılırsa 

( )
0 ( , ; ) 0

s
F u v w = , 

( )
1 ( , ; ) ,

s
F u v w v=  

( )
2 ,( , ; ) 2 2

s
F u ww vu v v= +  

( ) 2 3 2

3 ( , ; ) 3 3 6 6
s

F u v w u v v vw uvw vw= − + + +  

polinomları bulunur [31]. 
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Uyarı 

(3.8) ve (3.10) doğurucu fonksiyonlarında 𝑢 = 0 alınırsa aşağıda verilen 

( )

( )0

1
(0, ; ) ( )

! 1 1

n

n t
n

c t
F v w cos vt

n w e



=

=
− −

  (3.13)  

ve 

( )

( )0

1
(0, ; ) ( )

! 1 1

n
s

n t
n

t
F v w sin vt

n w e



=

=
− −

  (3.14)  

iki değişkenli polinom ailesi elde edilir [31]. 

Uyarı 

 (3.6) ve (3.8) doğurucu fonksiyonlarında 
1

2
w = −   alınırsa Tanım 2.3.8 den  

( ) ( ) ( )

0 0

1 2
, ; ( ,

2 !1
)

!

n n
c ut

n nt
n n

ct t
F u v e cos vt E u v

n e n

 

= =

 
 
 

− = =
+

   

olup ( ) ( )1
, ; ( , )

2

c c

n nF u v E u v
 

= − 
 

 

ve 

( ) ( ) ( )

0 0

1 2
, ; ( ,

2 !1
)

!

n n
s sut

n nt
n n

t t
F u v e sin vt E u v

n e n

 

= =

 
 
 

− = =
+

   

olup ( ) ( )1
, ; ( , )

2

s s

n nF u v E u v
 

= − 
 

 

elde edilir [31]. 
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3.2. Bazı Özel Durumlar 

Bu bölümde (3.3), (3.11) ile tanıtılan doğurucu fonksiyonlar aracılığıyla ilk önce 𝑢 yerine 0 

ve daha sonra (3.3) fonksiyonunda 𝑢 yerine 𝑢 + 𝑖𝑣, 𝑢 − 𝑖𝑣 değerleri yazılarak bazı eşitlikler 

elde edilmiştir.  

1. Durum: 𝑗 ∈ ℕ0 için  

( ) ( )
2

2

2

0

(0, ; ) 1 ( )
2

j

sc s

j j s

s

j
F v w v F w

s

 
 
 

−

=

 
= − 

 
  (3.15)  

ve 

𝑗 ∈ ℕ için 

( ) ( )

1

2
2 1

2 1

0

(0, ; ) 1 ( )
2 1

j

ss s

j j s

s

j
F v w v F w

s

− 
 
 

+

− −

=

 
= − 

+ 
  (3.16)  

özellikleri elde edilmiştir [31]. Burada 𝐹𝑗(𝑤) ler Tanım 2.3.17 daki Fubini polinomlarıdır. 

Daha sonra (3.3) fonksiyonunda 𝑢 yerine 𝑢 + 𝑖𝑣 ve 𝑢 − 𝑖𝑣 yazılarak 

( ) ( )
0

; ( )
j

j n

j n

n

j
F u iv w u iv F w

n

−

=

 
+ = + 

 
  

                  ( )
0

( ; )
j

j n

n

n

j
iv F u w

n

−

=

 
=  

 
  (3.17)  

ve 

( ) ( )
0

; ( )
j

j n

j n

n

j
F u iv w u iv F w

n

−

=

 
− = − 

 
  

                  ( )
0

( 1) ( ; )
j

j nj n

n

n

j
iv F u w

n

−−

=

 
= − 

 
  (3.18)  
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eşitlikleri elde edilmiştir [31]. Buradaki 𝐹𝑛(𝑤) ler Tanım 2.3.17 de ki Fubini polinomları ve 

𝐹𝑛(𝑢; 𝑤) ler ise Tanım 2.3.20 deki iki değişkenli Fubini polinomlarıdır.  

2. Durum: 𝑣 ≠ 0 için 𝐹𝑛
(𝑐)(𝑢, 𝑣; 𝑤) ve  𝐹𝑛

(𝑠)(𝑢, 𝑣; 𝑤) polinomları 

( ) ( ) 1
( , ; ) , ;

c c

n n

w
F u v w H u v

w

+ 
=  

 
 (3.19)  
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=  

 
 (3.20)  

eşitliklerini sağlar [31]. Burada 𝐻𝑛
(𝑐)(𝑢, 𝑣; 𝑤) ve 𝐻𝑛

(𝑠)(𝑢, 𝑣; 𝑤) ler sırasıyla Tanım 2.3.11 de 

verilen kosinüs ve sinüs parametreli Eulerian tipli polinomlarında 𝑥 → 𝑢, 𝑦 → 𝑣, 𝑢 → 𝑤 ve 

𝑘1 = 𝑘2 = 𝜆 = 1 seçilmesiyle elde edilen özel durumlardır. 

3. Durum: 𝐹𝑛
(𝑐)(𝑢, 𝑣; 𝑤) ve  𝐹𝑛

(𝑠)(𝑢, 𝑣; 𝑤) polinomlarında 
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  (3.22)  

özellikleri elde edilmiştir [31]. Buradaki 𝐶𝑛−𝑘(𝑢, 𝑣) ve 𝑆𝑛−𝑘(𝑢, 𝑣) polinomları Tanım 2.3.1 

de verilmiştir.   

4. Durum: 𝐹𝑛
(𝑐)(𝑢, 𝑣; 𝑤) ve 𝐹𝑛

(𝑠)(𝑢, 𝑣; 𝑤) polinomlarında eşitlik (3.11) ve (3.12) doğurucu 

fonksiyonlarında  𝑛 ∈ ℕ0 için 𝑢 yerine 𝑢 + 1 yazıldığında aşağıdaki  
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özellikler elde edilmiştir [31]. 

3.3. Kısmi Türevler 

 

(3.11) ve (3.12) ile tanımlanan doğurucu fonksiyonlarında 𝑛 ∈ ℕ0 için 𝐹𝑛
(𝑐)(𝑢, 𝑣; 𝑤) ve 

𝐹𝑛
(𝑠)(𝑢, 𝑣; 𝑤) polinomlarının 𝑢, 𝑣 değişkenlerine göre kısmi türevleri yardımıyla aşağıdaki 

bağıntılar gösterilmiştir.  

 

1. Durum: Eşitlik (3.11) de 𝑛 ∈ ℕ için 𝑢 ya göre kısmi türev alınırsa 
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elde edilir ki, 
!

nt

n
 terimlerinin katsayıları eşitlenirse  
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c c
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u

−


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 𝑛 ∈ ℕ (3.25)  

 

elde edilmiş olur [31]. 

 

Şimdi benzer şekilde, (3.12) ile verilen doğurucu fonksiyonda 𝑛 ∈ ℕ için 𝑢 değişkenine göre 

kısmi türevi alınırsa 
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elde edilir [31]. 

2. Durum: Eşitlik (3.11) eşitliğinin 𝑛 ∈ ℕ için 𝑣 değişkenine göre kısmi türevi alınırsa ve 

(3.12) kullanılırsa 
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elde edilir. Burada 𝑛 yerine 𝑛 − 1 yazılırsa 
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n
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elde edilir [31]. 

Şimdi benzer şekilde eşitlik (3.12) nin 𝑣 değişkenine göre kısmi türevi alınırsa ve (3.11) 

eşitliği kullanılırsa 
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elde edilir [31]. 
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4. YÜKSEK MERTEBEDEN FUBINI TİPLİ POLİNOMLARIN 

PARAMETRİK TÜRLERİ 

 

Bu bölümde [30] referansında tanımlanan (2.1) eşitliğinde kompleks değişken ve Euler 

formülünün kullanılmasıyla 𝐹𝑛
(𝑐,𝑟)(𝑢, 𝑣; 𝑤) kosinüs parametresine bağlı ve 𝐹𝑛

(𝑠,𝑟)(𝑢, 𝑣; 𝑤) 

sinüs parametresine bağlı iki yeni doğurucu fonksiyona sahip yeni aileler üzerine 

çalışılmıştır. Burada tanımlanan iki yeni aile [31] referansı ile verilen parametrik türden 

Fubini polinomlarının 𝑟. mertebeden hali (𝑟 ∈ ℕ) olup daha genel durumudur. Bu bölümde 

verilen bazı özellikler Çetin ve Çekim [32] tarafından “6th International Conference on 

Computational Mathematics and Engineering Sciences” konferansında sunulmuştur. 

Literatürde yoğun bir çalışma alanına sahip olan Fubini tipli polinomlar daha sonra [33] de 

parametrik türden Apostol tipli Bernoulli, Euler, Genocchi, Fubini polinomlarının 

birleştirilmiş geniş bir polinom ailesi ile tanımlanmıştır. Burada değişkenler özel olarak 

seçildiğinde bu bölümde çalışılan 𝑟.  mertebeden parametrik türden Fubini polinomlarının 

doğurucu fonksiyonu elde edilip çarpımsal ve türev operatörleri, bazı toplam formülleri ve 

diferensiyel denklemi incelenmiştir. Bunun yanı sıra kosinüs ve sinüs parametreli Fubini 

tipli polinomların bir başka tanımı da Srivastava ve Kızılateş [34] tarafından Tanım 2.3.19 

da verilen doğurucu fonksiyonda kompleks bir değişken seçilip Euler formülünün 

uygulanmasıyla tanımlanmıştır. Daha sonra bazı toplam formülleri, türev bağıntıları, 

multiliner ve multilateral doğurucu fonksiyonlar elde etmişlerdir. Ayrıca Apostol-Bernoulli, 

Apostol-Euler ve Apostol-Genocchi polinomlarını içeren yeni ilişkiler bulmuşlardır. [34] de 

tanımlanan parametrik türden Fubini tipli polinom ailesinin daha genel hali ise Srivastava 

ve diğerleri [35] tarafından tanımlanmıştır. Burada çarpımsal ve türev operatörleri, bazı 

toplam formülleri, diferensiyel denklemi ve türev bağıntıları elde edilip Gould-Hopper, 

Laguerre ve Hermite-Appell polinomları ve kesikli üstel fonksiyon kullanılarak alt polinom 

aileleri incelenmiştir. Diğer taraftan Fubini tipli polinomların özel polinom aileleri ile 

aralarında bazı bağıntılar ve ilişkiler vardır. Örneğin Kılar ve Şimşek [17] tarafından 

tanımlanan parametrik türden Eulerian tipli polinomların özel seçimlerinde bu bölümde 

tanımlanan parametrik türden Fubini polinomlar elde edilebilmektedir. Burada Kılar ve 

Şimşek [17] parametrik türden Eulerian tipli polinomlar için toplam formülleri ve türev 

bağıntıları elde etmişler. Daha sonra ise bu polinomların Apostol-Bernoulli, Apostol-Euler 

ve Apostol-Genocchi sayıları ve polinomlarını ve Stirling sayılarını içeren ilişkiler elde 

etmişlerdir. Bu bölümde ise 𝐹𝑛
(𝑐,𝑟)(𝑢, 𝑣; 𝑤) ve 𝐹𝑛

(𝑠,𝑟)(𝑢, 𝑣; 𝑤)  polinom ailelerinin farklı 

özellikleri üzerinde durulmuştur. 
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4.1.1. Tanım 

(2.1) eşitliği yardımıyla 𝑖2 = −1 olmak üzere 
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F u iv w F u iv w
F u v w

i

+ − −
=  

şeklinde ifade edilsin. 

(2.1) eşitliğinde 𝑥 yerine 𝑢+𝑖𝑣 ve 𝑦 yerine de 𝑤 yazılırsa 
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elde edilir.  

Buradan  

( ) ( )u iv t ut ivt ute e e e cosvt isinvt+ = = +  (4.2) 

Euler formülü [5] yardımıyla 
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 (4.3) 

elde edilir. Şimdide (2.1) eşitliğinde 𝑥 yerine 𝑢-𝑖𝑣 ve 𝑦 yerine de 𝑤 yazılırsa 
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olarak bulunur. (4.3) ve (4.4) eşitlikleri toplanırsa 
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olur ve burada eşitliğin 2 ile bölünmesi ile  
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elde edilir [32]. Eşitlik (4.3) den (4.4) çıkarılırsa  
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1
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olur ve burada eşitliğin her tarafı 2𝑖 ye bölünürse 
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elde edilir [32]. Böylece yüksek mertebeden Fubini polinomlarının kosinüs ve sinüs 

parametreli doğurucu fonksiyonları 
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ile tanımlanmış olur [32]. İlk dört 𝐹𝑛
(𝑐,𝑟)(𝑢, 𝑣; 𝑤) polinomu için  
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polinomları bulunur [32]. Aynı şekilde 𝐹𝑛
(𝑠,𝑟)(𝑢, 𝑣; 𝑤) polinomu için 
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fonksiyonları seriye açılırsa 
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polinomları bulunur [32]. 

Uyarı 

(4.6) ve (4.8) doğurucu fonksiyonlarında 𝑢 = 0 alınırsa aşağıdaki polinomlar aileleri 
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elde edilir [32]. 
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Uyarı 

(4.6) ve (4.8) doğurucu fonksiyonlarında 
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 eşitliği 

elde edilir [32]. Buradaki 𝐸𝑛
(𝑐,𝑟)(𝑢, 𝑣) ve 𝐸𝑛

(𝑠,𝑟)(𝑢, 𝑣) ler Tanım 2.3.9 da tanımlanmıştır.  

4.1. Teorem 

𝑟. mertebeden kosinüs Fubini polinomu 𝑗 ∈ ℕ0 için  
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  (4.11) 

ve 

𝑟. mertebeden sinüs Fubini polinomu 𝑗 ∈ ℕ için  
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özelliklerini sağlar. Buradaki 𝐹𝑗
(𝑟)(𝑤) ler (2.2) de verilmiştir.  

İspat 

(4.6) eşitliğinde 0u = alınıp eşitlik (2.2) ve cos (𝑣𝑡) fonksiyonunun Taylor seri açılımının 

kullanılmasıyla 
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elde edilir. Burada 𝑗 → 𝑗 − 2𝑠 yazılır ve Lemma 2.2.1 kullanılırsa 
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elde edilir. 
!

jt

j
 terimlerinin katsayıları eşitlenirse (4.11) eşitliği bulunur. Benzer şekilde (4.8) 

eşitliğinde 𝑢 = 0 alınıp eşitlik (2.2) ve sin (𝑣𝑡) fonksiyonunun Taylor seri açılımı 

kullanılırsa 
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elde edilir. Burada 𝑗 → 𝑗 − 2𝑠 − 1 yazılırsa ve Lemma 2.2.1 kullanılırsa 
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elde edilir. 
!

jt

j
 terimlerinin katsayıları karşılaştırılırsa (4.12) eşitliği bulunur. İspat 

tamamlanmış olur. 

Uyarı 

[17] de verilen kaynakta Teorem 4 ve Teorem 5 de değişkenlerin özel seçimleri ile (4.11) ve 

(4.12) eşitliklerine indirgendiği görülmektedir.  

4.2. Teorem 

𝑟. mertebeden Fubini tipli polinomlar  𝑗 ∈ ℕ için  
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açık gösterimlerine sahiptir [32]. Buradaki 𝐹𝑛
(𝑟)(𝑤) ler (2.2) de ve 𝐹𝑛

(𝑟)(𝑢; 𝑤) lar (2.1) de 

verilmiştir.  
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İspat 

(2.1) ile verilen doğurucu fonksiyonda  
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olup  𝑗 yerine 𝑗 − 𝑛 yazılırsa  (Lemma 2.2.1 den) 
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elde edilir. Buradan 
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j
 terimlerinin katsayıları eşitlenirse 
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olduğundan,  𝑗 yerine 𝑗 − 𝑛 yazıldığında (Lemma 2.2.1 den) 
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olup 
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j
 lerin katsayıları eşitlenirse 
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olup  𝑗 yerine 𝑗 − 𝑛 yazılırsa (Lemma 2.2.1 den) 
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 bulunur. Benzer şekilde doğurucu fonksiyondan yola çıkılarak 
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elde edilir ve 𝑗 yerine 𝑗 − 𝑛 alınırsa (Lemma 2.2.1 den) 
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 elde edilir. 

4.3. Teorem 

𝐹𝑛
(𝑐,𝑟)(𝑢, 𝑣; 𝑤)  polinomu 
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özelliğini sağlar [32]. 

İspat  

(4.6) doğurucu fonksiyonu ile verilen fonksiyonda 𝑗 ∈ ℕ için 𝑢 yerine 𝑢 + 𝑘  yazılırsa 
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olup, 𝑛 yerine 𝑛 − 𝑚 yazılırsa (Lemma 2.2.1 den) 
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elde edilir. Burada  
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n
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elde edilir [32]. 

4.4. Teorem  

 𝐹𝑛
(𝑠,𝑟)(𝑢, 𝑣; 𝑤) polinomları 
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özelliğini sağlar [32].  

İspat   

(4.8) doğurucu fonksiyonunda 𝑢 yerine 𝑢 + 𝑘  yazılırsa 
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olup, 𝑛 yerine 𝑛 − 𝑚 yazılırsa (Lemma 2.2.1 den) 
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 terimlerinin katsayıları eşitlenirse  
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elde edilir. 

Sonuç 

1k =  için Teorem 4.4 de  
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4.5. Teorem  
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(𝑐,𝑟)(𝑢, 𝑣; 𝑤) polinomları  
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özelliğini sağlar [32]. Buradaki 𝐹𝑘
(𝜎)(0; 𝑤) lar (2.1) de verilmiştir. 

İspat 

(4.6) ile verilen doğurucu fonksiyonunda 𝑟 yerine 𝑟 + 𝜎 alınırsa 
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elde edilir. Burada 𝑛 yerine 𝑛 − 𝑘 yazılırsa (Lemma 2.2.1 den) 
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4.6. Teorem 

𝐹𝑛
(𝑠,𝑟)(𝑢, 𝑣; 𝑤)  polinomları 
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özelliğini sağlar [32]. Buradaki 𝐹𝑘
(𝜎)(0; 𝑤) lar (2.1) de verilmiştir.  
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İspat 

(4.8) ile verilen doğurucu fonksiyonda 𝑟 yerine 𝑟 + 𝜎 yazılırsa 
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n

r

u
s r

n
t

t

n

F v
t e

n
u

vt

w e
w






+
=

+
=

− −
  

                                  

( )( ) ( )( )
sin( )

1 1

1

1

1

1

ut

r
t t

e vt
w e w e


=

− − − −
 

                                  
( ) ( )

0 0

,
( , ; ) (0; )

! !

n k

n k

n k

s r t t
F u v w F w

n k


 

= =

  
=   
  
   

olup  𝑛 yerine 𝑛 − 𝑘 yazılırsa (Lemma 2.2.1 den) 

( ) ( ) ( )

0 0 0

, ,
( , ; ) (0; )

! !
( , ; )

n n

k

s r

k

s r

n

n

n k

n n

F
nt t

F u v w F wu v w
kn n

 
 

−

= = =

+  
=  

 
   

elde edilir. 
!

nt

n
 terimlerinin katsayıları eşitlenirse  

( ) ( ) ( ) ( ), ,

0

( , ; ) ( , ; ) 0;
n

s r s r

n n k k

k

n
F u v w F u v w F w

k

 +

−

=

 
=  

 
  

elde edilir. 

Sonuç 

1 =  için Teorem 4.6 da 

( ) ( ) ( ), 1 ,

0

( , ; ) ( , ; ) 0;
n

s r s r

n n k k

k

n
F u v w F u v w F w

k

+

−

=

 
=  

 
  

elde edilirken, 𝜎 = 𝑟 için   
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( ) ( ) ( ) ( ),2 ,

0

( , ; ) ( , ; ) 0;
n

s r s r r

n n k k

k

n
F u v w F u v w F w

k
−

=

 
=  

 
  

elde edilir [32].  

4.7. Teorem 

𝐹𝑛
(𝑐,𝑟)(𝑢, 𝑣; 𝑤) ve 𝐹𝑛

(𝑠,𝑟)(𝑢, 𝑣; 𝑤) polinom aileleri  

( ) ( ) ( )

1

2
, ,2 1

2 1

0

( ,2 ; ) 2 1 ( , ; ),
2 1

n

ks r c rk

n n k

k

n
F u v w v F u v w

k

− 
 
 

+

− −

=

 
= −  

+ 
   𝑛 ∈ ℕ (4.21) 

özelliği sağlar [32].  

İspat 

(4.6) ile verilen doğurucu fonksiyonun her iki tarafı 2sin( )vt ile çarpılırsa 

( )

( )( )

( )( )

,

0

( )
2sin( ) ( , ; ) 2sin( )

! 1 1

sin(2 )

1 1

n ut
c r

n r
t

n

r
t

t e cos vt
vt F u v w vt

n w e

vt

w e



=

=
− −

=
− −



 

elde edilir. (4.8) doğurucu fonksiyonundan dolayı 

( )
( ),

,

0 0

( ,2 ; )
2sin( ) ( , ; )

! !

s r nn
c r n

n

n n

F u v w tt
vt F u v w

n n

 

= =

=   

elde edilir. Diğer taraftan eşitliğin sol tarafında sin( )vt  fonksiyonunun Taylor serisi 

kullanılırsa 

( ) ( )

0

2 1 2 1

0

,,

0

( 1)
( , 2 ; ) 2

! (2
( , ; )

1 !)!

n

n

k k k
s r

n

n k

n
c r

n

t v t
F u v w

t
F u v

n
w

k n

+ + 

= =



=

  −
=   

+  
   
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olup 𝑛 yerine 𝑛 − 2𝑘 − 1 yazılırsa (Lemma 2.2.1 den) 

( ) ( ) ( ) ( )

1

2 12
, ,

2 1

1 0 1

( 1) 1 !
2 , ; , 2 ;

(2 1)! ( 2 1)! ! !

n

k k n
c r s rn

n k n

n k n

v n t
F u v w t F u v w

k n k n n

− 
  +  

− −

= = =

−
=

+ − −
   

elde edilir. 
!

nt

n
 in katsayıları eşitlenirse 

( ) ( ) ( )

1

2
, ,2 1

2 1

0

( ,2 ; ) 2 ( , ; ) 1
2 1

n

ks r c rk

n n k

k

n
F u v w v F u v w

k

− 
 
 

+

− −

=

 
= − 

+ 
  

elde edilir. 

4.8. Teorem 

𝐹𝑛
(𝑠,𝑟)

(𝑢, 𝑣; 𝑤) sinüs parametreli Fubini polinomları 

( ) ( ) ( )
2

, ,2

2

0

( ,2 ; ) 2 1 ( , ; )
2

n

ks r s rk

n n k

k

n
F u v w v F u v w

k

 
 
 

−

=

 
= −  

 
  (4.22) 

özelliğini sağlar [32].  

İspat 

(4.8) ile verilen doğurucu fonksiyonunun her iki tarafı 2𝑐𝑜𝑠(𝑣𝑡) ile çarpılırsa 

( )

( )( )

( )( )
( )

,

0

( )
2cos( ) ( , ; ) 2cos( )

! 1 1

sin 2
1 1

n ut
s r

n r
t

n

ut

r
t

t e sin vt
vt F u v w vt

n w e

e
vt

w e



=

=
− −

=
− −


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elde edilir. Eşitliğin sol tarafında 𝑐𝑜𝑠(𝑣𝑡) fonksiyonunun Taylor açılımı kullanılırsa ve sağ 

tarafında (4.8) eşitliğinden dolayı 

( ) ( )
2

0

2
, ,

0 0

( 1)
( , 2 ; ) 2

! (2 )
(

!
, ; )

!

n

n

n

n k k k
s r s r

n

n k

t v t
F

t
F u v wu v w

n nk

 

= = =

  −
=   

  
   

elde edilir. Burada 𝑛 yerine 𝑛 − 2𝑘 yazılırsa (Lemma 2.2.1 den) ve 
!

nt

n
 in katsayıları 

eşitlenirse 

( ) ( ) ( )
2

, ,2

2

0

( ,2 ; ) 2 1 ( , ; )
2

n

ks r s rk

n n k

k

n
F u v w v F u v w

k

 
 
 

−

=

 
= −  

 
  

elde edilir. 

4.9. Teorem  

𝑛 ∈ ℕ için 𝐹𝑛
(𝑐,𝑟)(𝑢, 𝑣; 𝑤) ve 𝐹𝑛

(𝑠,𝑟)(𝑢, 𝑣; 𝑤) polinomları 

( ) ( ), ,

1( , ; ) ( , ; )
c r c r

n nF u v w nF u v w
u

−


=


 (4.23) 

ve 

( ) ( ), ,

1( , ; ) ( , ; )
s r s r

n nF u v w nF u v w
u

−


=


 (4.24) 

özelliklerini sağlar. 

İspat 

(4.6) ile verilen doğurucu fonksiyonda 𝑛 ∈ ℕ için 𝑢 ya göre kısmi türev alınırsa 

( )

( )( )
,

1

( , ; )
!

( )

1 1

n u
c r

r
t

n

t

n

t

w

e c

n

o
v

s
F u w

u

t

eu

v

=

 
   =

  
  

− −
  
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( )( )
o

1

1 1
c sut

r
t

t vte
w e− −

=  

                                  
( ),

0

( , ; )
!

n
c r

n

n

t
t F u v w

n



=

=   

                                  
( )

1
,

0

( , ; )
!

n
c r

n

n

t
F u v w

n

+

=

=  

olup 𝑛 yerine 𝑛 − 1 yazılırsa 

( ),

1

( , ; )
!

n
c r

n

n

t
F u v w

u n



=






( ),

1

1

( , ; )
!

n
c r

n

n

t
nF u v w

n



−

=

=  

elde edilir ki 
!

nt

n
 terimlerinin katsayıları eşitlenirse  

( ) ( ), ,

1( , ; ) ( , ; )
c r c r

n nF u v w nF u v w
u

−


=


 

olarak bulunur. 

(4.8) ile verilen doğurucu fonksiyonda 𝑛 ∈ ℕ için 𝑢 değişkenine göre kısmi türevi alınırsa 

( )

( )( )
,

1

;
( )

1 1

sin
( , )

!
r

n
s r

u

t
n

t

n

t

w

e
F u v w

u n

t

eu

v

=

 
   =

  
  

− −
  

                                 

( )( )
( )i

1

1 1
s nut

r
t

t vte
w e− −

=  

                                  
( ),

0

( , ; )
!

n
s r

n

n

t
t F u v w

n



=

=   
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( )

1
,

0

( , ; )
!

n
s r

n

n

t
F u v w

n

+

=

=  

olup 𝑛 yerine 𝑛 − 1 alınırsa  

( ) ( ), ,

1

1 1

( , ; ) ( , ; )
! !

n n
s r s r

n n

n n

t t
F u v w nF u v w

u n n

 

−

= =


=


   

elde edilir ki 
!

nt

n
 terimlerinin katsayıları eşitlenirse  

( ) ( ), ,

1( , ; ) ( , ; ),
s r s r

n nF u v w nF u v w
u

−


=


  𝑛 ∈ ℕ 

olarak bulunur. 

4.10. Teorem 

𝑛, 𝑚 ∈ ℕ olmak üzere 𝑛 ≥ 𝑚 için  𝐹𝑛
(𝑐,𝑟)(𝑢, 𝑣; 𝑤) ve 𝐹𝑛

(𝑠,𝑟)(𝑢, 𝑣; 𝑤) polinomları  

( ) ( ) ( ), ,!
( , ; ) , ;

( )!

m
c r c r

n n mm

n
F u v w F u v w

u n m
−


=

 −
 (4.25) 

ve 

( ) ( ) ( ), ,!
( , ; ) , ;

( )!

m
s r s r

n n mm

n
F u v w F u v w

u n m
−


=

 −
 (4.26) 

özelliklerini sağlar. 

İspat 

Teorem 4.9 dan yararlanarak kosinüs-Fubini polinomunun 𝑢 değişkenine göre 𝑚 kez türev 

alınırsa 
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 ( ) ( ), ,

1( , ; ) ( , ; )
c r c r

n nF u v w nF u v w
u

−


=


  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2

, , ,

1 22
, ; , ; 1 , ;

c r c r c r

n n nF u v w n F u v w n n F u v w
u u

− −

 
= = −

 
   

( ) ( ) ( ) ( ), , ,!
( , ; ) ( 1)...( 1) ( , ; ) , ;

( )!

m
c r c r c r

n n m n mm

n
F u v w n n n m F u v w F u v w

u n m
− −


= − − + =

 −
 

elde edilir. Benzer şekilde Teorem 4.9 dan yaralanarak sinüs-Fubini polinomunun 𝑢 

değişkenine göre 𝑚 kez türev alınırsa 

( ) ( ), ,

1( , ; ) ( , ; )
s r s r

n nF u v w nF u v w
u

−


=


 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2

, , ,

1 22
, ; , ; 1 , ;

s r s r s r

n n nF u v w n F u v w n n F u v w
u u

− −

 
= = −

 
   

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( )

( ) ( ), , ,!
, ; 1 ... 1 , ; , ;

!

m
s r s r s r

n n m n mm

n
F u v w n n n m F u v w F u v w

u n m
− −


= − − + =

 −
 

elde edilir. 

4.11. Teorem 

𝑛 ∈ ℕ için 𝐹𝑛
(𝑐,𝑟)(𝑢, 𝑣; 𝑤) ve 𝐹𝑛

(𝑠,𝑟)(𝑢, 𝑣; 𝑤) polinom aileleri 

( ) ( ), ,

1( , ; ) ( , ; )
c r s r

n nF u v w nF u v w
v

−


= −


 (4.27) 

ve 

( ) ( ), ,

1( , ; ) ( , ; )
s r c r

n nF u v w nF u v w
v

−


=


 (4.28) 

özelliklerini sağlar. 
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İspat 

(4.6) ile verilen doğurucu fonksiyonda 𝑛 ∈ ℕ için 𝑣 değişkenine göre kısmi türevi alınır ve 

(4.8) kullanılırsa 

( )
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( , ; )
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n u
c r

r
t

n
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1
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( )
1

,
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( , ; )
!

n
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n

n

t
F u v w

n

+

=

= −  

elde edilir. Burada 𝑛 yerine 𝑛 − 1 yazılırsa 

( ) ( ), ,

1

1 1

( , ; ) ( , ; )
! !

n n
c r s r

n n

n n

t t
F u v w n F u v w

v n n

 

−

= =


= −


   

olarak bulunur. 
!

nt

n
 terimlerinin katsayıları eşitlenirse 

( ) ( ), ,

1( , ; ) ( , ; ),
c r s r

n nF u v w nF u v w
v

−


= −


  𝑛 ∈ ℕ  

elde edilir. Şimdi benzer şekilde (4.8) ile verilen doğurucu fonksiyonun 𝑣 değişkenine göre 

kısmi türevi alınırsa ve (4.6) doğurucu fonksiyonu kullanılırsa 
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( )

( )( )
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1

;
( )

1 1

sin
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!
r

n
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u

t
n

t

n

t

w

e
F u v w
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=
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( )( )
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1 1
sinut

r
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w e

v
v − −


=
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( )( )
( )o
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c sut

r
t

t vte
w e− −

=  
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( , ; )
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n
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t
t F u v w
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=
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( )

1
,

0

( , ; )
!

n
c r

n

n

t
F u v w

n

+

=

=  

olup, 𝑛 yerine 𝑛 − 1 yazılırsa 

( ) ( ) ( ), , ,

1 1

1 1 1

( , ; ) ( , ; ) ( , ; )
! ( 1)! !

n n n
s r c r c r

n n n

n n n

t t n t
F u v w F u v w n F u v w

v n n n n

  

− −

= = =


= =

 −
    

olarak bulunur. 
!

nt

n
 terimlerinin katsayıları eşitlenirse 

( ) ( ), ,

1( , ; ) ( , ; ),
s r c r

n nF u v w nF u v w
v

−


=


  𝑛 ∈ ℕ 

elde edilir. 

4.12. Teorem 

𝐹𝑛
(𝑠,𝑟)(𝑢, 𝑣; 𝑤) polinomları  

( ) ( ), ,

0 0

( ,2 ; ) 2 ( , ) ( , ; )
n n

s r c rk

n k n k k

k k

n
x F u v w S x v F u v w

k
− −

= =

 
=  

 
   (4.29) 
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özelliğini sağlar. Buradaki 𝑆𝑛−𝑘(𝑥, 𝑣) polinomları Tanım 2.3.1 de verilmiştir.  

İspat 

(4.8) ile verilen doğurucu fonksiyonda 𝑣  yerine 2𝑣  yazılırsa 

( )

( )( )
,

0

sin
( ,2 ; )

(2 )

1 1
r

t

utn
s r

n

k

e
F u v

vt

e
w

w=

=
− −

  

                            
( ) ( )

( )( )

cs2 s

1 1

in o
r

u

t

te vt vt

w e
=

− −
 

elde edilir. Bu eşitliğin her iki tarafı 𝑒𝑥𝑡 ile çarpılırsa 

( ) ( ) ( ) ( ),

0

, 2 ; 2 sin cos
! (1 ( 1))

n ut
s rxt xt

n t r
n

t e
e F u v w e vt vt

n w e



=

=
− −

  

elde edilir. Burada Tanım 2.3.1 in ve (4.6) doğurucu fonksiyonunun yerine yazılmasıyla 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ), ,

0 0 0 0

, 2 ; 2 , , ;
! ! ! !

k k n n k
s r c r

n n k

k n n k

x t t t t
F u v w S x v F u v w

k n n k

   

= = = =

     
=     

     
     

olup, 𝑛 yerine 𝑛 − 𝑘 yazılırsa (Lemma 2.2.1 den) 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ), ,

0 0 0 0

,2 ; 2 , , ;
! !

n nn n
s r c rk

n k n k k

n k n k

n nt t
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= = = =
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   
   

elde edilir ve  
!

nt

n
 terimlerinin katsayıları eşitlenirse 

( ) ( ), ,

0 0

( ,2 ; ) 2 ( , ) ( , ; )
n n

s r c rk

n k n k k

k k

n
x F u v w S x v F u v w

k
− −

= =

 
=  

 
   

olarak bulunur. 
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4.13. Teorem 

𝐹𝑛
(𝑐,𝑟)(𝑢, 𝑣; 𝑤) ve 𝐹𝑛

(𝑠,𝑟)(𝑢, 𝑣; 𝑤) polinomları 

( ) ( ), , 1
( , ; ) , ;

c r c r

n n

w
F u v w H u v

w

+ 
=  

 
 (4.30) 

( ) ( ), , 1
( , ; ) , ;

s r s r

n n

w
F u v w H u v

w

+ 
=  

 
 (4.31) 

özelliklerini sağlar. Burada Tanım 2.3.11 de verilen doğurucu fonksiyonlarında 𝑥 → 𝑢,    

𝑦 → 𝑣, 𝑢 → 𝑤, 𝑘1 = 𝑘2 = 𝑟 ve 𝜆 = 1 alınmasıyla 𝐻𝑛
(𝑐,𝑟)(𝑢, 𝑣; 𝑤) ve 𝐻𝑛

(𝑠,𝑟)(𝑢, 𝑣; 𝑤) 

polinomları 

( ) ( ),

0

1
( , ; ) cos

!

rn
c r ut

n t
n

t w
H u v w e vt

n e w



=

− 
=  

− 
  

ve 

( ) ( ),

0

1
( , ; ) sin

!

rn
s r wt

n t
n

t w
H u v w e vt

n e w



=

− 
=  

− 
  

doğurucu fonksiyonları ile gösterilmektedir. 

İspat 

(4.6) ile verilen doğurucu fonksiyonun aşağıdaki şekilde düzenlenmesi ile 

( )

( )( )
,

0

1
( , ; ) ( )

! 1 1

n
c r ut

n r
t

n

t
F u v w e cos vt

n w e



=

=
− −

    

1
1

cos( )
1

r

ut

t

w

w e vt
w

e
w

+ 
− 

=  
+

 −
 
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elde edilir. Burada Tanım 2.3.11 de verilen doğurucu fonksiyonu göz önüne alındığında  

( ) ( ),

0

,

0

1
, ;

!
( , ; )

!

n
c r

nn

n n

n
c r

F
w t

H u v
t

u v w
n w n



=



=

+ 
=  

 
   

olarak bulunur. 
!

nt

n
 in katsayıları eşitlenirse (4.30) elde edilir. Şimdi ise (4.8) doğurucu 

fonksiyonunda                                                             

( )

( )( )
,

0

1
( , ; ) ( )

! 1 1

n
s r ut

n r
t

n

t
F u v w e sin vt

n w e



=

=
− −
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                            ( )

1
1

sin
1

r

ut

t

w

w e vt
w

e
w

+ 
− 

=  
+

 −
 

                   

                               
( ),

0

1
, ;

!

n
s r

n

n

w t
H u v

w n



=

+ 
=  

 
  

olup,  
!

nt

n
 in katsayıları eşitlenirse (4.31) elde edilir.   

4.14. Teorem 

𝐹𝑛
(𝑐,𝑟)(𝑢, 𝑣; 𝑤) ve  𝐹𝑛

(𝑠,𝑟)(𝑢, 𝑣; 𝑤) polinomları 

( ), ( )

0

( , ; ) ( ) ( , )
n

c r r

n k n k

k

n
F u v w F w C u v

k
−

=

 
=  

 
  (4.32) 

ve           

( ), ( )

0

( , ; ) ( ) ( , )
n

s r r

n k n k

k

n
F u v w F w S u v

k
−

=

 
=  

 
  (4.33) 
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özelliklerini sağlar. Burada 𝐹𝑘
(𝑟)(𝑤) polinomları Tanım 2.3.21 ve 𝐶𝑛−𝑘(𝑢, 𝑣), 𝑆𝑛−𝑘(𝑢, 𝑣) 

polinomları Tanım 2.3.1 ile verilmiştir. 

İspat 

(4.6) doğurucu fonksiyonunda ve Tanım 2.3.1 kullanılırsa 

( )

( )( )
,

0

( , ; ) ( )
! 1 1

1n
c r ut

n r
t

n

t
F u v w e cos vt

n w e



=

=
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( )( )0

( )
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! 1 1

( , ) (
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1

)
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n w e

t t
C u v F w
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

=

 

= =

 
  =   
  − −

 

  
=   
  



 

 

olup 𝑛 yerine (𝑛 − 𝑘) yazılırsa (Lemma 2.2.1 den) 

( ) (,

0

)

0 0

( , ) ( )
!

( , ; )
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n
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

=



−

= =

 
 


=


  

elde edilir. Burada  
!

nt

n
 terimlerinin katsayıları eşitlenirse 

( ) ( ),

0

( , ; ) ( ) ( , )
c r r

n k n k

k

n
F u v w F w C u v

k



−

=

 
=  

 
  

olarak bulunur.  Benzer şekilde (4.8) doğurucu fonksiyonunda ve Tanım 2.3.1 kullanılırsa 

( )

( )( )
,

0

1
( , ; ) ( )

! 1 1

n
s r ut

n r
t

n

t
F u v w e sin vt

n w e



=

=
− −

        
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! 1 1

1
)

n

n r
t

n

t
S u v

n w e


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 
  =   
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 
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 

= =

  
=   
  
   

olup 𝑛 yerine (𝑛 − 𝑘) yazılırsa (Lemma 2.2.1 den)  

( ) (,

0

)

0 0

( , ) ( )
!

( , ; )
!
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r

n k k

n k

n
s r

n

n

t
F u v w

n

n t
S u v F w

k n



=



−

= =

 
 


=


  

elde edilir ki 
!

nt

n
 terimlerinin katsayıları eşitlenirse 

( ),

0

( , ; ) ( ) ( , )
c r

n k n k

k

n
F u v w F w S u v

k



−

=

 
=  

 
                                                                                                  

olarak bulunur. 

4.15. Teorem 

𝐹𝑛
(𝑐,𝑟)(𝑢, 𝑣; 𝑤) polinomları 

( ),

2

0 0

( , ; ) ( , ) ( ) ( , )
n m

c r k

n n r k

m k

n
F u v w C u v r w S m k

m
−

= =

 
=  

 
   (4.34) 

özelliğini sağlar. Burada 𝐶𝑛(𝑢, 𝑣) polinomları Tanım 2.3.1 ve 𝑆2(𝑚, 𝑘) ikinci tür Stirling 

sayıları Tanım 2.3.13 ile verilmiştir [32].  

İspat 

(4.6) doğurucu fonksiyonunda Tanım 2.3.1, Tanım 2.3.13 ve 
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( )( )
( )( )
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( 1)1
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1 1 !
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k t k
r

k

k

r w e

k
w e

w e

−

=

−
== − −

− −
  

seri açılımı kullanılarak yerine yazıldığında 

( ) ( ) ( ),

0 0 0

1
( , ; ) ( , )
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k
k tn n

c r k

n n

n n k

r w et t
F u v w C u v
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  

= = =

 −  =  
  
 

    

( ) ( )
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2

0 0 0

( , ; ) ( , ) ! ,
! ! ! !

kn n
c r k

n n

n n k k

m

m

r wt t t
F u v w C u v k S m k

n n k m

   

= = = =

    
=      
    

     

olup 𝑛 yerine 𝑛 − 𝑚 yazılırsa (Lemma 2.2.1 den) 

( ) ( ) ( ) ( ),

2

0 0 0 0

( , ; ) , ,
! !

n nn m
c r k

n n m k
n n m k

nt t
F u v w C u v r w S m k
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 

−

= = = =

  
=   

  
     

elde edilir. 
!

nt

n
   in katsayıları eşitlenirse 

( ),

2

0 0

( , ; ) ( , ) ( ) ( , )
n m

c r k

n n r k

m k

n
F u v w C u v r w S m k

m
−

= =

 
=  

 
   

olarak bulunur.  

4.16. Teorem 

𝐹𝑛
(𝑠,𝑟)(𝑢, 𝑣; 𝑤) polinomları 

( ),

2

0 0

( , ; ) ( , ) ( ) ( , )
n m

s r k

n n r k

m k

n
F u v w S u v r w S m k

m
−

= =

 
=  

 
   (4.35) 

özelliğini sağlar [32]. Burada 𝑆𝑛(𝑢, 𝑣) polinomları Tanım 2.3.1 ile  𝑆2(𝑚, 𝑘) ikinci tür 

Stirling sayıları Tanım 2.3.13 ile tanımlanmıştır. 
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İspat 

(4.8) doğurucu fonksiyonunda Tanım 2.3.1, Tanım 2.3.13 ve 
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seri açılımı kullanılarak yerine yazıldığında 
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olup n yerine 𝑛 − 𝑚 yazılırsa (Lemma 2.2.1 den) 
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elde edilir. 
!

nt

n
 in katsayıları eşitlenirse 
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olarak bulunur.  
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5. YÜKSEK MERTEBEDEN FUBINI TİPLİ APPELL POLİNOMLARIN 

PARAMETRİK TÜRLERİ VE ÖZELLİKLERİ 

 

Bu bölümde (4.6) ve (4.8) doğurucu fonksiyonları ile tanıtılan Fubini tipli polinom 

ailelerinin yeni bir genel hali Appell polinomları yardımıyla tanımlanacaktır. Böylece geniş 

iki yeni aile elde edilecektir. Açık gösterimleri elde edilip ardından yeni doğurucu 

fonksiyonlar yardımıyla polinomların determinant gösterimleri elde edilecektir. Ayrıca 𝐴(𝑡) 

fonksiyonunun özel seçimleri ile bazı iyi bilinen sayılar kullanılarak alt ailelere örnekler 

verilecektir. Son olarak alt ailelerin açık gösterimleri ve determinant gösterimleri 

verilecektir.  

𝑟 ∈ ℕ olmak üzere parametrik türden yüksek mertebeden Fubini tipli  Appell polinomların 

doğurucu fonksiyonları 

( )
( )( )

( ) ( ) ( ),

0

1
cos , ; ,

!1 1

n
c rut

A nr
t

n

t
A t e vt F u v w

nw e



=

=
− −

  (5.1) 

( )
( )( )

( ) ( ) ( ),

0

1
sin , ;

!1 1

n
s rut

A nr
t

n

t
A t e vt F u v w

nw e



=

=
− −

  (5.2) 

 

olarak tanımlanmaktadır. Burada 𝐴(𝑡) fonksiyonu 

( ) 0

0

,  0,
!

k

k

k

t
A t

k
 



=

=   (5.3) 

seri gösterimine sahiptir. Ayrıca (5.1) ve (5.2) de 𝐴(𝑡) = 1 olması ile doğurucu fonksiyonlar 

(4.6) ve (4.8) eşitliklerine indirgendiği kolaylıkla görülür.  

5.1. Teorem  

𝑟. mertebeden kosinüs ve sinüs Fubini tipli Appell polinomlar aşağıda verilen açık 

gösterimlere sahiptir: 

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ),

0 0

, ; = , ,  
n k

c r r

A n n k m k m
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F u v w C u w F w
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= =

  
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  

  (5.4) 
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  
  
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  (5.5) 

 

Burada 𝐶𝑚(𝑢, 𝑣), 𝑆𝑚(𝑢, 𝑣) polinomları Tanım 2.3.1 ile 𝐹𝑘
(𝑟)(𝑤) polinomları Tanım 2.3.21 

ile verilmiştir. 

 

İspat 

 

𝑟. mertebeden kosinüs Fubini tipli Appell polinomları için Tanım 2.3.1, eşitlik (2.2) ve (5.3) 

ün seri gösterimleri yerlerine yazıldığında ve iki kez Lemma 2.2.1 kullanıldığında    
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olup 
!

nt

n
 terimlerinin katsayıları eşitlenirse (5.4) eşitliği elde edilir. Benzer şekilde 𝑟. 

mertebeden sinüs Fubini tipli Appell polinomları için, Tanım 2.3.1, eşitlik (2.2) ve (5.3) ün 

seri gösterimleri yerlerine yazıldığında ve iki kez Lemma 2.2.1 kullanıldığında     
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elde edilip, 
!

nt

n
  terimlerinin katsayıları eşitlenirse (5.5) eşitliği elde edilir. 

5.2. Teorem  

𝑟. mertebeden kosinüs Fubini tipli Appell polinomları aşağıda verilen determinant gösterime 

sahiptir: 
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olduğu görülür ki (𝑛 + 1) bilinmeyenli bir denklem sistemini çözmek için Cramer kuralı 

uygulanırsa 
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bulunur. Burada paydanın determinantı köşegenlerin çarpımına eşit olup 1 olacağından 

dolayı 
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olduğu görülür ki (𝑛 + 1) bilinmeyenli bir denklem sistemini çözmek için Cramer kuralı 

uygulanırsa 

 

( )

( )

( )

( )

( )

,

0 0

,

1 0 1

,

2 1 0 2

,

1 1

,

0

1 0

2 1 0

1 1 0

0 0 0 ( , ; )

0 0 ( , ; )

2
0 ( , ; )

1

( , ; )
1 1

( , ; )
0 0 0 0

0 0 0

2
0 0

1

0 0

1 1

s r

s r

s r

s r

n n n

s r

A n

n n

F u v w

F u v w

F u v w

n n
F u v w

n
F u v w

n n

n



 

  

  



 

  

   

−

−

 
 
 

   
   

−   
=

 
 
 

   
   

−   

 

 

olup paydadaki determinant 𝛾0 parantezine alınırsa 
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Burada ki 𝐵𝑛 sayıları Tanım 2.3.4 ile verilen Bernoulli sayısıdır. 
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Burada ki 𝐸𝑛 sayıları Tanım 2.3.6 ile verilen Euler sayısıdır. 
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6. SONUÇ VE ÖNERİLER 

Bu tezde ilk olarak bazı özel sayı dizileri ve polinom ailelerine değinilmiştir. Literatürde 

oldukça önemli bir çalışma alanına sahip olan özel polinom ailelerinden biri de Fubini 

polinomlarıdır. Fubini polinomları ve Fubini tipli polinomlar üzerine çok fazla çalışma 

yapılmaktadır. Son yıllarda üstel fonksiyonda kompleks değişkenler ele alınıp Euler 

formülünün kullanılmasıyla trigonometrik fonksiyonlar içeren yeni doğurucu fonksiyonlar 

elde edilmektedir. Bu çalışmada aynı metod kullanılarak [30]’da verilen Fubini polinomları 

yardımıyla kosinüs ve sinüs parametrelerine bağlı yüksek mertebeden Fubini polinomları iki 

yeni doğurucu fonksiyon ile tanımlanmıştır. Dolayısıyla [31]’de tanıtılan doğurucu 

fonksiyonların 𝑟. mertebeden hali incelenmiştir. Daha sonra yeni toplam formülleri, 

trigonometrik bağıntılar ve kısmi türevler yardımıyla bağıntılar incelenmiştir. Ardından 

Stirling sayıları ile arasındaki bağıntılara değinilmiştir. Son bölümde ise daha genel hali olan 

yüksek mertebeden sinüs ve kosinüs parametreli iki yeni doğurucu fonksiyonlar Appell 

polinomları yardımıyla tanımlanmıştır. Daha sonra açık gösterimleri ve determinant 

gösterimleri incelenmiştir. Son olarak ise Bernoulli ve Euler sayıları yardımıyla alt aileler 

tanımlanmış, açık gösterimleri ve determinant gösterimleri üzerine çalışılmıştır. 
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