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ÖZET

Bu çal�³mada vektörel sürekli ve vektörel s�n�rl� fonksiyonlardan olu³an C0
v (X,F )

kümesinin alt kümeleri için vektörel e³süreklilik ve topolojik e³süreklilik tan�mlar�
verildi. F Riesz uzay� Ar³imedyan iken topolojik e³sürekli kümenin vektörel e³sürekli
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1. G�R��

20. yüzy�l�n ba³lar�nda Frans�z matematikçi Maurice Fréchet, reel ve kompleks say�lar

teorisindeki bir çok önemli sonucu elde etmemizi sa§layan uzakl�k kavram�n�

genelle³tirerek metrik uzaylar teorisini olu³turdu [5]. Bu teoriyi genelle³tirmek için

yap�lan çal�³malara, 1975'de Kramosil ve Michalek taraf�ndan tan�mlanan fuzzy

metrik uzaylar� [7], 1997'de Zabreiko taraf�ndan tan�mlanan ve metrik dönü³ümünün

reel say�lar yerine s�ral� bir Banach uzay�nda de§er almas�yla olu³an K-metrik

uzaylar� [11] örnek olarak verilebilir.

Çevik ve Altun (2009) taraf�ndan yay�nlanan çal�³mada metrik dönü³ümü tan�m�nda

reel say�lar yerine Riesz uzay� ve böylece R'deki al�³�lm�³ s�ralama yerine Riesz

uzay�ndaki k�smi s�ralama kar³�l�k getirilerek metrik kavram� genelle³tirilmi³ ve vektör

metrik uzay olarak adland�r�lm�³t�r [2]. Bu çal�³mada, metrik uzaylar�n bilinen baz�

sonuçlar� vektör metrik uzaylarda verilmi³tir.

Fonksiyonel analizin önemli teoremlerinden biri, yeterli ve gerekli ko³ullar alt�nda kapal�

ve s�n�rl� bir aral�kta tan�mlanan reel de§erli sürekli fonksiyonlar uzay�ndaki her dizinin

düzgün yak�nsak bir alt diziye sahip olup olmad�§�na karar vermek için kullan�lan

Arzela-Ascoli teoremidir. Bu teorem asl�nda düzgün metrikle verilen C([a, b]) uzay�n�n

alt kümeleri için kompaktl�k kriterini aç�klar (Kelley, 1955 [6], Munkres, 1975 [9]). Bu

aç�klama düzgün s�n�rl�l�k ve e³süreklilik kavramlar�n�n tan�t�lmas�ndan sonra yap�l�r.

Bu tezde bu kavramlar� vektör metrik uzaylar için verilmi³ ve bunlar üzerine birtak�m

sonuçlar elde edilmi³tir.

Bu tez çal�³mas�n�n ikinci bölümünde ilk defa 1928 y�l�nda F. Riesz taraf�ndan

tan�mlanan [10] ve çok say�da uygulama alan� bulunan Riesz uzaylar�n�n baz� temel

tan�m ve teoremlerini gösterilmi³tir.

Üçüncü bölümde vektör metrik uzaylar�n tan�m� ve baz� özellikleri incelenmi³tir.

Burada Çevik (2014) taraf�ndan yay�nlanan çal�³mada yer alan vektör metrik uzaylar

aras�nda tan�ml� fonksiyonlar için vektörel süreklilik ve vektörel düzgün süreklilik

tan�mlar�n� verilmi³tir [3]. Bu bölümün son k�sm�nda vektörel düzgün süreklilik
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tan�m�n� destekleyen yeni bir sonuç ispatlanm�³t�r.

Dördüncü bölümde çal�³ma, (X, d,E) vektör metrik uzay üzerinde tan�ml� F Riesz

uzay� de§erli vektörel ve topolojik sürekli fonksiyonlar üzerine yo§unla³t�r�lm�³t�r.

Vektörel sürekli fonksiyonlar�n Cv (X,F ) kümesi ile, topolojik sürekli fonksiyonlar�n

Ct (X,F ) kümesi fonksiyonlar aras�ndaki do§al s�ralamaya göre Riesz uzay�d�r. Her

x, y ∈ X ve bir T : X → Y pozitif operatörü için |f (x)− f (y)| ≤ T (d (x, y))

özelli§ini sa§layan tüm vektörel sürekli ve vektörel s�n�rl� f fonksiyonlar�n�n C0
v (X,F )

kümesi d∞ (f, g) = sup
x∈X
|f (x)− g (x)| ile tan�mlanan d∞ : C0

v (X,F )× C0
v (X,F ) → F

düzgün metri§i ile bir vektör metrik uzayd�r [3]. Bu k�s�mda C0
v (X,F ) kümesinin bir

A alt kümesi için vektörel e³süreklilik ve topolojik e³süreklilik tan�mlar� yap�lm�³t�r.

F Riesz uzay�n� Ar³imedyan seçti§imizde topolojik e³sürekli kümenin vektörel

e³sürekli oldu§u ispatlanm�³t�r. Devam�nda yap�lan tan�mlar do§rultusunda yeni iki

sonuç elde edilmi³tir. Bunlardan birincisi, vektörel e³süreklilik tan�m�n� destekler.

Di§eri ise, herhangi bir e³sürekli kümenin içindeki her bir fonksiyonun vektörel

düzgün sürekli olmas�d�r.
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2. TEMEL TANIM VE KAVRAMLAR

Bu bölümde Riesz uzaylar�n�n sonraki bölümlerde kullanaca§�m�z baz� temel tan�m ve

teoremleri verilecektir. Konu hakk�nda detayl� bilgi için [1] ve [8] kaynaklar�na

bak�labilir.

2.1. Tan�m (S�ral� küme)

Herhangi bir bo³ olmayan E kümesinde ≤ ba§�nt�s� her x, y, z ∈ E için

(a) x ≤ x (Yans�ma özelli§i)

(b) x ≤ y ve x ≤ y ise y = x (Ters simetri özelli§i)

(c) x ≤ y ve y ≤ z ise x ≤ z (Geçi³me özelli§i)

özelliklerini sa§l�yorsa ≤ ba§�nt�s�na s�ralama ba§�nt�s�, (E,≤) ikilisine de s�ral� küme

denir. Bu özelliklere ek olarak, E kümesinin herhangi iki eleman� kar³�la³t�r�l�yor, yani

her x, y ∈ E için

(d) x ≤ y ya da y ≤ x

oluyorsa E'ye tam s�ral� küme denir. (d) özelli§i sa§lanm�yorsa E kümesine k�smi s�ral�

küme denir.

Örnek

N+ = {1, 2, . . .} sayma say�lar kümesi 6 `küçük e³it ba§�nt�s�'na göre tam s�ral� bir

küme olmas�na kar³�n her x, y ∈ N için

x | y ⇔ y = kx olacak biçimde k ∈ N var

biçiminde tan�mlanan tam (kalans�z) bölme ba§�nt�s� bir s�ralama ba§�nt�s�d�r ve bu

s�ralama ba§�nt�s�na göre N+ k�smi s�ral� kümedir.
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Örnek

R2 = R× R kümesi her x = (x1, x2), y = (y1, y2) ∈ R2 için

x ≤k y ⇔ x1 6 y1 ve x2 6 y2

biçiminde tan�mlanan ≤k koordinat s�ralamas� ile k�smi s�ral� küme,

x ≤s y ⇔ x1 < x2 ya da (x1 = x2 ve y1 6 y2)

biçiminde tan�mlanan ≤s sözlüksel s�ralamas� ile tam s�ral� kümedir.

Örnek

X bir topolojik uzay ve X üzerinde tan�ml� reel de§erli sürekli fonksiyonlar�n kümesi

C (X) olsun. Her f, g ∈ C (X) ve her x ∈ X için

f ≤ g ⇐⇒ f (x) 6 g (x)

biçiminde tan�mlanan ba§�nt� s�ralama ba§�nt�s�d�r ve `noktasal s�ralama ba§�nt�s�'

olarak adland�r�l�r.

2.2. Tan�m

E reel vektör uzay� ve üzerindeki s�ralama ba§�nt�s� ≤ olmak üzere her x, y, z ∈ E ve

her λ ∈ R+ için x ≤ y iken

(a) x+ z ≤ y + z ve (b) λx ≤ λy

oluyorsa E'ye s�ral� vektör uzay� denir. Bunlara ek olarak, her x, y ∈ E için

(c) x ∨ y = sup{x, y} ∈ E veya x ∧ y = inf{x, y} ∈ E
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oluyorsa E'ye Riesz uzay� (vektör örgüsü) denir.

2.3. Teorem

E Riesz uzay� olmak üzere, her x, y, z ∈ E ve her λ ∈ R+ için

(1) x ∨ y = − [(−x) ∧ (−y)] ve x ∧ y = − [(−x) ∨ (−y)],

(2) x+ y = (x ∨ y) + (x ∧ y),

(3) x+ (y ∨ z) = (x+ y) ∨ (x+ z) ve x+ (y ∧ z) = (x+ y) ∧ (x+ z),

(4) λ (x ∨ y) = (λx) ∨ (λy) ve λ (x ∧ y) = (λx) ∧ (λy)

e³itlikleri sa§lan�r.

2.4. Tan�m

E Riesz uzay� x ∈ E olsun.

(a) x ∨ 0 eleman�na x eleman�n�n pozitif k�sm� denir ve x+ ile gösterilir.

(b) (−x) ∨ 0 eleman�na x eleman�n�n negatif k�sm� denir ve x− ile gösterilir.

(c) (−x) ∨ x eleman�na x eleman�n�n modülü denir ve |x| ile gösterilir.

2.5. Teorem

E Riesz uzay� x ∈ E olmak üzere,

(1) x = x+ − x−,

(2) |x| = x+ + x−,
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(3) x+ ∧ x− = 0

e³itlikleri sa§lan�r.

2.6. Teorem

E Riesz uzay� olmak üzere, her x, y ∈ E için

(1) x ∨ y = 1
2
[(x+ y) + |x− y|],

(2) x ∧ y = 1
2
[(x+ y)− |x− y|],

(3) |x− y| = (x ∨ y)− (x ∧ y),

(4) |x| ∨ |y| = 1
2
(|x+ y|+ |x− y|),

(5) |x| ∧ |y| = 1
2
||x+ y| − |x− y||,

(6) x = (x− y)+ + x ∧ y,

(7) |x+ y| ∧ |x− y| = ||x| − |y|| ve

(8) |x+ y| ∨ |x− y| = |x|+ |y|

e³itlikleri sa§lan�r.

2.7. Teorem

E Riesz uzay� olmak üzere, her x, y, z ∈ E için

(1) |x ∨ y − z ∨ y|+ |x ∧ y − z ∧ y| = |x− z| (Birkho� Özde³li§i),

(2) |x ∨ y − z ∨ y| ≤ |x− z| ve |x ∧ y − z ∧ y| ≤ |x− z| (Birkho� E³itsizli§i),
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(3) |x+ − z+| ≤ |x− z| ve |x− − z−| ≤ |x− z|

önermeleri sa§lan�r.

�spat

(1) |p− h| = p ∨ h − p ∧ h e³itli§inde p = x ∨ y, h = z ∨ y ve p = x ∧ y, h = z ∧ y

al�n�rsa,

|x ∨ y − z ∨ y|+ |(x ∧ y)− z ∧ y| = [(x ∨ y) ∨ (z ∨ y)− (x ∨ y) ∧ (z ∨ y)]

+ [(x ∧ y) ∨ (z ∧ y)− (x ∧ y) ∧ (z ∧ y)]

= x ∨ y ∨ z − (x ∧ z) ∨ y

+(x ∨ z) ∧ y − x ∧ y ∧ z

= [(x ∨ z) ∨ y + (x ∨ z) ∧ y]

− [(x ∧ z) ∨ y + (x ∧ z) ∧ y]

= (x ∨ z + y)− (x ∧ z + y) = x ∨ z − x ∧ z

= |x− z|

sa§lan�r.

(2) x ∨ y − z ∨ y = [(x− y) ∨ 0 + y]− [(z − y) ∨ 0 + y]

= (x− y)+ − (z − y)+

= [(x− z) + (z − y)]+ − (z − y)+

≤
[
(x− z)+ + (z − y)+

]
− (z − y)+

= (x− z)+ ≤ |x− z|

Benzer olarak x ∨ y − z ∨ y ≤ |x− z| elde edilir ve böylece |x ∨ y − z ∨ y| ≤ |x− z|

elde edilir. Di§er e³itsizlik benzer yolla gösterilebilir.

(3) (1)'de y = 0 al�n�rsa istenilen elde edilir.
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2.8. Tan�m

E Riesz uzay�nda bir dizi (xn) olsun.

(a) Her m,n ∈ N için m < n iken xm ≥ xn oluyorsa (xn) dizisi azaland�r denir ve xn ↓

yaz�l�r. xn ↓ ve inf xn = x ise xn ↓ x yaz�l�r.

(b) Her m,n ∈ N için m < n iken xm ≤ xn oluyorsa (xn) dizisi artand�r denir ve xn ↑

yaz�l�r. xn ↑ ve supxn = x ise xn ↑ x yaz�l�r.

2.9. Tan�m

E Riesz uzay�ndaki her x ∈ E+ için n−1x ↓ 0 oluyorsa E'ye Ar³imedyan Riesz uzay�

denir.

Örnek

(a) R2 koordinat s�ralamas�na göre Ar³imedyand�r. Gerçekten, her n ∈ N için

(0, 0) ≤k (x1, x2) ≤k 1
n
(y1, y2) olacak biçimde x = (x1, x2) , y = (y1, y2) ∈ R2 seçilirse,

(0, 0) ≤k (x1, x2) ≤k infn∈N 1
n
(y1, y2) olur. 0 6 x1 6 infn∈N

1
n
y1 ve 0 6 x2 6 infn∈N

1
n
y1

e³itsizliklerinden ve R Ar³imedyan Riesz uzay� oldu§undan infn∈N
1
n
(y1, y2) = (0, 0)

elde edilir. Bu durumda x = 0 olur.

(b) R2 sözlüksel s�ralamaya göre Ar³imedyan Riesz uzay� de§ildir. Gerçekten, x = (1, 0)

∈ R2 olmak üzere her n ∈ N için (0, 0) ≤s (0, 1) ≤s
(
1
n
, 0
)
= 1

n
x olur. Bu durumda

infn∈N
(
1
n
x
)
yoktur.

2.10. Tan�m

E Riesz uzay� olmak üzere E nin üstten s�n�rl� (alttan s�n�rl�) her altkümesi supremuma

(in�muma) sahipse, E'ye Dedekind tam Riesz uzay� denir. E uzay�n�n say�labilir ve

üstten s�n�rl� (alttan s�n�rl�) her altkümesinin supremumu (in�mumu) varsa, E'ye σ-

Dedekind tam Riesz uzay� denir.
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Örnek

(a) R2 koordinat s�ralamas�na göre Dedekind tam Riesz uzay�d�r. Gerçekten,

x = (x1, x2) ∈ R2 ve A = A1 × A2 ⊆ R2 kümesi için A ≤k x olsun. Her

a = (a1, a2) ∈ A için

a ≤k x ⇐⇒ a1 6 x1 ve a2 6 x2

ve R Dedekind tam oldu§undan supA1 6 x1 ve supA2 6 x2 elde edilir. Dolay�s�yla,

y = (supA1, supA2) ∈ R2 için y ≤k x oldu§undan her a = (a1, a2) ∈ A için a =

(a1, a2) ≤k y sa§lan�r.

(b) R2 sözlüksel s�ralamaya göre Dedekind tam Riesz uzay� de§ildir. Gerçekten,

A ⊆ R2olacak ³ekilde A =
{(

1
n
, 1
n

)
: n ∈ N

}
kümesini alal�m.ve inf A = y = (y1, y2)

oldu§unu kabul edelim. Her n ∈ N için (y1, y2) ≤s
(
y1, y2 +

1
n

)
≤s

(
1
n
, 1
n

)
olacak

biçimde
(
y1, y2 +

1
n

)
∈ R2 seçilirse,(y1, y2) ≤s infn∈N

(
y1, y2 +

1
n

)
≤s infn∈N

(
1
n
, 1
n

)
ve R

Ar³imedyan Riesz uzay� oldu§undan (y1, y2) ≤s (y1, y2) ≤s (0, 0) çeli³kisini elde

ederiz. Bu durumda inf A = y olacak ³ekilde y ∈ A yoktur.

2.11. Teorem

Her Dedekind tam Riesz uzay� Ar³imedyand�r.

�spat

E Dedekind tam Riesz uzay� olsun. Her n ∈ N için 0 ≤ nx ≤ y olacak biçimde

x, y ∈ E olsun. Her n için 0 ≤ x ≤ 1
n
y oldu§undan E Riesz uzay�n�n taml�§�ndan dolay�

1
n
y ↓ z ≥ x olacak biçimde z ∈ E vard�r. Böylece 2

n
y = 2 1

n
y ↓ 2z olur. Di§er taraftan

2
n
y ↓ z oldu§undan 2z = z elde edilir. Yani z = 0 olur. Sonuç olarak 0 ≤ x ≤ z = 0

oldu§undan x = 0 bulunur.
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2.12. Tan�m

E Riesz uzay�, (bn) E içinde bir dizi ve b ∈ E olmak üzere, her n ∈ N için an ↓ 0 ve

|bn − b| ≤ an olacak ³ekilde E içinde bir (an) dizisi varsa (bn) dizisi b eleman�na s�ra

yak�nsak (o-yak�nsak) denir ve bu yak�nsama bn
o−→ b biçiminde yaz�l�r.

2.13. Teorem

E Ar³imedyan Riesz uzay�, (xn) ve (yn) E içinde iki dizi ve x, y ∈ E olmak üzere

(1) xn
o−→ x ve xn

o−→ y ise x = y,

(2) xn ↓ x (veya xn ↑ x) ise xn
o−→ x,

(3) xn ↑ (veya xn ↓) ve xn
o−→ x ise xn ↑ x (veya xn ↓ x)

sa§lan�r. Ek olarak, a, b ∈ R, xn
o−→ x ve yn

o−→ y ise

(4) axn + byn
o−→ ax+ by,

(5) xn ∨ yn
o−→ x ∨ y,

(6) xn ∧ yn
o−→ x ∧ y,

(7) (xn)
+ o−→ x+,

(8) (xn)
− o−→ x−,

(9) |xn|
o−→ |x|

önermeleri sa§lan�r.
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2.14. Tan�m

E ve F Riesz uzaylar�, f : E −→ F bir fonksiyon olsun. E§er E içinde bn
o−→ b iken F

içinde f (bn)
o−→ f (b) oluyorsa f fonksiyonuna s�ra süreklidir (o-süreklidir) denir.

2.15. Tan�m

E Ar³imedyan Riesz uzay� ve (xn) E içinde bir dizi olsun. Her n, p ∈ N için

|xn+p − xn| ≤ yn ve yn ↓ 0 olacak biçimde E içinde bir (yn) dizisi varsa (xn) dizisine

s�ra Cauchy dizisi denir.

Pozitif elemanlar� pozitif elemanlara ta³�yan s�ral� vektör uzay aras�ndadaki bir lineer

operatör literatürde pozitif operatör olarak bilinir. Daha verimli ve kullan�³l� sonuçlar

elde etmek için pozitif operatörün tan�m ve de§er kümeleri Riesz uzay al�nacakt�r.

2.16. Tan�m

E ve F Riesz uzaylar� ve T : E −→ F lineer dönü³üm olsun. Her x ∈ E+ için T (x) ∈

F+ oluyorsa T dönü³ümüne pozitif operatör denir.

2.17. Tan�m

E ve F Riesz uzaylar� ve T : E −→ F lineer dönü³üm olsun. Her x, y ∈ E için E içinde

x ≤ y oldu§unda F içinde T (x) ≤ T (y) oluyorsa T fonksiyonuna s�ra koruyan denir.

2.18. Teorem

E ve F Riesz uzaylar� ve T : E −→ F lineer dönü³üm olsun. T dönü³ümünün pozitif

olmas� için gerek ve yeterli ko³ul T dönü³ümünün s�ra koruyan olmas�d�r.
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3. VEKTÖR METR�K UZAYLAR VE SÜREKL�L�K

Bu bölümde metrik dönü³ümü tan�m�nda reel say�lar yerine Riesz uzay� ve böylece

reel say�lar kümesindeki al�³�lm�³ s�ralama yerine Riesz uzay�ndaki k�smi s�ralama

kar³�l�k getirilerek olu³turulan vektör metrik kavram�n� inceleyece§iz. Daha sonra

vektör metrik uzaylar üzerinde tan�ml� fonksiyonlar�n vektörel süreklilik ve vektörel

düzgün süreklilik kavramlar� ele al�nacakt�r. Bu bölüm [2] ve [3] çal�³malar� temel

al�narak olu³turulmu³tur.

3.1. Tan�m

X 6= ∅ bir küme ve E bir Riesz uzay� olsun. d : X ×X −→ E fonksiyonu

(a) Her x, y ∈ X için d(x, y) = 0⇔ x = y

(b) Her x, y, z ∈ X için d(x, y) ≤ d(x, z) + d(y, z)

özelliklerini sa§larsa d fonksiyonuna vektör metrik ya da E-metrik denir. (X, d,E)

üçlüsüne de vektör metrik uzay ya da E-metrik uzay denir.

3.2. Teorem

E-metrik uzay�nda her x, y, z, w ∈ E için

(1) 0 ≤ d(x, y),

(2) d(x, y) = d(y, x),

(3) |d(x, z)− d(y, z)| ≤ |d(x, y)| ve

(4) |d(x, z)− d(y, w)| ≤ d(x, y) + d(z, w)

özellikleri sa§lan�r.
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Örnek

E Riesz uzay�, d(x, y) = |x− y| ile tan�mlanan d : E × E → E dönü³ümle vektör

metrik uzayd�r.

Örnek

�kinci bölümde verilen ≤k koordinat s�ralamas� ve ≤s sözlüksel s�ralamas�na göre R2

Riesz uzay�d�r. Herhangi iki α ve β pozitif reel say�lar� için

d : R2 × R2 → R2, d((x1, x2), (y1, y2) = (α |x1 − y1| , β |x2 − y2|)

biçiminde tan�mlanan fonksiyon R2 üstünde vektör metrik (R2-metrik) olur.

Örnek

α, β > 0 ve α + β > 0 olmak üzere

d : R× R→ R2, d(x, y) = (α |x− y| , β |x− y|)

olsun. Bu durumda d koordinat ve sözlüksel s�ralamalar�yla vektör metriktir.

3.3. Tan�m

(X, d,E) bir vektör metrik uzay olmak üzere, (xn) X içinde bir dizi ve x ∈ X olsun.

(a) Her n ∈ N için an ↓ 0 ve d (xn, x) ≤ an olacak biçimde E içinde bir (an) dizisi varsa

(xn) x eleman�na E-yak�nsak veya vektörel yak�nsak denir ve xn
d,E−→ x ile gösterilir.

(b) Her n, p ∈ N için an ↓ 0 ve d (xn, xn+p) ≤ an olacak biçimde E içinde bir (an) dizisi

varsa (xn) dizisine E-Cauchy dizisi denir.

(c) Her bir E-Cauchy dizisi E-yak�nsak olan vektör metrik uzaya E-tam denir.
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3.4. Teorem

(X, d,E) bir vektör metrik uzay olmak üzere, (xn) X içinde bir dizi ve xn
d,E−→ x ise

(1) Dizinin yak�nsad�§� x eleman� tektir,

(2) (xn) dizisinin her alt dizisi x eleman�n E-yak�nsakt�r,

ve bunlara ek olarak X içinde bir (yn) dizisi yn
d,E−→ y ise

(3) Her n ∈ N için d (xn, yn)
o−→ d (x, y) olur.

�spat

(1) (xn)
d,E−→ x olsun. Bu durumda her n ∈ N için an ↓ 0 ve d (xn, x) ≤ an olacak

biçimde E içinde bir (an) dizisi vard�r. x 6= y olmak üzere xn
d,E−→ y olsun. Bu durumda

her n ∈ N için bn ↓ 0 ve d (xn, y) ≤ bn olacak biçimde E içinde bir bn dizisi vard�r. Her

n ∈ N için (an + bn) ↓ 0 ve d (x, y) ≤ d (x, xn)+d (y, xn) ≤ (an + bn) oldu§undan x = y

elde edilir.

(2) (xn)
d,E−→ x olsun. Bu durumda her n ∈ N için an ↓ 0 ve d (xn, x) ≤ an olacak

biçimde E içinde bir (an) dizisi vard�r. Dolay�s�yla herhangi bir xnk
dizisi ve her n ∈ N

için d (xnk
, x) ≤ ank

ve ank
↓ 0 sa§lan�r. Bu ise xnk

d,E−→ x oldu§unu gösterir.

(3) xn
d,E−→ x ise her n ∈ N için an ↓ 0 ve d (xn, x) ≤ an olacak biçimde E içinde bir

(an) dizisi vard�r. yn
d,E−→ y ise her n ∈ N için bn ↓ 0 ve d (yn, y) ≤ bn olacak biçimde

E içinde bir (bn) dizisi vard�r. |d(x, z)− d(y, w)| ≤ d(x, y) + d(z, w) e³itsizli§inden her

n ∈ N için (an + bn) ↓ 0 ve |d (xn, yn)− d (x, y)| ≤ d (xn, x) + d (yn, y) ≤ (an + bn) elde

edilir. Buda her n ∈ N için d (xn, yn)
o−→ d (x, y) oldu§unu gösterir.

3.5. Tan�m

(X, d,E) bir vektör metrik uzay olmak üzere, A ⊂ X ve A 6= ∅ olsun.
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(a) sup {d (x, y) : x, y ∈ A} de§eri varsa bu supremum de§erine A kümesinin E-çap�

denir.

(b) Her x, y ∈ A için d (x, y) ≤ a olacak biçimde E Riesz uzay�nda bir a eleman� varsa

A kümesine E-s�n�rl� küme denir.

3.6. Teorem

(X, d,E) bir vektör metrik uzay olmak üzere

(1) Her E-yak�nsak dizi E-Cauchy dizisidir.

(2) Her E-Cauchy dizisi E-s�n�rl�d�r.

(3) (xn) bir E-Cauchy dizisi ve bu dizinin alt dizisi (xnk
) olmak üzere e§er (xnk

)
d,E−→ x

ise (xn)
d,E−→ x olur.

(4) (xn) ve (yn) E-Cauchy dizileri ise (d (xn, yn)) bir s�ra Cauchy dizisidir.

�spat

(1) (xn) E-yak�nsak dizi olsun. Bu durumda her n,∈ N için an ↓ 0 ve d (xn, x) ≤ an

olacak biçimde (an) dizisi vard�r. Her n, p ∈ N için

d (xn, xn+p) ≤ d (xn, x) + d (xn+p, x) ≤ 2an ↓ 0 oldu§undan (xn) bir E-Cauchy

dizisidir.

(2) (xn) bir E-Cauchy dizisi olsun. Bu durumda her n, p ∈ N için an ↓ 0 ve

d (xn, xn+p) ≤ an olacak biçimde (an) dizisi vard�r. Her n için (an) azalan bir dizi

oldu§undan d (xn, xn+p) ≤ a1 olacak biçimde E içinde a1 > 0 eleman� oldu§undan

(xn) E-s�n�rl� dizi olur.

(3) (xn) bir E-Cauchy dizisi olsun. Bu durumda her n, p ∈ N için d (xn, xn+p) ≤

an ↓ 0 olacak biçimde E içinde bir (an) dizisi vard�r. (xn) dizisinin alt dizisini (xnk
)

ile gösterelim ve bu dizi x eleman�na E-yak�nsak olsun. Burada nk do§al say�lar�n
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artan bir dizisi oldu§undan her n, p ∈ N için nk = n + p olmak üzere d (xnk
, x) =

d (xn+p, x) ≤ bn ↓ 0 olacak biçimde E içinde bir (bn) dizisi vard�r. Her n, p ∈ N için

d (xn, x) ≤ d (xn, xn+p) + d (xn+p, x) ≤ (an + bn) ↓ 0 olaca§�ndan (xn)
d,E−→ x elde edilir.

(4) (xn) bir E-Cauchy dizisi ise her n, p ∈ N için d (xn, xn+p) ≤ an ↓ 0 olacak biçimde

E içinde bir (an) dizisi vard�r. (yn) bir E-Cauchy dizisi ise her n, p ∈ N için

d (yn, yn+p) ≤ bn ↓ 0 olacak biçimde E içinde bir (bn) dizisi vard�r. Her n, p ∈ N için

|d (xn, yn)− d (xn+p, yn+p)| ≤ d (xn, xn+p) + d (yn, yn+p) ≤ (an + bn) ↓ 0 elde edilir.

Buda (d (xn, yn)) dizisinin E içinde s�ra Cauchy dizisi oldu§unu gösterir.

3.7. Tan�m

(a) (X, d,E) ve (Y, ρ, F ) iki vektör metrik uzay ve f : X −→ Y bir fonksiyon olsun.

Her b ∈ F, b > o için y ∈ X ve d (x, y) < a iken ρ (f (x) , f (y)) < b olacak ³ekilde a

∈ E varsa f fonksiyonuna x ∈ X noktas�nda topolojik sürekli fonksiyon denir.

(b) (X, d,E) ve (Y, ρ, F ) iki vektör metrik uzay ve f : X −→ Y fonksiyon olsun. X

içinde xn
d,E−→ x iken Y içinde f(xn)

ρ,F−→ f(x) oluyorsa f fonksiyonuna vektörel sürekli

(veya (E,F )-sürekli) fonksiyon denir.

3.8. Teorem

(X, d,E) ve (Y, ρ, F ) vektör metrik uzaylar ve F Ar³imedyan Riesz uzay� olsun. f :

X → Y fonksiyonu topolojik sürekli ise vektörel süreklidir.

�spat

(xn)X içinde E-yak�nsak bir dizi olsun. Bu durumda her n ∈ N için an ↓ 0 ve d (xn, x) ≤

an olacak biçimde (an) dizisi vard�r. f fonksiyonunun topolojik süreklili§inden her b ∈

F , b > 0 için y ∈ X ve d (x, y) < a iken ρ (f (x) , f (y)) < b olacak ³ekilde E içinde bir a

eleman� vard�r. Yani her n ∈ N ve 1
n
b ∈ F+ için d (xn, x) < bn iken ρ (f (xn) , f (x)) ≤ 1

n
b

olacak ³ekilde E içinde bir bn dizisi vard�r. Burada bn = bn ((1/n) b;xn) biçiminde

seçilmi³tir. Böylece E Riesz uzay�nda her n ∈ N için cn = an∨bn olacak ³ekilde E içinde
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(cn) dizisi vard�r ve her n ∈ N için d (xn, x) ≤ an < cn oldu§undan ρ (f (xn) , f (x)) ≤ 1
n
b

sa§lan�r. F Ar³imedyan oldu§undan
(
1
n

)
b ↓ 0 olur. Dolay�s�yla f fonksiyonu vektörel

sürekli fonksiyondur.

Sonuç

(X, d,E) ve (Y, ρ, F ) vektör metrik uzaylar ve f : X → Y bir fonksiyon olmak üzere f

fonksiyonu için a³a§�dakiler sa§lan�r.

(1) f fonksiyonu vektörel sürekli ise d (xn, x) ↓ 0 iken ρ(f (xn) , f (x))
o→ 0 olur.

(2) d (xn, x) ↓ 0 iken ρ(f (xn) , f (x))
o→ 0 oluyorsa f fonksiyonu vektörel süreklidir.

(3) f fonksiyonunun vektörel sürekli olmas� için gerek ve yeter ³art d (xn, x) ↓ 0 iken

ρ(f (xn) , f (x))
o→ 0 olmas�d�r.

�spat

(1) d (xn, x) ↓ 0 ise xn
d,E→ x olur. f fonksiyonunun vektörel süreklili§inden xn

d,E→ x iken

f (xn)
p,F−→ f (x) olur. Yani her n ∈ N için bn ↓ 0 ve ρ(f (xn) , f (x)) ≤ bn olacak ³ekilde

F içinde bir (bn) dizisi vard�r. Böylece ρ(f (xn) , f (x))
o→ 0 olur.

(2) d (xn, x) ↓ 0 iken ρ(f (xn) , f (x))
o→ 0 olsun. Bu durumda her n ∈ N için xn

d,E→

x iken f (xn)
p,F−→ f (x) olur. Bu, f fonksiyonunun vektörel sürekli oldu§unu gösterir.

(3) �spat (1) ve (2)'den aç�kt�r.

3.9. Tan�m

X bo³tan farkl� bir küme ve (Y, ρ, F ) vektör metrik uzay olsun. Her n ∈ N için fn :

X → Y biçiminde tan�ml� fonksiyonlar�n olu³turdugu (fn) fonksiyon dizisini dü³ünelim.

f : X → Y bir fonksiyon olmak üzere, her bir x ∈ X için ρ(fn (x) , f (x)) ≤ an ve an ↓ 0

olacak biçimde F içinde bir an dizisi varsa (fn) fonksiyon dizisi f fonksiyonuna düzgün
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F -yak�nsakt�r denir.

3.10. Teorem

(X, d,E) ve (Y, ρ, F ) vektör metrik uzaylar ve bu uzaylar aras�nda vektörel sürekli

fonksiyonlar�n dizisi (fn) bir f fonksiyonuna düzgün F -yak�nsak ise yak�nsad�§� f

fonksiyonu vektörel süreklidir.

�spat

X içinde bir (xn) dizisi için xn
d,E→ x olsun. (fn) dizisinin f fonksiyonuna düzgün F -

yak�nsakl�§�ndan an ↓ 0 ve her n ∈ N için ρ (fn (x) , f (x)) ≤ an olacak biçimde F

içinde (an) dizisi vardir. Di§er taraftan fk fonksiyonlar�n�n vektörel süreklili§inden her

bir k ∈ N ve bn ↓ 0 için ρ (fk (xn) , fk (x)) ≤ bn olacak biçimde F içinde bir (bn) dizisi

vard�r. Burada k = n olarak al�n�rsa

ρ (f (xn) , f (x)) ≤ ρ (f (xn) , fn (xn))+ρ (f (x) , fn (x))+ρ (fn (xn) + fn (x)) ≤ 2an+bn

elde edilir. Böylece f (xn)
ρ,F→ f (x) sa§lan�r. Dolay�s�yla f fonksiyonu vektörel süreklidir.

3.11. Tan�m

(a) (X, d,E) ve (Y, ρ, F ) vektör metrik uzaylar ve f : X → Y bir fonksiyon olsun. Her

b ∈ F, b > 0 için x, y ∈ X ve d (x, y) < a iken ρ (f (x) , f (y)) < b olacak biçimde bir

a ∈ E varsa f fonksiyonuna X üstünde topolojik düzgün sürekli fonksiyon denir.

(b) (X, d,E) ve (Y, ρ, F ) vektör metrik uzaylar ve f : X → Y bir fonksiyon olsun.

X içinde herhangi iki (xn) ve (yn) dizisi için E içinde d (xn, yn)
o→ 0 iken F içinde

ρ (f (xn) , f (yn))
o→ 0 oluyorsa f fonksiyonuna X üstünde vektörel düzgün sürekli

fonksiyon denir.
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3.12. Teorem

(X, d,E) ve (Y, ρ, F ) vektör metrik uzaylar ve F Ar³imedyan Riesz uzay� olsun. f :

X → Y fonksiyonu topolojik düzgün sürekli ise vektörel düzgün süreklidir.

�spat

X içinde herhangi iki (xn) ve (yn) dizisi için d (xn, yn)
o→ 0 olsun. Bu durumda an ↓

0 ve her n ∈ N için d (xn, yn) ≤ an olacak biçimde E içinde (an) dizisi vard�r. f

fonksiyonunun topolojik düzgün süreklili§inden her b ∈ F, b > 0 ve her n ∈ N için

d (xn, yn) < bn iken ρ (f (xn) , f (yn)) <
(
1
n

)
b olacak biçimde E içinde (bn) dizisi vard�r.

Böylece E Riesz uzay�nda her n ∈ N için cn = an ∨ bn olacak ³ekilde (cn) dizisi vard�r

ve her n ∈ N için d (xn, yn) ≤ an < cn oldu§undan ρ (f (xn) , f (yn)) <
(
1
n

)
b sa§lan�r.

F Ar³imedyan oldu§undan
(
1
n

)
b ↓ 0 olur. Dolay�s�yla ρ (f (xn) , f (yn))

o→ 0 sa§lan�r.

Sonuç

(X, d,E) ve (Y, ρ, F ) vektör metrik uzaylar, (xn) ve (yn) X içinde herhangi iki dizi

olmak üzere f : X → Y fonksiyonu için a³a§�dakiler sa§lan�r.

(1) f fonksiyonu vektörel düzgün sürekli ise d (xn, yn) ↓ 0 iken ρ(f (xn) , f (yn))
o→ 0

olur.

(2) d (xn, yn) ↓ 0 iken ρ(f (xn) , f (yn))
o→ 0 oluyorsa f fonksiyonu vektörel düzgün

süreklidir.

(3) f fonksiyonunun vektörel düzgün sürekli olmas� için gerek ve yeter ³art d (xn, yn) ↓ 0

iken ρ(f (xn) , f (yn))
o→ 0 olmas�d�r.

�spat

(1) d (xn, yn) ↓ 0 ise d (xn, yn)
o→ 0 olur. f fonksiyonunun vektörel düzgün

süreklili§inden an ↓ 0 ve her n ∈ N için ρ(f (xn) , f (yn)) ≤ an olacak biçimde F içinde
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bir (an) dizisi vard�r. Böylece ρ(f (xn) , f (yn))
o→ 0 sa§lan�r.

(2) d (xn, yn) ↓ 0 iken ρ(f (xn) , f (yn))
o→ 0 olsun. Bu durumda herhangi iki (xn) ve

(yn) dizisi için E içinde d (xn, yn)
o→ 0 iken F içinde ρ (f (xn) , f (yn))

o→ 0 olur. Böylece

f fonksiyonu vektörel düzgün süreklidir.

(3) �spat (1) ve (2)'den aç�kt�r.

Örnek

(X, d,E) vektör metrik uzay olsun. d (xn, yn)
o→ 0 ve d (un, vn)

o→ 0 ise

|d (xn, un)− d (yn, vn)| ≤ d (xn, yn) + d (un, vn) e³itsizli§i yard�m�yla E içinde

|d (xn, un)− d (yn, vn)|
o→ 0 sa§lan�r; yani, d : X2 → E vektör metri§i vektörel düzgün

süreklidir. Burada d̃, X2 üstünde her x, y, u, v ∈ X için

d̃ ((x, y) , (u, v)) = d (x, u) + d (y, v)

ile tan�mlanan E-de§erli vektör metrik ve |·| E üstündeki mutlak de§er metri§idir.
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4. VEKTÖREL SÜREKL� FONKS�YON UZAYLARI VE

����E�SÜREKL�L�K

Bu bölümde vektörel s�n�rl� fonksiyonlardan olu³an C0
v (X,F ) kümesinin alt kümeleri

için vektörel e³süreklilik ve topolojik e³süreklilik tan�mlar� verilecek ve daha sonra

topolojik e³süreklilik ve vektörel e³süreklilik aras�ndaki ili³kiyi veren teorem ve vektörel

düzgün süreklilik ve vektörel e³süreklilik tan�mlar�n� destekleyen sonuçlar verilecektir.

Son olarak herhangi bir e³sürekli kümenin içindeki her bir fonksiyonun vektörel düzgün

sürekli oldu§u gösterilecektir.

4.1. Tan�m

(X, d,E) vektör metrik uzay�n�n bir alt kümesi A olsun. Her x, y ∈ A için d (x, y) ≤ a

olacak biçimde E Riesz uzay�nda bir 0 ≤ a eleman� varsa A kümesine E-s�n�rl� küme

denir.

4.2. Tan�m

(X, d,E) ve (Y, ρ, F ) iki vektör metrik uzay olmak üzere f : X → Y bir fonksiyon olsun.

f fonksiyonu X in E-s�n�rl� alt kümelerini Y nin F -s�n�rl� alt kümelerine dönü³türüyor

ise f fonksiyonuna vektörel s�n�rl� fonksiyon denir.

4.3. Teorem

(X, d,E) ve (Y, ρ, F ) iki vektör metrik uzay olmak üzere f : X → Y bir fonksiyon

olsun. Her x, y ∈ X için ρ (f (x) , f (y)) ≤ T (d (x, y)) olacak biçimde bir T : E → F

pozitif operatörü varsa f : X → Y fonksiyonu vektörel s�n�rl�d�r.

�spat

(X, d,E) ve (Y, ρ, F ) iki vektör metrik uzay olmak üzere f : X → Y bir fonksiyon ve

bir T : E → F pozitif operatörü için ρ (f (x) , f (y)) ≤ T (d (x, y)) olsun. Herhangi bir

E-s�n�rl� A kümesi için x, y ∈ A iken d (x, y) ≤ a olacak biçimde E Riesz uzay�nda bir
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0 ≤ a eleman� vard�r. d (x, y) ≤ a ise T pozitif operatör oldu§undan s�ra koruyand�r, bu

durumda T (d (x, y)) ≤ T (a) olur. ρ (f (x) , f (y)) ≤ T (d (x, y)) ≤ T (a) oldu§undan f

vektörel s�n�rl� fonksiyondur.

(X, d,E) vektör metrik uzay ve F Riesz uzay� olmak üzere

Cv (X,F ) = {f : (X, d,E)→ F | f vektörel sürekli} ve

Ct (X,F ) = {f : (X, d,E)→ F | f topolojik sürekli}

kümelerini tan�mlayal�m. F Ar³imedyan oldu§unda Ct (X,F ) ⊆ Cv (X,F ) olur.

4.4. Teorem

Ct (X,F ) ve Cv (X,F ) fonksiyonlar aras�ndaki do§al s�ralamaya göre Riesz uzay�d�rlar.

�spat

Cv (X,F ) = {f | f : (X, d,E)→ F vektörel sürekli fonksiyon} Her f, g ∈ Cv (X,F )

için f ≤ g ⇐⇒ ∀x ∈ X için f (x) ≤ g (x) s�ralama ba§�nt�s� ile (Cv (X,F ) ,≤) s�ral�

kümedir. Burada F üzerinde ρ (x, y) = |x− y| ile tan�ml� ρ : F ×F → F vektör metri§i

dü³ünülecektir.

(a) Her f, g ∈ Cv (X,F ) için,

(i) f + g ∈ Cv (X,F ) oldu§unu gösterelim. f ∈ Cv (X,F ) ise xn
d,E→ x iken f (xn)

ρ,F→

f (x) ve g ∈ Cv (X,F ) ise xn
d,E→ x iken g (xn)

ρ,F→ g (x) olur. f (xn)
ρ,F→ f (x) ve

g (xn)
ρ,F→ g (x) ise her n ∈ N için |f (xn)− f (x)| ≤ an ↓ 0 ve |g (xn)− g (x)| ≤ bn ↓ 0

olacak biçimde F içinde (an) ve (bn) dizileri vard�r.

|(f + g) (xn)− (f + g) (x)| = |f (xn)− f (x) + g (xn)− g (x)|

≤ |f (xn)− f (x)|+ |g (xn)− g (x)| ≤ (an + bn) ↓ 0

olur. Bu durumda xn
d,E→ x iken (f + g) (xn)

ρ,F→ (f + g) (x) sa§lan�r. Böylece f + g ∈
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Cv (X,F ) olur.

(ii) Her λ > 0 için λf ∈ Cv (X,F ) oldu§unu gösterelim. f ∈ Cv (X,F ) ise xn
d,E→ x iken

f (xn)
ρ,F→ f (x) olur. f (xn)

ρ,F→ f (x) ise her n ∈ N için |f (xn)− f (x)| ≤ an ↓ 0 olacak

biçimde F içinde (an) dizisi vard�r.

|(λf) (xn)− (λf) (x)| = |λf (xn)− λf (x)| = |λ| |f (xn)− f (x)| ≤ |λ| an ↓ 0

olacak biçimde E içinde (|λ| an) dizisi vard�r. Böylece λf ∈ Cv (X,F ) olur. Dolay�s�yla

(Cv (X,F ) ,≤) alt vektör uzay�d�r.

(iii) f ∨ g ∈ Cv (X,F ) oldu§unu gösterelim. f ∈ Cv (X,F ) ise xn
d,E→ x iken f (xn)

ρ,F→

f (x) ve g ∈ Cv (X,F ) ise xn
d,E→ x iken g (xn)

ρ,F→ g (x) olur. f (xn)
ρ,F→ f (x) ve

g (xn)
ρ,F→ g (x) ise her n ∈ N için |f (xn)− f (x)| ≤ an ↓ 0 ve |g (xn)− g (x)| ≤

bn ↓ 0 olacak biçimde F içinde (an) ve (bn) dizileri vard�r. Buda f (xn)
o→ f (x) ve

g (xn)
o→ g (x) olmas� demektir. Dolay�s�yla f (xn)∨g (xn)

o→ f (x)∨g (x) olur. Böylece

f ∨ g ∈ Cv (X,F ) olur. Cv (X,F ) Riesz uzay�d�r.

(b) Her f, g ∈ Ct (X,F ) için,

(i) f + g ∈ Ct (X,F ) oldu§unu gösterelim. f ∈ Ct (X,F ) ise her b
2
∈ F+ için y ∈ X ve

d (x, y) < a1 iken |f (x)− f (y)| < b
2
olacak biçimde a1 ∈ E vard�r ve g ∈ Ct (X,F ) ise

her b
2
∈ F+ için y ∈ X ve d (x, y) < a2 iken |f (x)− f (y)| < b

2
olacak biçimde a2 ∈ E

vard�r. a = a1 ∨ a2 olsun. d (x, y) < a oldu§unda

|(f + g) (x)− (f + g) (y)| = |f (x)− f (y) + g (x)− g (y)|

≤ |f (x)− f (y)|+ |g (x)− g (y)| ≤ b

olacak biçimde bir a ∈ E vard�r. Böylece f + g ∈ Ct (X,F ) olur.

(ii) Her λ > 0 için λf ∈ Ct (X,F ) oldu§unu gösterelim. f ∈ Ct (X,F ) ise her b
|λ| ∈ F

+
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için y ∈ X ve d (x, y) < a iken |f (x)− f (y)| < b
|λ| olacak biçimde a ∈ E vard�r.

|(λf) (x)− (λf) (y)| = |λf (x)− λf (y)| = |λ| |f (x)− f (y)| ≤ |λ| b
|λ|

= b

olacak biçimde bir a ∈ E vard�r. Böylece λf ∈ Ct (X,F ) olur. Dolay�s�yla

(Ct (X,F ) ,≤) alt vektör uzay�d�r.

(iii) f ∨g ∈ Ct (X,F ) oldu§unu gösterelim. f ∈ Ct (X,F ) ise her b
2
∈ F+ için y ∈ X ve

d (x, y) < a1 iken |f (x)− f (y)| < b
2
olacak biçimde a1 ∈ E vard�r ve g ∈ Ct (X,F ) ise

her b
2
∈ F+ için y ∈ X ve d (x, y) < a2 iken |f (x)− f (y)| < b

2
olacak biçimde a2 ∈ E

vard�r. a = a1 ∨ a2 olsun. d (x, y) < a oldu§unda Birkho� e³itsizli§inden

0 ≤ |(f ∨ g) (x)− (f ∨ g) (y)| ≤ |f (x)− f (y)|+ |g (x)− g (y)| ≤ b

olacak biçimde bir a ∈ E vard�r. Dolay�s�yla f ∨ g ∈ Ct (X,F ) olur. Böylece Ct (X,F )

Riesz uzay�d�r.

Her x, y ∈ X için |f (x)− f (y)| ≤ T (d (x, y)) olacak biçimde T : X → Y pozitif

operatörünün var oldu§u f fonksiyonlar�n�n kümesi C0
v (X,F ) ³eklinde gösterelim.

Birkho� e³itsizli§inden C0
v (X,F ) ⊆ Cv (X,F ) Riesz alt uzay�d�r. Üstelik her bir

f ∈ C0
v (X,F ) fonksiyonu vektörel s�n�rl�d�r.

Sonuç

(X, d,E) vektör metrik uzay ve F Dedekind tam Riesz uzay� olmak üzere,

d∞ : C0
v (X,F )× C0

v (X,F )→ F ; d∞ (f, g) = sup
x∈X
|f (x)− g (x)|

ile tan�mlanan düzgün metri§i ile C0
v (X,F ) bir vektör metrik uzayd�r.

4.5. Tan�m

(a) A ⊆ C0
v (X,F ) olsun. Her b ∈ F, b > 0 için x, y ∈ X ve d (x, y) < a iken her
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f ∈ A için |f (x)− f (y)| < b olacak biçimde bir a ∈ E varsa A kümesine X üzerinde

topolojik e³sürekli küme denir.

(b) A ⊆ C0
v (X,F ) olsun. X içinde herhangi iki (xn) ve (yn) dizisi için E içinde

d (xn, yn)
o→ 0 iken her f ∈ A ve n ∈ N için |f (xn)− f (yn)| ≤ an ve (an) ↓ 0 olacak

biçimde F içinde (an) dizisi varsa A kümesine X üzerinde vektörel e³sürekli küme

denir.

4.6. Teorem

A ⊆ C0
v (X,F ) ve F Ar³imedyan olsun. A kümesi topolojik e³sürekli ise A kümesi

vektörel e³süreklidir.

�spat

X içinde herhangi iki (xn) ve (yn) dizisi için E içinde d (xn, yn)
o→ 0 olsun. Bu durumda

an ↓ 0 ve her n ∈ N için d (xn, yn) ≤ an olacak biçimde E içinde bir (an) dizisi vard�r. A

kümesinin topolojik e³süreklili§inden bir b ∈ F, b > 0 ve her n ∈ N için d (xn, yn) < bn

iken her f ∈ A için |f (xn)− f (yn)| <
(
1
n

)
b olacak biçimde E içinde (bn) dizi vard�.

Böylece E Riesz uzay�nda cn = an∨bn olacak ³ekilde (cn) dizisi vard�r ve her n ∈ N için

d (xn, yn) ≤ an < cn oldu§undan her f ∈ A ve her n ∈ N iken |f (xn)− f (yn)| <
(
1
n

)
b

sa§lan�r. F Ar³imedyan Riesz uzay� oldu§undan
(
1
n

)
b ↓ 0 olur.

Sonuç

A ⊆ C0
v (X,F ) ve (xn) ve (yn) X içinde herhangi iki dizi olsun. A³a§�daki ³artlar

sa§lan�r.

(1) A kümesi X üzerinde vektörel e³sürekli ise d (xn, yn) ↓ 0 iken her f ∈ A için

|f (xn)− f (yn)|
o→ 0 olur.

(2) d (xn, yn) ↓ 0 iken her f ∈ A için |f (xn)− f (yn)|
o→ 0 oluyorsa A kümesi vektörel

e³süreklidir.
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(3) A kümesine X üzerinde vektörel e³sürekli olmas� için gerek ve yeter ³art d (xn, yn) ↓

0 iken her f ∈ A için |f (xn)− f (yn)|
o→ 0 sa§lan�r olmas�d�r.

�spat

(1) d (xn, yn) ↓ 0 ise d (xn, yn)
o→ 0 olur. A kümesinin vektörel e³süreklili§inden (an) ↓

0, her n ∈ N ve her f ∈ A için |f (xn)− f (yn)| ≤ an olacak biçimde F içinde bir (an)

dizisi vard�r. Bu durumda |f (xn)− f (yn)|
o→ 0 sa§lan�r.

(2) d (xn, yn) ↓ 0 iken her f ∈ A için |f (xn)− f (yn)|
o→ 0 olsun. (an) ↓ 0 ve her n ∈ N

için d (xn, yn) < an olacak biçimde E içinde bir (an) dizisi vard�r. Böylece d (xn, yn)
o→ 0

iken |f (xn)− f (yn)|
o→ 0 sa§lan�r. Böylece A kümesi vektörel e³süreklidir.

(3) �spat (1) ve (2)'den aç�kt�r.

Sonuç

A ⊆ C0
v (X,F ) olsun. A vektörel e³sürekli ise A içindeki her bir f fonksiyonu vektörel

düzgün süreklidir.

�spat

(xn) ve (yn) X içinde herhangi iki dizi ve d (xn, yn)
o→ 0 olsun. A vektörel e³sürekli

oldu§undan her f ∈ A için |f (xn)− f (yn)| ≤ an ↓ 0 olacak biçimde F içinde (an) dizisi

vard�r. A ⊆ C0
v (X,F ) oldu§undan ba³ta verilen f için |f (xn)− f (yn)|

o→ 0 sa§lan�r.
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5. SONUÇ VE ÖNER�LER

Fonksiyonel analizin önemli teoremlerinden biri, düzgün metrikle verilen C([a, b])

uzay�n�n alt kümeleri için kompaktl�k kriterini aç�klayan Arzela-Ascoli teoremidir. Bu

teorem düzgün s�n�rl�l�k ve e³süreklilik kavramlar�n�n tan�t�lmas�ndan sonra yap�l�r.

Bu çal�³mada Arzela-Ascoli teoreminden yola ç�karak vektörel sürekli ve vektörel

s�n�rl� fonksiyonlardan olu³an C0
v (X,F ) kümesinin alt kümeleri için vektörel

e³süreklilik ve topolojik e³süreklilik tan�mlar� verildi. Riesz uzay� Ar³imedyan iken

topolojik e³sürekli kümenin vektörel e³sürekli oldu§u ispatland�. Ayr�ca, vektörel

düzgün süreklilik ve vektörel e³süreklilik tan�mlar�na denk sonuçlar elde edildi. Son

olarak, herhangi bir e³sürekli kümenin içindeki her bir fonksiyonun vektörel düzgün

sürekli oldu§u gösterildi. Elde edilenlerin �³�§�nda çal�³malara devam edilip konu

geli³tirilebilir.
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