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1. GIRIS

20. yiizyilin baglarinda Fransiz matematikc¢i Maurice Fréchet, reel ve kompleks sayilar
teorisindeki bir cok O©nemli sonucu elde etmemizi saglayan uzaklik kavramim
genellegtirerek metrik uzaylar teorisini olugturdu [5]. Bu teoriyi genellegtirmek icin
yapilan calismalara, 1975’de Kramosil ve Michalek tarafindan tanimlanan fuzzy
metrik uzaylar [7], 1997’de Zabreiko tarafindan tanimlanan ve metrik doniigiimiiniin
reel sayilar yerine sirali bir Banach uzaymda deger almasiyla olusan K-metrik

uzaylar1 [11] 6rnek olarak verilebilir.

Cevik ve Altun (2009) tarafindan yayinlanan ¢aligmada metrik doniigiimii taniminda
reel sayllar yerine Riesz uzay1 ve bdylece R’deki ahgilmig siralama yerine Riesz
uzayindaki kismi siralama karsilik getirilerek metrik kavrami genellegtirilmis ve vektor
metrik uzay olarak adlandirlmigtir [2|. Bu caliymada, metrik uzaylarin bilinen bazi

sonuclar1 vektor metrik uzaylarda verilmistir.

Fonksiyonel analizin énemli teoremlerinden biri, yeterli ve gerekli kogullar altinda kapali
ve sinirh bir aralikta tanimlanan reel degerli siirekli fonksiyonlar uzayindaki her dizinin
diizglin yakinsak bir alt diziye sahip olup olmadigina karar vermek i¢in kullanilan
Arzela-Ascoli teoremidir. Bu teorem ashinda diizgiin metrikle verilen C'([a, b]) uzaymin
alt kiimeleri i¢in kompaktlhik kriterini agiklar (Kelley, 1955 [6], Munkres, 1975 [9]). Bu
aciklama diizgiin sinirlihk ve egsiireklilik kavramlarinin tanitilmasindan sonra yapilir.
Bu tezde bu kavramlar: vektor metrik uzaylar i¢in verilmis ve bunlar iizerine birtakim

sonuclar elde edilmigtir.

Bu tez caligmasinin ikinci bdéliimiinde ilk defa 1928 yilinda F. Riesz tarafindan
tanimlanan |10] ve ¢ok sayida uygulama alani bulunan Riesz uzaylarinin bazi temel

tanim ve teoremlerini gosterilmigtir.

Uciincii béliimde vektér metrik uzaylarmm tanmmi ve bazi 6zellikleri incelenmistir.
Burada Cevik (2014) tarafindan yayinlanan ¢alismada yer alan vektér metrik uzaylar
arasinda tanimli fonksiyonlar icin vektorel siireklilik ve vektorel diizgiin siireklilik

tanimlarint verilmisgtir [3]. Bu boéliimiin son kisminda vektorel diizgiin siireklilik



tanimin destekleyen yeni bir sonug ispatlanmigtar.

Dordiincii bolimde ¢alisma, (X, d, E) vektor metrik uzay {izerinde tamimlhi F' Riesz
uzayl degerli vektorel ve topolojik siirekli fonksiyonlar {izerine yogunlagtirilmigtir.
Vektorel siirekli fonksiyonlarin C, (X, F') kiimesi ile, topolojik siirekli fonksiyonlarin
Cy (X, F') kiimesi fonksiyonlar arasindaki dogal siralamaya gore Riesz uzayidir. Her
r,y € X ve bir T : X — Y pozitif operatorii icin |f (z) — f(y)| < T (d(z,y))
ozelligini saglayan tiim vektorel siirekli ve vektorel simirh f fonksiyonlarinin CY (X, F)
kiimesi d, (f,g) = sup |f (x) — g (x)| ile tamimlanan d, : C* (X, F) x C°(X,F) — F
diizgiin metrigi ile l;ierxvektf)r metrik uzaydir [3]. Bu kisimda C? (X, F') kiimesinin bir
A alt kiimesi i¢in vektorel egsiireklilik ve topolojik egsiireklilik tanimlart yapilmigtir.
F Riesz uzaymi Argimedyan sectigimizde topolojik egsiirekli kiimenin vektorel
egstirekli oldugu ispatlanmigtir. Devaminda yapilan tanimlar dogrultusunda yeni iki
sonu¢ elde edilmigtir. Bunlardan birincisi, vektorel egsiireklilik tanimini destekler.
Digeri ise, herhangi bir egsiirekli kiimenin igindeki her bir fonksiyonun vektorel

diizgiin siirekli olmasidir.



2. TEMEL TANIM VE KAVRAMLAR

Bu boéliimde Riesz uzaylarimin sonraki boliimlerde kullanacagimiz bazi temel tanim ve
teoremleri verilecektir. Konu hakkinda detayh bilgi igin [1] ve [8] kaynaklarina

bakilabilir.

2.1. Tanum (Sirali kiime)

Herhangi bir bog olmayan E kiimesinde < bagintisi her z,y, z € E igin

(a) z <z (Yansima ozelligi)

(b) x <y vex <yisey=x (Ters simetri 6zelligi)

(c) x <yvey<zisex <z (Gegisme zelligi)

ozelliklerini saghyorsa < bagintisina siralama bagintisi, (F, <) ikilisine de sirali kiime
denir. Bu 6zelliklere ek olarak, E kiimesinin herhangi iki eleman1 kargilagtiriliyor, yani

her z,y € £ i¢in

(d)z<yyaday<w

oluyorsa E’ye tam sirali kiime denir. (d) 6zelligi saglanmiyorsa E kiimesine kismi siral

kiime denir.

Ornek

N* = {1,2,...} sayma sayilar kiimesi < ‘kiigiik egit bagintisi’'na gore tam sirali bir

kiime olmasina kargin her z,y € N icin

x| y < y = kx olacak bi¢imde k£ € N var

bigiminde tanmimlanan tam (kalansiz) bolme bagmtisi bir siralama bagintisidir ve bu

siralama bagmtisina gore N kismi sirah kiimedir.



Ornek

R? = R x R kiimesi her x = (21, 22),y = (y1,%2) € R? igin

T<py< x <Y Ve Ty < Yo

biciminde tanimlanan <, koordinat siralamasi ile kismi sirali kiime,

r<;y e x <z yada (z1 =22 vey; < ya)

bi¢iminde tanimlanan < sozliiksel siralamasi ile tam sirali kiimedir.

Ornek

X bir topolojik uzay ve X {izerinde tanimh reel degerli siirekli fonksiyonlarin kiimesi

C (X) olsun. Her f,g € C'(X) ve her z € X i¢in

f<g = fz)<g(x)

bigiminde tanimlanan baginti siralama bagintisidir ve ‘noktasal siralama bagintist’

olarak adlandirilir.

2.2. Tanim

E reel vektor uzayi ve iizerindeki siralama bagintisi < olmak iizere her x,y,2 € E ve

her A € RT i¢in x < y iken

(@) x+z<y+z ve (b)Ix<\y

oluyorsa E’ye sirali vektor uzay: denir. Bunlara ek olarak, her x,y € F icin

(c) xVy =sup{z,y} € Eveyax Ay =inf{z,y} € F



oluyorsa E’ye Riesz uzay: (vektor orgiisii) denir.

2.3. Teorem

E Riesz uzay1 olmak {izere, her x,y,2 € F ve her A € R" icin

(D zVvy=—[(—2)A(=y) vex Ay =—[(—2)V (=y)],

2)z+y=(zVy)+(zAy),

(B)a+(yVe)=(@+y)V(e+2) vea+(yAnz) = (r+y)Alz+2),

(4) Az Vy) = () vV (Ay) ve Az Ay) = (Az) A (Ay)

esitlikleri saglanir.

2.4. Tanim

E Riesz uzay1 x € F olsun.

(a) x V 0 elemanma x elemaninin pozitif kismi denir ve 7 ile gosterilir.

(b) (—z) V 0 elemanina x elemaninmn negatif kismi denir ve =~ ile gosterilir.

(¢) (—z) V x elemanina = elemaninin modiilii denir ve |z| ile gosterilir.

2.5. Teorem

E Riesz uzay1 x € E olmak iizere,



3)zt Az =0
esitlikleri saglanir.
2.6. Teorem

E Riesz uzay1 olmak iizere, her x,y € E icin
(1) zvy=3lz+y) +]z—yl,

(2) e Ay =3ll@+y) — |z -yl

B) |z =yl = (@ Vy) - (z Ay),

() |2V Iyl = 5 (J +yl + ]z = y]),

(5) |zl Alyl = 5 Mz +yl = |z —yll,

() z=(z—y)" +z Ay,

() |z +yl Az —y| = [z] = |y[ ve

®) [z +yl Ve —yl = |z + |yl

esitlikleri saglanir.

2.7. Teorem

E Riesz uzay1 olmak iizere, her x,y, z € E icin
() |JzVy—2zVy|l+lzAy—zAy|l = |z — 2| (Birkhoff Ozdesligi),

(2) [eVy—2zVy| <|z—2z|ve |z ANy —zAy| < |z — z| (Birkhoff Esitsizligi),



(3) |zt =2 <|x—z|ve |[z7 — 27| < |z — 2]

onermeleri saglanir.
Ispat

(1) [p—hl|=pVh—pAhesitliginde p=aVy, h=z2zVyvep=axAy, h=zAy
alinirsa,
vy —zvyl+l@nry) —zayl = l@Vy)V(eVy) - (zVy) AlzVy)
+leAy) vV (zAy) = (@ Ay) Az AY)]
= xVyVz—(zAz)Vy
+(@V2)ANy—aAyAz
= [(zV2)Vy+(xVz)Ay]
—(wAz)Vy+(xAz) Ny
= (@Vz+y)—@Az+y)=aVz—zAz

= |z —z|

saglanir.

(2) 2Vy—2VvVy = [(2—y)VO+yl—[(z—y) VO+y

T (z—y)

= (z—-y)
= [(z—2)+ -y —(2—y)
< [@=2)"+GE=-y»]-(G-»"

— (@-2)t < |-z

+

Benzer olarak x Vy — 2 Vy < |x — z]| elde edilir ve boylece |z Vy —2zVy| < |z — z|

elde edilir. Diger esitsizlik benzer yolla gdsterilebilir.

(3) (1)’de y = 0 alinirsa istenilen elde edilir.



2.8. Tanim

E Riesz uzayinda bir dizi (z,,) olsun.

(a) Her m,n € N i¢in m < n iken z,, > x, oluyorsa (z,) dizisi azalandir denir ve z,, |

yvazilr. xz, | ve inf x,, = x ise x,, | x yazilir.

(b) Her m,n € N i¢in m < n iken z,, < z,, oluyorsa (z,) dizisi artandir denir ve z, 1

yazilir. x,, T ve supx,, = x ise x, T x yazilir.
2.9. Tanim

E Riesz uzaymdaki her € E* icin n= 'z | 0 oluyorsa E’ye Arsimedyan Riesz uzayi

denir.
Ornek

(a) R? koordinat siralamasina gore Arsimedyandir. Gergekten, her n € N igin
(0,0) <g (1, m2) <g %(yl,yg) olacak bigimde z = (z1,72), ¥ = (y1,v2) € R? segilirse,
(0,0) <k (21, 22) < infpen = (y1,42) olur. 0 < a1 < infpen 291 ve 0 < 2y < infpen 211
esitsizliklerinden ve R Arsimedyan Riesz uzayr oldugundan inf,ey + (y1,%2) = (0,0)

elde edilir. Bu durumda z = 0 olur.

(b) R? sozliiksel siralamaya gore Argimedyan Riesz uzay1 degildir. Gergekten, z = (1,0)
€ R? olmak iizere her n € N i¢in (0,0) <, (0,1) <, (£,0) = Xz olur. Bu durumda

inf,en (%x) yoktur.
2.10. Tanim

E Riesz uzay1 olmak {izere E nin {istten sinirh (alttan sinirh) her altkiimesi supremuma
(infimuma) sahipse, E’ye Dedekind tam Riesz uzay1 denir. F uzaymin sayilabilir ve
tistten simirh (alttan sirli) her altkiimesinin supremumu (infimumu) varsa, E’ye o-

Dedekind tam Riesz uzay1 denir.



Ornek

(a) R? koordinat siralamasma gore Dedekind tam Riesz uzayidir. Gergekten,
r = (v1,22) € R2 ve A = A; x Ay C R? kiimesi igin A <, z olsun. Her

a = (ar,a2) € Aigin
a<p,Tr << a1 < T Ve ay < Ty

ve R Dedekind tam oldugundan sup A; < x; ve sup As < x5 elde edilir. Dolayisiyla,
y = (sup Ay, sup Ay) € R? igin y <; x oldugundan her a = (a;,as) € A igin a =

(a1,a2) <j y saglanir.

(b) R? sozlitksel siralamaya gore Dedekind tam Riesz uzayr degildir. Gergekten,
A C R2%olacak sekilde A = {(%, %) ‘n € N} kiimesini alahm.ve inf A = y = (y1,y2)

oldugunu kabul edelim. Her n € N igin (y1,v2) < (yl,y2+ %) <s (%,%) olacak
l) ve R

n

blglmde (?/17 Y2 + %) S RQ SegihrseJ(yh ?/2) <s inanN (yh Y2 + %) <s infnGN (%7
Argimedyan Riesz uzayr oldugundan (yi,12) <s (y1,%2) <s (0,0) celigkisini elde
ederiz. Bu durumda inf A = y olacak sekilde y € A yoktur.

2.11. Teorem
Her Dedekind tam Riesz uzay1 Arsimedyandir.
fspat

E Dedekind tam Riesz uzay1 olsun. Her n € N icin 0 < nx < y olacak bicimde
x,y € Eolsun. Her nicin 0 < z < %y oldugundan E Riesz uzayinin tamligindan dolay1
%y J 2 > x olacak bicimde z € E vardir. Boylece %y = 2%y 4 2z olur. Diger taraftan
%y J z oldugundan 2z = z elde edilir. Yani z = 0 olur. Sonug olarak 0 < z < z =10

oldugundan x = 0 bulunur.
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2.12. Tamim

E Riesz uzayi, (b,) E iginde bir dizi ve b € E olmak iizere, her n € N i¢in a,, | 0 ve
b, — b| < a, olacak gekilde E i¢inde bir (a,) dizisi varsa (b,) dizisi b elemanina sira

yakinsak (o-yakinsak) denir ve bu yakinsama b, — b biciminde yazilr.

2.13. Teorem

E Argimedyan Riesz uzayi, (z,,) ve (y,) E icinde iki dizi ve x,y € E olmak iizere
(1) z, =z ve z, —> y ise = y,

(2) z, | x (veya z, T 2) ise 2, — x,

(3) z, 1 (veya x,, |) ve 2, — x ise z, T = (veya x, | )
saglanir. Ek olarak, a,b € R, z, — x ve y,, — ¥ ise
(4) az, + by, = ax + by,

(5) T, V Yy —> 2V 7,

(6) Ty Ay —> A,

(7) (z)" = at,

8) (z,)” = a7,

(9) |za| = ||

onermeleri saglanir.
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2.14. Tamim

E ve F Riesz uzaylari, f : E — F bir fonksiyon olsun. Eger F icinde b, — b iken F

icinde f (b,) — f (b) oluyorsa f fonksiyonuna sira siireklidir (o-siireklidir) denir.

2.15. Tamim

E Argimedyan Riesz uzayr ve (z,) E iginde bir dizi olsun. Her n,p € N igin
| Tpip — Tn| < Yo ve y, L 0 olacak bicimde E icinde bir (y,) dizisi varsa (z,,) dizisine

sira Cauchy dizisi denir.

Pozitif elemanlar1 pozitif elemanlara tasiyan sirali vektor uzay arasindadaki bir lineer
operator literatiirde pozitif operatér olarak bilinir. Daha verimli ve kullanish sonuclar

elde etmek igin pozitif operatoriin tanim ve deger kiimeleri Riesz uzay alinacaktir.

2.16. Tamim

E ve F Riesz uzaylari ve T : E — F lineer doniigiim olsun. Her z € E7 igin T (x) €

F7 oluyorsa T' dontisiimiine pozitif operator denir.

2.17. Tanim

E ve F Riesz uzaylari ve T' : E — F' lineer doniigiim olsun. Her x,y € F icin F i¢inde

x < y oldugunda F i¢inde T (x) < T (y) oluyorsa T fonksiyonuna sira koruyan denir.

2.18. Teorem

E ve F Riesz uzaylar1 ve T': . — F’ lineer doniigiim olsun. 7" ddniigiimiiniin pozitif

olmasi i¢in gerek ve yeterli kogul 1" doniigiimiiniin sira koruyan olmasidir.
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3. VEKTOR METRIK UZAYLAR VE SUREKLILIK

Bu boéliimde metrik doniigiimii taniminda reel sayilar yerine Riesz uzay1 ve boylece
reel sayilar kiimesindeki aligilmig siralama yerine Riesz uzayimdaki kismi siralama
kargilik getirilerek olusturulan vektér metrik kavramini inceleyecegiz. Daha sonra
vektor metrik uzaylar iizerinde tanimh fonksiyonlarin vektorel siireklilik ve vektorel
diizgiin siireklilik kavramlar ele alinacaktir. Bu bolim [2] ve [3] ¢aligmalar: temel

alinarak olusturulmustur.

3.1. Tanmim

X # & bir kiime ve E bir Riesz uzayi olsun. d : X x X — E fonksiyonu
(a) Her z,y € X igin d(z,y) =0z =y
(b) Her z,y,z € X i¢in d(z,y) < d(z,z) + d(y, 2)

ozelliklerini saglarsa d fonksiyonuna vektor metrik ya da F-metrik denir. (X,d, E)

ticliistine de vektor metrik uzay ya da F-metrik uzay denir.
3.2. Teorem

E-metrik uzaymda her z,y, z,w € F i¢in

(1) 0<d(z,y),

(2) d(z,y) = d(y,z),

(3) ld(z, 2) —d(y,z)| < |d(z,y)| ve

(4) ld(z,z) = d(y, w)| < d(z,y) + d(z,w)

ozellikleri saglanir.
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Ornek

E Riesz uzayi, d(z,y) = |x —y| ile tanimlanan d : F x E — E doniigiimle vektor

metrik uzaydir.
Ornek

Ikinci béliimde verilen <, koordinat siralamasi ve <, sdzliiksel siralamasina gore R?

Riesz uzayidir. Herhangi iki a ve (8 porzitif reel sayilar icin

d:R?* x R* —» R?, d((z1,72), (y1,92) = (a|v1 — 31|, B2 — yal)

bigiminde tanimlanan fonksiyon R? iistiinde vektor metrik (R?-metrik) olur.
Ornek

a,8 > 0ve a+ B >0 olmak iizere

d:RxR—R*d(z,y) = (a|r —y|, Bz —yl)

olsun. Bu durumda d koordinat ve sozliiksel siralamalariyla vektér metriktir.
3.3. Tamim

(X,d, E) bir vektor metrik uzay olmak iizere, (x,) X i¢inde bir dizi ve x € X olsun.

(a) Her n € N i¢in a,, | 0 ve d (x,,x) < a, olacak bicimde F i¢inde bir (a,) dizisi varsa

B . d, e
(x,) x elemanima E-yakinsak veya vektorel yakinsak denir ve x,, LB 4 ile gosterilir.

(b) Her n,p € Nicin a,, | 0 ve d(xy,, y4p) < a, olacak bicimde E icinde bir (a,,) dizisi

varsa (x,) dizisine E-Cauchy dizisi denir.

(¢) Her bir E-Cauchy dizisi E-yakinsak olan vektor metrik uzaya E-tam denir.
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3.4. Teorem
(X,d, E) bir vektor metrik uzay olmak tizere, (z,) X i¢inde bir dizi ve x,, LB 2 ise
(1) Dizinin yakinsadigr x eleman1 tektir,
(2) (x,) dizisinin her alt dizisi x elemanin E-yakmsaktir,
ve bunlara ek olarak X icinde bir (y,,) dizisi y, LB y ise
(3) Her n € N icin d (2,,,y,) — d (z, ) olur.
fspat

(1) (z,) 25 4 olsun. Bu durumda her n € N icin a, | 0 ve d(z,,x) < a, olacak
bigimde E i¢inde bir (a,) dizisi vardir.  # y olmak iizere z,, 25 y olsun. Bu durumda
her n € Nigin b, | 0 ve d (z,,,y) < b, olacak bi¢imde F i¢inde bir b,, dizisi vardir. Her
n € Nigin (a, +b,) L 0ve d(z,y) < d(z,z,)+d(y,z,) < (an + b,) oldugundan = =y
elde edilir.

(2) (xn) 2% ¢ olsun. Bu durumda her n € N icin a, | 0 ve d(z,,z) < a, olacak
bi¢imde E iginde bir (a,) dizisi vardir. Dolayistyla herhangi bir z,,, dizisi ve her n € N

.. . . d,E . . )
icin d (z,,,,x) < a,, ve a,, | 0 saglanir. Bu ise z,,, — = oldugunu gosterir.

(3) =, 2% 2 ise hern € N i¢in a,, | 0 ve d(x,,z) < a, olacak bigimde E icinde bir
(a,) dizisi vardir. y, LB y ise her n € N i¢in b, | 0 ve d(y,,y) < b, olacak bicimde
E i¢inde bir (b,) dizisi vardir. |d(z, z) — d(y, w)| < d(z,y) + d(z,w) esitsizliginden her
n € Nigin (an, +b,) L 0 ve |d(zn, yn) — d (z,y)| < d(xp, ) + d(yn,y) < (a, + by) elde
edilir. Buda her n € N icin d (z,,, yn) — d (z,y) oldugunu gosterir.

3.5. Tamim

(X, d, E) bir vektor metrik uzay olmak iizere, A C X ve A # & olsun.
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(a) sup{d(z,y) : x,y € A} degeri varsa bu supremum degerine A kiimesinin F-c¢api

denir.

(b) Her x,y € A i¢in d (z,y) < a olacak bi¢imde E Riesz uzayinda bir a elemani varsa

A kiimesine E-sinirli kiime denir.
3.6. Teorem

(X,d, E) bir vektor metrik uzay olmak tizere
(1) Her E-yakinsak dizi E-Cauchy dizisidir.

(2) Her E-Cauchy dizisi E-sirhdir.

: L L . ) y d.E
(3) (z,,) bir E-Cauchy dizisi ve bu dizinin alt dizisi (x,, ) olmak iizere eger (z,,) — =

ise (x,) LB & olur.
(4) (x,) ve (y,) E-Cauchy dizileri ise (d (x,,y,)) bir sira Cauchy dizisidir.
fspat

(1) (z,) E-yakimsak dizi olsun. Bu durumda her n, € N i¢in a,, | 0 ve d(z,,z) < a,
olacak  bigimde  (a,)  dizisi  vardir.  Her n,p € N  igin
d(Tn, Tntp) < d(xp,z) + d(Tpgp,z) < 2a, | 0 oldugundan (z,) bir E-Cauchy

dizisidir.

(2) (z,) bir E-Cauchy dizisi olsun. Bu durumda her n,p € N igin a, | 0 ve
d(Tn, Tnip) < a, olacak bicimde (a,) dizisi vardir. Her n i¢in (a,) azalan bir dizi
oldugundan d(z,,z,4,) < a; olacak bicimde E icinde a; > 0 elemani oldugundan

() E-smirh dizi olur.

(3) (z,,) bir E-Cauchy dizisi olsun. Bu durumda her n,p € N i¢in d(z,, Tpip) <
a, } 0 olacak bigimde E iginde bir (a,) dizisi vardiwr. (x,) dizisinin alt dizisini (x,, )

ile gosterelim ve bu dizi x elemanina F-yakinsak olsun. Burada n, dogal sayilarin
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artan bir dizisi oldugundan her n,p € N icin ny = n + p olmak iizere d(x,, ,x) =
d (Tptp, ) < by | 0 olacak bicimde E icinde bir (b,,) dizisi vardir. Her n,p € N i¢in

d(xn, x) < d(Tn, Tpip) + d (Tnip, ) < (an + by) | 0 olacagindan (z,) LE 2 elde edilir.

(4) (x,,) bir E-Cauchy dizisi ise her n,p € N i¢in d (2, x,1p) < a,, | 0 olacak bi¢imde
FE icinde bir (a,) dizisi vardwr. (y,) bir E-Cauchy dizisi ise her n,p € N i¢in
d (Yn, Yn+p) < by L 0 olacak bicimde E iginde bir (b,) dizisi vardir. Her n,p € N igin
|d (@, Yn) — A (Tpip, Yntp)| < d(@ns Togp) + d (Yns Untp) < (an +b,) 1 0 elde edilir.

Buda (d (z,,y,)) dizisinin E iginde sira Cauchy dizisi oldugunu gosterir.
3.7. Tanim

(a) (X,d, E) ve (Y, p, F) iki vektor metrik uzay ve f : X — Y bir fonksiyon olsun.
Her b € F.b > oicin y € X ve d(x,y) < a iken p(f (z), f(y)) < b olacak sekilde a

€ E varsa f fonksiyonuna x € X noktasinda topolojik siirekli fonksiyon denir.

(b) (X,d, E) ve (Y, p, F) iki vektor metrik uzay ve f : X — Y fonksiyon olsun. X
icinde x,, LB ¢ iken Y icinde f(z,) LN f(z) oluyorsa f fonksiyonuna vektorel siirekli

(veya (E, F)-siirekli) fonksiyon denir.
3.8. Teorem

(X,d, E) ve (Y, p, F) vektor metrik uzaylar ve F' Argimedyan Riesz uzayi olsun. f :

X — Y fonksiyonu topolojik siirekli ise vektorel siireklidir.
fspat

(x,) X i¢inde E-yakinsak bir dizi olsun. Bu durumda her n € Nigin a,, | O ved (z,,z) <
a, olacak bicimde (a,) dizisi vardir. f fonksiyonunun topolojik siirekliliginden her b €
F,b>0iciny € X ved(z,y) <aiken p(f(z), f(y)) < bolacak sekilde F i¢cinde bir a
elemani vardir. Yani hern € Nve 2b € F*i¢in d (2, ) < b, iken p (f (z,,), f (z)) < 1b
olacak sekilde E i¢inde bir b, dizisi vardir. Burada b, = b, ((1/n)b;z,) biciminde

secilmigtir. Béylece ' Riesz uzayinda her n € N i¢in ¢, = a,, Vb, olacak sekilde F icinde
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(¢y) dizisi vardir ve her n € Nigin d (z,,, 7) < a,, < ¢, oldugundan p (f (z,,), f (z)) < 1b
saglanir. ' Argimedyan oldugundan (%) b | 0 olur. Dolayisiyla f fonksiyonu vektorel

siirekli fonksiyondur.
Sonug

(X,d, E) ve (Y, p, F') vektor metrik uzaylar ve f: X — Y bir fonksiyon olmak iizere f

fonksiyonu i¢in agagidakiler saglanir.
(1) f fonksiyonu vektorel siirekli ise d (x,,,7) | 0 iken p(f (x,), f (z)) > 0 olur.
(2) d(zn,2) 1 0 iken p(f (z,), f ()) = 0 oluyorsa f fonksiyonu vektorel siireklidir.

(3) f fonksiyonunun vektorel siirekli olmasi i¢in gerek ve yeter sart d (z,,z) | 0 iken

p(f (zn), f (x)) > 0 olmasidir.
fspat

(1) d(xp,x) | 0ise x, 48 ¢ olur. f fonksiyonunun vektorel siirekliliginden z,, 28 2 iken
f(xn) LEN f (x) olur. Yani her n € Nic¢in b, | 0 ve p(f (x,), f (x)) < b, olacak gekilde
F iginde bir (b,) dizisi vardir. Boylece p(f (z,), f (z)) = 0 olur.

(2) d(xn,7) | 0 iken p(f (z,),f(z)) = 0 olsun. Bu durumda her n € N i¢in z, 3

x iken f (x,) LN f (z) olur. Bu, f fonksiyonunun vektdorel siirekli oldugunu gosterir.
(3) Ispat (1) ve (2)’den agiktr.
3.9. Tamim

X bogtan farkh bir kiime ve (Y, p, F') vektor metrik uzay olsun. Her n € N igin f, :
X — Y bigiminde tanimh fonksiyonlarin olugturdugu (f,,) fonksiyon dizisini diigiinelim.
f X — Y bir fonksiyon olmak tizere, her bir x € X icin p(f, (), f (z)) < an, vea, | 0

olacak bi¢cimde F icinde bir a,, dizisi varsa (f,,) fonksiyon dizisi f fonksiyonuna diizgiin
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F-yakinsaktir denir.
3.10. Teorem

(X,d, E) ve (Y,p, F) vektor metrik uzaylar ve bu uzaylar arasinda vektorel stirekli
fonksiyonlarin dizisi (f,,) bir f fonksiyonuna diizgiin F-yakinsak ise yakimsadigi f

fonksiyonu vektorel siireklidir.

fspat

yakinsakhigindan a,, | 0 ve her n € N i¢in p(f, (z), f(x)) < a, olacak bi¢cimde F'
icinde (a,) dizisi vardir. Diger taraftan fj fonksiyonlarimin vektorel stirekliliginden her
bir k£ € N ve b, | 0 icin p (fx (z,), frx (x)) < b, olacak bigimde F iginde bir (b,) dizisi

vardir. Burada & = n olarak alinirsa

p(f(@n), [ (@) < p(f (@), fo(zn))+p (f (@), fo (@) +p (o (@0) + [o (2)) < 2a0+bn

elde edilir. Boylece f (z,,) oL f (z) saglamir. Dolayisiyla f fonksiyonu vektorel siireklidir.
3.11. Tanim

(a) (X,d, E) ve (Y, p, F) vektor metrik uzaylar ve f : X — Y bir fonksiyon olsun. Her
be F,b>0icin z,y € X ve d(x,y) < aiken p(f(z),f(y)) < b olacak bicimde bir

a € F varsa f fonksiyonuna X iistiinde topolojik diizgiin siirekli fonksiyon denir.

(b) (X,d, E) ve (Y,p, F) vektor metrik uzaylar ve f : X — Y bir fonksiyon olsun.

p(f(zn), f(yn)) = 0 oluyorsa f fonksiyonuna X iistiinde vektdrel diizgiin siirekli

fonksiyon denir.



20

3.12. Teorem

(X,d, E) ve (Y, p, F) vektor metrik uzaylar ve F' Argimedyan Riesz uzay1 olsun. f :

X — Y fonksiyonu topolojik diizgiin siirekli ise vektorel diizgiin siireklidir.

jspat

0 ve her n € N icin d(x,,y,) < a, olacak bi¢gimde E i¢inde (a,) dizisi vardir. f
fonksiyonunun topolojik diizgiin siirekliliginden her b € F.b > 0 ve her n € N i¢in
d (T, Yn) < by iken p (f (z,), [ (yn)) < ( ) b olacak bicimde E icinde

(by,) dizisi vardir.
Boylece E' Riesz uzayinda her n € N i¢in ¢, = a,, V b, olacak §ek11de (¢,) dizisi vardir
ve her n € N i¢in d (2, y,) < a, < ¢, oldugundan p (f (z, ) < (%) b saglanir.

F Argimedyan oldugundan (£) b ] 0 olur. Dolayisiyla p (f (a:n) ( n)) — 0 saglanir.
Sonug

(X,d, E) ve (Y, p, F') vektor metrik uzaylar, (z,) ve (y,) X icinde herhangi iki dizi

olmak iizere f : X — Y fonksiyonu icin agagidakiler saglanir.

(1) f fonksiyonu vektorel diizgiin siirekli ise d (x,,9,) 4 0 iken p(f (7,), f (yn)) = 0

olur.

(2) d(zn,yn) 4 0 iken p(f (2,), f (yn)) — 0 oluyorsa f fonksiyonu vektdrel diizgiin

stireklidir.

(3) f fonksiyonunun vektorel diizgiin siirekli olmasi igin gerek ve yeter sart d (x,,, y,) J 0

iken p(f (x,), f (yn)) = 0 olmasidr.
fspat

(1) d(xp,y,) 4 0 ise d(zn,y,) — 0 olur. f fonksiyonunun vektérel diizgiin
siirekliliginden a,, | 0 ve her n € N i¢in p(f (x,), f (yn)) < a, olacak bi¢imde F' i¢inde



21

bir (a,) dizisi vardir. Béylece p(f (z,,), f (yn)) — 0 saglanir.

(2) d (2, yn) 4 0 iken p(f (z,), f (¥n)) = 0 olsun. Bu durumda herhangi iki (z,) ve
(y,) dizisi icin E iginde d (2,,, y) — 0 iken F icinde p (f (z,), f (yn)) — 0 olur. Béylece

f fonksiyonu vektorel diizgiin siireklidir.
(3) Ispat (1) ve (2)’den aciktar.
Ornek

(X,d,E) vektér metrik uzay olsun. d(7,,y,) — 0 ve d(un,v,) — 0 ise
\d (Tn, un) — d (Yn,vn)| < d(xp,yn) + d(up,v,) esitsizligi yardimiyla £ icinde
\d (2, tn) — d (Y, vn)| — 0 saglanir; yani, d : X? — E vektor metrigi vektorel diizgiin
siireklidir. Burada d, X? iistiinde her z,y,u,v € X icin

d((z,y), (u,v)) = d(z,u) +d(y,v)

ile tammlanan F-degerli vektor metrik ve |-| E iistiindeki mutlak deger metrigidir.
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4. VEKTOREL SUREKLI FONKSIYON UZAYLARI VE
ESSUREKLILIK

Bu béliimde vektorel simirh fonksiyonlardan olugan C? (X, F') kiimesinin alt kiimeleri
icin vektorel egsiireklilik ve topolojik egsiireklilik tanmimlar1 verilecek ve daha sonra
topolojik essiireklilik ve vektorel egsiireklilik arasindaki iligkiyi veren teorem ve vektorel
diizgiin siireklilik ve vektorel egsiireklilik tanimlarini destekleyen sonuclar verilecektir.
Son olarak herhangi bir egsiirekli kiimenin icindeki her bir fonksiyonun vektorel diizgiin

siirekli oldugu gosterilecektir.
4.1. Tanim

(X, d, E) vektor metrik uzaymin bir alt kiimesi A olsun. Her =,y € A i¢in d (z,y) < a
olacak bicimde E Riesz uzayinda bir 0 < a elemani varsa A kiimesine F-siirh kiime

denir.
4.2. Tanim

(X,d, E) ve (Y, p, F') iki vektor metrik uzay olmak iizere f : X — Y bir fonksiyon olsun.
f fonksiyonu X in E-sinirl alt kiimelerini Y nin F-sinirh alt kiimelerine doniistiiriiyor

ise f fonksiyonuna vektorel sinirli fonksiyon denir.
4.3. Teorem

(X,d, E) ve (Y,p, F) iki vektor metrik uzay olmak iizere f : X — Y bir fonksiyon
olsun. Her z,y € X i¢in p(f (z), f(y)) < T (d(z,y)) olacak bi¢cimde bir T : £ — F

pozitif operatorii varsa f : X — Y fonksiyonu vektorel sinirhidir.
fspat
(X,d, E) ve (Y, p, F) iki vektor metrik uzay olmak iizere f : X — Y bir fonksiyon ve

bir T': E — F pozitif operatori i¢in p (f (z), f (y)) < T (d(z,y)) olsun. Herhangi bir

E-sinirhi A kiimesi i¢in x,y € A iken d (x,y) < a olacak bi¢cimde F Riesz uzaymda bir
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0 < a elemani vardir. d (z,y) < a ise T pozitif operatér oldugundan sira koruyandir, bu
durumda T (d (z,y)) < T (a) olur. p(f (x), f(y)) <T(d(x,y)) < T (a) oldugundan f

vektorel sinirh fonksiyondur.

(X, d, E) vektor metrik uzay ve F' Riesz uzay1 olmak iizere

C,(X,F) = {f:(X,d,E) — F| f vektorel siirekli} ve
Cy(X,F) = {f:(X,d,E) — F| f topolojik siirekli}

kiimelerini tanimlayalim. F' Argimedyan oldugunda C; (X, F) C C, (X, F) olur.

4.4. Teorem

Cy (X, F) ve C, (X, F) fonksiyonlar arasindaki dogal siralamaya gore Riesz uzayidirlar.
fspat

C,(X,F) = {f|f:(X,d, E) — F vektorel siirekli fonksiyon} Her f.g € C, (X, F)
icin f < g <= Vre X icin f(x) < g(x) siralama bagintisi ile (C, (X, F'), <) siral
kiimedir. Burada F' iizerinde p (x,y) = |x — y| ile tamimh p : F'x F' — F vektor metrigi

diigliniilecektir.

(a) Her f,g € C, (X, F) icin,

1 + g € C, (X, oldugunu gosterelim. f € C, (X, ise x,, — x iken f(x,) =
) f C, (X, F) oldug osterelim. f € C, (X, F) i L 1 iken f(2,) 25

f(z) ve g € C,(X,F) ise z, 2L 2 iken g (x,) 4 g (z) olur. f(z,) ey f(z) ve
g (z,) p’—lig(x) ise her n € Ni¢in |f (x,) — f (z)] < a, L 0 ve |g(z,) —g(x)| < b, 10

olacak bi¢imde F' i¢inde (a,) ve (b,) dizileri vardir.

((f+9) (@n) = (f+9) (@) = |f(2n) = [ (2) +9(xn) —g(2)|
< f(an) = F @)+ 19 (2n) — g (@) < (an +0n) L 0

olur. Bu durumda x,, “¥ 2 iken (f+9)(z,) ey (f + g) (z) saglamr. Boylece f + g €
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C, (X, F) olur.

(27) Her A > 0 icin A f € C, (X, F') oldugunu gosterelim. f € C, (X, F) ise z,, “¥ 2 iken
f(zn) ey f (z) olur. f(z,) ey f(z) ise her n € Nigin |f (x,) — f (z)] < a, | 0 olacak
bi¢imde F' i¢inde (a,,) dizisi vardur.

((AS) (@n) = (AF) (@) = [Af (2n) = AS ()] = [ALS (2n) = f(2)] < [Alan L O

olacak bi¢imde E i¢inde (|\|a,,) dizisi vardir. Boylece A\f € C, (X, F') olur. Dolayisiyla
(Cy (X, F), <) alt vektor uzayidir.

(1ii) fV g e Cy(X,F) oldugunu gosterelim. f € C, (X, F) ise x, “¥ 2 iken f(zn) s

f(x) ve g € Cy(X,F) ise x, 2L 2 iken g (x,) 4 g (z) olur. f(z,) 2y f(z) ve
g () "3 g(x) fse her n € Nicin |f () = f (#)] < an L 0 ve |g(za) = g(a)] <
b, | 0 olacak bicimde F icinde (a,) ve (by,) dizileri vardir. Buda f (z,) = f(z) ve
g (z,) > g (x) olmast demektir. Dolayisiyla f (z,)V g (z,) — f (z)V g (z) olur. Béylece

fVvgeC,(X,F) olur. C, (X, F) Riesz uzayidir.

(b) Her f?g S Ct (Xv F) iQiIl,

(1) f+g € C; (X, F) oldugunu gosterelim. f € C; (X, F) ise her £ € F* i¢cin y € X ve
d(z,y) < ai iken |f (z) — f (y)| < & olacak bicimde a; € E vardir ve g € C; (X, F) ise

her 2 € FTicin y € X ve d(z,y) < as iken |f (z) — f (y)| < £ olacak bi¢imde ay € E

vardir. a = a; V as olsun. d (z,y) < a oldugunda

(f+9) (@)= (f+9) W] = |f(@)—f(y) +g(x) -9
< [f@)—fWl+lg@)—g)|<b

olacak bi¢gimde bir a € E vardir. Boylece f + g € Cy (X, F) olur.

(27) Her A > 0 i¢in Af € C; (X, F') oldugunu gosterelim. f € C; (X, F) ise her ‘Tb| SN
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iciny € X ved(x,y) <aiken |f(zx)— f(y)] < & olacak bi¢imde a € F varduir.

((Af) (@) = (Af) (W) = A () = AF ()] = (A1 (2) = F ()] < [A] % =b

olacak bi¢imde bir a € FE vardir. Boylece A\f € Cy(X,F) olur. Dolaysiyla
(Cy (X, F), <) alt vektor uzayidir.

(i) fV g € C; (X, F) oldugunu gosterelim. f € C; (X, F) ise her £ € F* iciny € X ve
d(z,y) < ay iken |f (z) — f (y)| < % olacak bi¢imde a; € E vardir ve g € C; (X, F) ise
her 2 € F™icin y € X ve d(z,y) < as iken |f (z) — f (y)| < £ olacak bi¢imde ay € E

vardir. a = a; V ag olsun. d (x,y) < a oldugunda Birkhoff egitsizliginden

0<|(fVvyg (x)= (Vg W <If(x)=f@l+lg(x)—gy)|<b

olacak bigimde bir a € E vardir. Dolayisiyla f V g € C; (X, F) olur. Boylece Cy (X, F')

Riesz uzayidir.

Her z,y € X icin |f (z) — f(y)| < T (d(z,y)) olacak bi¢gimde T" : X — Y pozitif
operatoriiniin var oldugu f fonksiyonlarmin kiimesi C? (X, F) seklinde gosterelim.
Birkhoff esitsizliginden C%(X,F) C C,(X,F) Riesz alt uzayidir. Ustelik her bir
f € CY (X, F) fonksiyonu vektorel sinirhidir.

Sonug

(X, d, E) vektor metrik uzay ve F' Dedekind tam Riesz uzay1 olmak iizere,
deo : Oy (X, F) x Oy (X, F) = Fidoo (f,9) = sup|f (2) — g (@)

ile tanimlanan diizgiin metrigi ile C° (X, F') bir vektor metrik uzaydir.

4.5. Tanim

(a) A C CY(X,F) olsun. Her b € F,b > 0 igin z,y € X ve d(x,y) < a iken her
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f € Aigin |f (x) — f (y)| < b olacak bicimde bir a € F varsa A kiimesine X iizerinde

topolojik egsiirekli kiime denir.

(b) A C CY°(X,F) olsun. X iginde herhangi iki (z,) ve (y,) dizisi i¢in F iginde
d (2n,yn) = 0 iken her f € A ve n € Nicin |f (z,) — f (yn)| < an ve (a,) | 0 olacak
bicimde F' iginde (a,) dizisi varsa A kiimesine X tizerinde vektorel egsiirekli kiime

denir.
4.6. Teorem

A C CY(X,F) ve F Argimedyan olsun. A kiimesi topolojik egsiirekli ise A kiimesi

vektorel egsiireklidir.
fspat

X icinde herhangi iki (w,,) ve (y,) dizisi igin E iginde d (7, y,) — 0 olsun. Bu durumda
a, } 0vehern € N i¢in d (z,,,yn) < a, olacak bi¢cimde E iginde bir (a,) dizisi vardir. A
kiimesinin topolojik egsiirekliliginden bir b € F,b > 0 ve her n € N i¢in d (z,,,y,) < b,
iken her f € Aicin |f (z,) — f (ya)] < (2) b olacak bicimde E icinde (b,) dizi vard.
Boylece E Riesz uzayinda ¢, = a, Vb, olacak sekilde (¢,) dizisi vardir ve her n € N igin
d (zn,yn) < an < ¢, oldugundan her f € A ve her n € Niken |f (z,) — f (yn)] < (2) b

saglanir. F' Argimedyan Riesz uzay1 oldugundan (%) bl 0 olur.
Sonug

A C CYX,F) ve (x,) ve (y,) X icinde herhangi iki dizi olsun. Agagidaki gartlar

saglanir.

(1) A kiimesi X iizerinde vektorel egsiirekli ise d(z,,y,) 4 0 iken her f € A i¢in
|f (In) - f (yn)| i> 0 olur.

(2) d (2, y,) 4 0 iken her f € Aicin |f (z,) — f (yn)| — 0 oluyorsa A kiimesi vektorel

egstireklidir.
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(3) A kiimesine X iizerinde vektorel egsiirekli olmasi i¢in gerek ve yeter sart d (x,,, y,) |

0 iken her f € Aicin |f (2,) — f (yn)| — 0 saglanir olmasidur.

fspat

(1) d (2, yn) 4 0ise d (2, y,) — 0 olur. A kiimesinin vektorel egsiirekliliginden (a,,) |
0, her n € N ve her f € Aigin |f (z,) — f (yn)| < a, olacak bicimde F iginde bir (a,,)

dizisi vardir. Bu durumda |f (z,,) — f ()| = 0 saglanir.

(2) d (2, yn) | 0 iken her f € Aicin |f (,) — f (yn)| = 0 olsun. (a,) } 0 ve her n € N
icin d (2,,,yn) < ay, olacak bicimde F icinde bir (a,,) dizisi vardir. Béylece d (,,,,) > 0
iken |f (z,) — f (yn)| = 0 saglanir. Boylece A kiimesi vektorel egsiireklidir.

(3) Ispat (1) ve (2)’den agiktir.

Sonug

A C C%(X,F) olsun. A vektorel egsiirekli ise A igindeki her bir f fonksiyonu vektorel

diizgiin siireklidir.
fspat
(zn) ve (yn) X icinde herhangi iki dizi ve d(x,,y,) — 0 olsun. A vektérel egsiirekli

oldugundan her f € Aicin |f (z,) — f (yn)| < a,, | 0 olacak bicimde F iginde (a,,) dizisi
vardir. A C C? (X, F) oldugundan basta verilen f icin |f (z,) — f (yn)| = 0 saglanir.
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5. SONUC VE ONERILER

Fonksiyonel analizin 6nemli teoremlerinden biri, diizgiin metrikle verilen C([a,b])
uzaymn alt kiimeleri icin kompaktlik kriterini aciklayan Arzela-Ascoli teoremidir. Bu
teorem diizgiin sinirlilik ve egsiireklilik kavramlarinin tanitilmasindan sonra yapilir.
Bu caligmada Arzela-Ascoli teoreminden yola c¢ikarak vektorel siirekli ve vektorel
sinirh  fonksiyonlardan olugan C? (X, F') kiimesinin alt kiimeleri igin vektorel
egsiireklilik ve topolojik egsiireklilik tanimlar1 verildi. Riesz uzayr Argimedyan iken
topolojik egsiirekli kiimenin vektorel egsiirekli oldugu ispatlandi. Ayrica, vektorel
diizgiin siireklilik ve vektorel egsiireklilik tanimlarina denk sonuclar elde edildi. Son
olarak, herhangi bir egsiirekli kiimenin i¢indeki her bir fonksiyonun vektorel diizgiin
siirekli oldugu gosterildi. Elde edilenlerin 1s1ginda caligmalara devam edilip konu

geligtirilebilir.
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