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OZET

Bu tez dort boliimden olusmaktadir. Birinci boliim Hermite ve Appell polinomlariin
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SIMGELER VE KISALTMALAR

Bu c¢alismada kullanilmis simgeler ve kisaltmalar, aciklamalar1 ile birlikte asagida

sunulmustur.
Simgeler

N

Z

C

B, (x)

B, (x,)
uBn(x,y)
uBn(x,y,2; )
En(x)

E,Y (x, 4)
HEx (X, )

HEn (X, ¥,Z;1)
G (x)

G (x,2)
HGn(x,y,2; 1)
H,(x)
H,(x,y)

H,(x,y,2)

Aciklamalar

Dogal sayilar kiimesi
Tam sayilar kiimesi
Kompleks sayilar kiimesi

Bernoulli polinomlari

a. mertebeden Apostol-Bernoulli polinomlari
Iki degiskenli Hermite tabanli Bernoulli polinomlari
Hermite tabanli Apostol-Bernoulli polinomlari

Euler polinomlar

a. mertebeden Apostol-Euler polinomlar
Iki degiskenli Hermite tabanli Euler polinomlar
Hermite tabanli Apostol-Euler polinomlari

Genocchi polinomlari

a. mertebeden Apostol-Genocchi polinomlari
Hermite tabanli Apostol-Genocchi polinomlari
Tek degiskenli Hermite polinomlari

Iki degiskenli Hermite polinomlari

Ug degiskenli Hermite polinomlar1



1. GIRIS

Charles Hermite, 19. ylizyilin 6nemli matematik¢ilerinden biridir. Calismalarinda sayilar
teorisi, ikinci dereceden formlar, degismezlik teorisi, ortogonal polinomlar, eliptik
fonksiyonlar ve cebir alanlarinda yogunlagmistir. Hermite, matematik diinyasina en énemli
katkilarindan biri olan Hermite polinomlarini tanimlamasiyla bilinir. Bu polinomlar,
diferensiyel denklemlerin ¢oziimlerinde, integral hesaplamalarinda ve olasilik teorisinde
onemli bir rol oynar. Ayrica karmasik sayilar teorisi ve Diyofantus denklemleri {lizerine
yaptig1 calismalar da matematik literatliriinde 6nemli bir yer tutar. Hermite polinomlari,
Hermite interpolasyonu ve Hermite operatorleri gibi kavramlar onun adimi tagimaktadir.
Matematik diinyasinda, 6zellikle Abel fonksiyonlari, eliptik fonksiyonlar ve sayilar teorisi
alanlarinda yaptig1 6nemli katkilarla taninir. Bunun yani sira 1858'de besinci dereceden
denklemin eliptik fonksiyonlar kullanilarak ¢oziimiinii bulmus ve 1873'te dogal logaritma
tabant e 'nin irrasyonel bir sayr oldugunu kanitlamigtir. Hermite'in bu ¢aligmalari,
matematiksel analizin ¢esitli alanlarinda ve uygulamali matematikte halen etkisini

stirdiirmektedir [1].
Matematigin ve fizigin en énemli denklemlerinden olan
y'(x) —2y'(x) +2Ay(x) =0, L€EN

diferensiyel denklemini saglayan polinomlara Hermite polinomlart denir [2]. Hermite

polinomlar1 ayn1 zamanda bir Appell polinom ailesidir.

Hermite polinomlarinin dogurucu fonksiyonu

(e}

H t" 2xt—t>2
D Hi)=e
n=0

ifadesiyle verilmektedir [2].
Diger taraftan n. mertebeden verilen

{A,(x)},n €N = {0,1,2, ...} polinomlar dizisi



d
aAn(x) =nd,_;(x),n €N

veya ag # 0 olmak iizere

AD =Y @)=

kuvvet serisi i¢in

AW expGt) = Y A,
n=0

esitligini gergeklerse {A,(x)} dizisine Appell polinomlar dizisi denir. Buradaki A(t)
fonksiyonu {4, (x)} dizisini belirleyen fonksiyondur [3, 4].

Hermite polinomlari, olasilik teorisi ve kuantum mekanigi gibi alanlarda kullanilirken,
Appell polinomlar1 diferensiyel denklemlerin ¢oziimlerinde ve matematiksel fizik

problemlerinde 6nemli bir rol oynar.

Appell polinomlari, A(t) i¢in farkli temel fonksiyonlar kullanilarak elde edilen

genellestirilmis polinomlar ailesidir.

Ornegin, klasik Bernoulli polinomlari i¢in kullanilan temel fonksiyon

A(t) =

et —1

iken, klasik Euler ve Genocchi polinomlari i¢in sirastyla

A(t) =

el +1

ve



2t

A(t) =
(t) et +1

secilmistir [5, 6]. Bu polinomlar genellestirilerek daha kapsamli bir sinif elde edilmistir.

Ormnegin, . mertebeden genellestirilmis Bernoulli polinomlari,

A = (et t— 1)a

secilerek tanimlanmustir [5, 6].

Benzer sekilde, a. mertebeden genellestirilmis Euler ve Genocchi polinomlari da bu sekilde
elde edilmistir [5, 6]. a. mertebeden Apostol-Bernoulli ve a. mertebeden Apostol-Euler

polinomlart ise farkli bir parametre olan A'ya bagl olarak tanimlanmastir [5, 6].

Hermite ve Appell polinomlarinin daha genel durumlari ikinci béliimde tanitilacaktir.






2. TEMEL KAVRAMLAR

2.1. On Bilgiler

2.1.1. Tanim

B,,(x) Bernoulli polinomlari, E,, (x) Euler polinomlari ve G, (x) Genocchi polinomlari

= ¢n t

ZBn(x)Fz e, |t <2m, (2.1)
n=0

- ¢n 2

ZEn(x)E= P lt] <, (2.2)
n=0

= "2t

ZG"(")E: e, el < (2.3)
n=0

ile tanimlanir [6, 7].

x = 0 secilerek Bernoulli, Euler ve Genocchi sayilar1 elde edilir. Bu sayilarin dogurucu

fonksiyonlari sirasiyla

ottt

ZB"E—et—l’ |t] < 2m, (2.4)
n=0

ot 2

Y b= < (2.5)
n=0

ottt 2t

Z)Gna—m, |t|<7'[ (26)
n=

ile verilir [6, 7].



2.2. Tek Degiskenli Hermite Polinomlari
2.2.1. Tanim

Tek degiskenli Hermite polinomu H,, (x)
o tn

z Hy () — = exp(2xt — t2)

e~ n.

ifadesiyle [2] ve

|

3]
n! r
Ha() = kZ()(—l)km(zx) 2k

esitligi ile tanimlanir [2, 8]. Burada "[. ]" isareti tam deger anlamindadir.

Bu tanimlara denk olan Rodrigues formiili

n

d
Hp () = (=1)" exp(x*) —— {exp(=x*)}

esitligi ile verilebilir [8]. Es. 2.7°den bu polinomlarin birkaci

Ho(x) =1, H{(x) = 2x, Hy(x) = 4x? — 2, Hy(x) = 8x3 — 12x
H,(x) = 16x* — 48x%2 + 12, Hs(x) = 32x°> — 160x3 + 120
He(x) = 64x° — 480x* + 720x2% — 120,

H,(x) = 128x7 — 1344x° + 3360x3 — 1680x

dir [8]. Hermite polinomlar1

szn(x) = Zan—l(x) + Hn+1(x):

(2.7)

(2.8)



xHp(x) = nHp_, (x) + nHy (%),
Hn(x) = 2xHp (x) — Hpyq(x)

rekiirans bagintilarini ve
f e ™" Hy(X)Hpy (x) dx = 2" \TT 8y

ortogonallik dzelligini gergekler [8]. Burada &, ,, kroneker deltasidir ve e’ fonksiyonuna
H,,(x) Hermite polinomlarinin agirlik fonksiyonu denir.

2.3. Apostol-Bernoulli, Apostol-Euler, Apostol-Genocchi Polinomlari

a. mertebeden klasik Bernoulli, Euler, Genocchi polinomlari sirastyla

N e N p@ oy
xt _ - a _
<et—1) e —Z)Bn (), Il <2m 19 =1, (2.9)
n:
2 \“ c tn
xt (o) _ a —
(et+1) e —Z)En (O Il <m 19 =1, (2.10)
n=
ve
2 ) nt ooG(‘)‘)()i lt] <m 19 =1 2.11
et+1e_0”xn!’ = (2.11)
n=

dogurucu fonksiyonlar1 ile verilir [9]. Burada a gergel ya da karmagsik sayidir. a =1

durumunda klasik Bernoulli, Euler ve Genocchi polinomlari elde edilir [9].

2.3.1. Tanim

a. mertebeden Apostol-Bernoulli, Apostol-Euler ve Apostol-Genocchi polinomlari sirastyla



t a ® (a) tn
xt — ' —
(A—et—l) e*t = E B, (x,)l)n!, (2.12)
n=0

A=1ise|t]| < 2m, A= 1ise|t] < |InA|,

2 \“ O @, !
(A—et n 1) et = Z En () —, 1t < IIn(=2)], (2.13)

n=0 ’

2t \“ - tn
(o) e =D 62 @, It < ()| (2.14)

n=0
dogurucu fonksiyonlari ile tanimlanir [9-13].
2.4. Cok Degiskenli Hermite Polinomlari

2.4.1. Tanim

Iki degiskenli klasik Hermite polinomu

Z H,(x,v) 0= exp(2xt — yt?) (2.15)
n=0 '

ifadesiyle ya da bu esitlige denk olan
2]
by o S D@
nh Y= m! (n —2m)!
m=0

(2.16)

toplamsal formiilii ile de tanimlanir [14].

Es. 2.15’ten iki degiskenli Hermite polinomu ile tek degiskenli H, (x) polinomu arasinda
5]

Hn(xr Y) =n! z Hn—Zm(x)
m

=0

d-ym

m! (n — 2m)! (217)

bagintist vardir [15].



2.4.2. Tanim

Iki degiskenli genellestirilmis Hermite polinomu

2 @H,(x,y) == exp(2xt — t? + 2yt? — t*)

n=0

seklinde tanimlanmistir [15]. Bu polinomlarin seri gésterimi
3]
@H,(x,y) =n! Z

r=0

Hy 5y (X)H,(y)
rl(n—2r)!

ile verilmistir [15].
2.4.3. Tanim
Ug degiskenli Hermite polinomu

Z G2H, (x,y,2) = exp(2xt — t? + 2yt? — t* + 2zt3 — t%)
n=0 '

ve seri gosterimi de

[5]
G2DH, (x,y,2z) = n! z

(Z)Hn—3r (x' Y)Hr(z)
rl(n —3r)!

esitligi ile verilmistir [15].

(2.18)

(2.19)
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2.5. iki Degiskenli Hermite Tabanl Bernoulli ve Hermite Tabanh Apostol-Bernoulli
Polinomlar:

Burada iki degiskenli Hermite tabanli polinomlar verilecektir. Bu polinomlarin temel

Ozellikleri incelenecektir.
2.5.1. Tanim

Iki degiskenli Hermite tabanli Bernoulli polinomu

o

t" t xt+yt?
Z nBn (e y) = ——e (2.20)
n=0

ifadesiyle verilmistir [16].

Es. 2.20°den

n

uBn(x,y) = Z (Z) B, _sH(x,y)

s=0

esitligi kolayca elde edilir [16].
2.5.2. Tanim

Iki degiskenli Hermite tabanli a. mertebeden Apostol-Bernoulli polinomu

oo

(@) t" _ t \* xt+yt?
ZHBn (x’y')l)a_(let—1> e ,a €C (2.21)

n=0
dogurucu fonksiyonu ile verilmistir [17].

Iki degiskenli Hermite tabanli . mertebeden Apostol-Bernoulli polinomlarinin gergekledigi

rekiirans bagmtilarindan bazilari

n
n
WBOC ) = ) () BE D),
m=0
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n
n _
WGy ) = ) () BB B )
m=0

seklindedir [17]. Burada B,(la) (1), a. mertebeden Apostol-Bernoulli sayilaridir.
2.6. U¢ Degiskenli Hermite Tabanh Appell Polinomlar:
2.6.1. Tanim

Ug degiskenli Hermite polinomlar:

exp(xt + yt? + zt3) = z H,(x,y, z)m (2.22)

n=0
dogurucu fonksiyonu ile tanimlanmustir [18].

2.6.2. Tanim

Ug degiskenli Hermite tabanli Appell polinomlari 4A,,(x, y, z) nin dogurucu fonksiyonu

[ee]

tn
G(x,y,z;t) = A(t) exp(xt + yt? + zt3) = Z wAn(x,y,2) — (2.23)
] n!
esitligi ile ifade edilmistir [19].
Burada
A(t) = Z a,t",ay %0 (2.24)
n=0

seklinde secilmistir [19].

A Tet—1
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seklinde segilerek ti¢ degiskenli Hermite tabanli Bernoulli polinomlari ;4 B, (x, y, z)

exp(xt + yt? + zt3) = Z uBn(x,y, Z)F, |t] < 21 (2.25)

et —1

n=0

esitligindeki gibi tanimlanmistir [19].

A(t) =
() et +1

seklinde segilerek ti¢ degiskenli Hermite tabanli Euler polinomlar 4E,, (x, y, z)

(o]
n

t
] exp(xt + yt? + zt3) = 2 wEn(x,, Z)H, [t <m (2.26)
n=0
ve
A = 2
Cet+1

seklinde secilerek ti¢ degiskenli Hermite tabanli Genocchi polinomlari 5G,,(x,y, z)

exp(xt + yt? + zt3) = Z yGn(x,y, Z)F, It <m (2.27)

n=0

2t
et +1

olarak elde edilmistir [19, 20].
2.6.3. Tanim

a € Ny, Akeyfi (reel ya da kompleks) bir parametre ve x,y,z € R olsun. Hermite tabanl

Apostol-Bernoulli polinomlarinin bir genellestirilmesi

t a > t?’l
(Aet — 1) exp(xt + yt? + zt3) = Z uB(x,y,2;1) ) (2.28)

n=0
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(t| < 2m,a € C; A=1; |t| < |log(D)|; a €Ny, A #1; x,y,zER; 1*:=1)

ile tanimlanmustir [21].

Buradan agiktir ki

WP 00 y,2;1,1,1) = 4B\ (x,y,2;1) (2.29)
seklindedir [21].

(2.28) ile verilen polinomlarin bazi 6zel durumlari agagidaki gibi verilmistir:

e a=1igin

HB,gl) (x,y,2;1) = yBy(x,y,z; 1) Hermite tabanli Apostol-Bernoulli polinomlar1 [21],
e a=A1=1i¢gin

uBn(x,y,2;1) :== yB,(x,y,z) Hermite-Bernoulli polinomlar1 [21],

e a=1, y=z=0igin

yBn(x,0,0; 1) := B, (x; A) Apostol-Bernoulli polinomlaridir [21].

Burada A = 1 secildiginde klasik Bernoulli polinomlari elde edilir [13, 21-23].

Ayrica klasik Bernoulli polinomlarinda x = 0 i¢in Apostol-Bernoulli sayilari
B,(0;1):= By(4)

elde edilir [21].

Burada A = 1 seg¢ildiginde klasik Bernoulli sayilar1 elde edilir [21].
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2.6.4. Tanim

a ve A(# —1) keyfi (reel ya da kompleks) parametreler ve x,y,z € R olsun. Hermite

tabanli Apostol-Euler polinomlarinin bir genellestirilmesi

(0]

2 a t"
— (xt + yt? + zt3) = @ 1) —
}let-l_l epr y Z - H%n x,y;z: n.l

n=0
(Jt| <, A=1;1t] < |log(=V)|,A#1;x,y,zER;a € C; 1% :=1)
ile tanimlanmstir [21].

Buradan agiktir ki

WP (0 y,2;0,-1,1) = 1€ (x,y,z:1)

esitligi mevcuttur [21].

(2.30) ile verilen polinomlarin bazi 6zel durumlar1 asagidaki gibi verilmistir:

e a=1icin

(2.30)

(2.31)

HS,SU (x,y,z; 1) := y&, (x,v,2; 1) Hermite tabanl Apostol-Euler polinomlar1 [21],

e a=A=1icin

w€n (x,y,2;1) = y4E, (x,y,z) Hermite- Euler polinomlar1 [21],

e a=1 y=z=0ig¢in

n€n (x,0,0;1) = &, (x; 1) Apostol-Euler polinomlaridir [21].

Burada A = 1 i¢in klasik Euler polinomlar: elde edilir [11, 21].

Ayrica klasik Euler polinomlarinda x = 0 i¢in Apostol-Euler sayilar
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1
2nE, (E' /1) =&, (1)
elde edilir [21].
Burada A = 1 segildiginde klasik Euler sayilar1 elde edilir [21].
2.6.5. Tanim

a € Ny, A keyfi (reel ya da kompleks) bir parametre ve x,y ,z € R olsun. Hermite tabanh

Apostol-Genocchi polinomlarinin bir genellestirilmesi

2t \° 2 3 S (@) t
(Aet+1) exp(xt + yt© + zt ):ZHgn Gy z4) (2.32)
n=0

(It] < m,a € Ng; A =1;|t]| < |log(—A)|;@d €ENgA#1; x,y,zER;1%:=1)

ile tanimlanmustir [21].

(2.32) ile verilen polinomlarin bazi 6zel durumlar1 asagidaki gibi verilmistir:

e a=1ig¢in

H ,Sl)(X, v,z;A) = uG,(x,y,2z;A) Hermite tabanli Apostol-Genocchi polinomlar: [21],
e a=A1=1igin

uGn (x,v,2;1) = 4G, (x,y, z) Hermite-Genocchi polinomlar [21],

e a=1y=z=0i¢in

1Gn (x,0,0; 1) := G, (x; ) Apostol-Genocchi polinomlaridir [21, 24, 25].

Burada 4 = 1 i¢in klasik Genocchi polinomlar1 elde edilir [21, 24, 25].
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Ayrica klasik Genocchi polinomlarida x = 0 i¢in Apostol-Bernoulli sayilari

Gn(0;1):= G,(1)
elde edilir [21]. Burada A = 1 igin klasik Genocchi sayilar1 elde edilir [21, 24, 25].

Daha sonra daha genel bir aile tanimlamak i¢in Apostol Bernoulli, Euler ve Genocchi

polinomlarinin bir birlesimi olarak Pn(f/? (x; k, a, b) polinomlari

21—ktk

Dtk B) = (

n!’

)a et = i P (x;k,a,b) & (2.33)
n=0

(k € Ny; a,b € R\{0}; ¢, B € C)

esitligi ile verilmistir [26].

(2.33) tanimindan yararlanarak asagidaki genis aile tanimlanmistir.

2.6.6. Tanim

Genellestirilmis Hermite tabanli Apostol-Bernoulli, Euler ve Genocchi polinomlarinin bir

birlesimi asagidaki gibi tanimlanmistir [21]:

[ee]

(a)( t:k, B) = 21kgk \® xt+yt2+zt3 _ P(a) ( -k, a,b) i
a'b x:y;Z, ) lﬂ b ﬁbet—ab e - OH n,ﬁ xlylzl ra; n!
n=
(k € Ng; a,b € R\{0}; a, B € C). 2.34
0

(2.34) esitliginde a = 1 igin

€Y} 21k xt+yt24zt3 N t"
[iR Gtk B) = (g | X = > wPug oy, z k0, D) (2.35)

n=0

(k € Ny; a,b € R\{0}; 8 € C)
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dir. Buradan agiktir ki

Pup (6,,2:k,a,b) = yP3)(x,y,2; k, a,b) (2.36)
seklindedir [21].

(2.34) ile verilen polinomlarin baz1 6zel durumlari asagidaki gibi verilmistir:

e a=k=a=b=1vef =Aicin

#Pna (x,y,2;1,1,1) = 4B, (x,y, z; \) Hermite tabanli Apostol-Bernoulli polinomlar1 [21],
e a=1,k=0,a=—-1,b=1vef = Aicin

Py (2,y,2;0,—1,1) = &, (x,y,z; A) Hermite tabanli Apostol-Euler polinomlar [21],
° 0(=k=b=1,a=_71 VeﬁZ% i¢in

HPn A (x, v,z;1, _71, 1) = 4G, (x,y,z; 1) Hermite tabanli Apostol-Genocchi polinomlaridir
’2

[21].
Acilimlarin varlig igin asagidaki durumlar gereklidir:

a,k € Ny;a,b€eR\{0}; B €C olmak iizere

( B\’ B\’
|t| < 2m;a € C,k =1ve (E) =1; |t| <2m,a € Ny, k = 2,3, ve (E) =1;

b
|t|<|blog(§)|,aENo,kENve (g) +1;x,y,z€R,B€C,abeC/{0};1% =1,
4 B\’ «
|t|<n;a€N0ve(E) =-1;,x,y,zeERkeN,LeECabeC/{0};1* =1;
B B\’
|t|<|blog(5>|,aEN0,kENve (E) +-1;x,y,ze€ R, €CabeC/{0};1*=1




18

burada w = |w|e®,—m < 8 < 7 ve log(w) = log(|w|) + i@ dir [21]. (2.37)
2.6.1. Teorem

(2.34) ile verilen polinom ailesi (2.37) kosullarinin tamamini saglasin

n
n
Z (k) HPn(fi’B (x,y,2; k, a, b)HPk%) (u,v,w; k,a,b)
k=0

= HP,f‘O;W) (x+uwy+v,z+w;k,ab) (2.38)
ozelligini saglar [21].
fspat

(2.34) de a yerine a + y, x yerine x + u, y yerine y + v, z yerine z + w yazilirsa ve n

yerine n — k alinirsa

(o]
n

(@+) t
=ZHPn"Z, Y (x+u,y+v,z+w;k,a,b)m

a+y
) e(x+u)t+(y+v)t2+(z+w)t3

ﬁbet__ab

1-k+k a 1-k+k 14
— ( 2 t ) ext+yt2+zt3 < 2 t > eut+vt2+wt3
(o] [ee] k
= P9 (x,v,z:k a b)ﬁ PY (v, wik,a b)t—
- H Tl,ﬁ ;y; y N, W, n! H k’B I IRAS R g k!

k=0

n

o n
n t
= z z (k) HPn(i'?c,ﬁ (x,y,z k,a, b)HPk%) (u,v,w; k,a,b) = (2.39)

n=0 k=0

n
elde edilir. :l—' katsayilari esitlenirse istenilen sonuca ulagilir [21].
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2.6.1. Sonug

Her n €N olmak iizere Hermite tabanli Apostol-Bernoulli polinomlarinin bir

genellestirmesi i¢in

n
Z (Z) HB,(IO_(),( v,z A)HB,Eﬁ) (w,v,w; ) = HB,(l‘Hﬁ) x+uy+v,z+w; i) (2.40)
k=0

ozelligi saglanir [21].

2.6.2. Sonug

Her n € N olmak iizere Hermite tabanli Apostol-Euler polinomlarinin bir genellestirmesi

igin

n
Z (Z) HE,EOf)k(x, v, Z; A)HS,E’” (u,v,w; 1) = ng(la+[>’) x+uy+v,z+w; 1) (2.41)
k=0

ozelligi saglanir [21].
2.6.3. Sonug

Her n €N olmak iizere Hermite tabanli Apostol-Genocchi polinomlarinin  bir

genellestirmesi i¢in

n
n
> () 16 oy 0GP v, wi ) = G PGty v,z WD) (242)
k=0

ozelligi saglanir [21].
2.6.2. Teorem

Her n € N olmak iizere Hermite tabanli Apostol-Bernoulli ve Apostol-Euler polinomlarinin

genellestirme arasinda



Z (Z) HB(“) (x, v,z A)HE(“)(u v, w; 1)

k=0

(2.43)

=2"HB,(la)(x+u y+v z+w;/12)

2 ' 4’ 8
ozelligi saglanir [21].
fspat

(2.28) de x yerine xzﬁ y yerine yTH’, z yerine ”TW A yerine A2, t yerine 2t almip, (2.28)

ve (2.30) esitlikleri kullanilirsa ve n yerine n — k alinirsa

i (a)(x+uy+vz+wl)(2t)"
uB 4 ' 8"’ n!

n=0

= (=) e [(5) 20+ (%) @0+ () o

t o
= ( ) exp(xt + yt? + zt3) (

a

> exp(ut + vt? + wt3)

2
Alet — 1 Alet +1

= zHBn“(x,y,Z;A)E Z:H(E(”‘)(u,v,w;/l)F

n=0 k=0

Tl

= i Zn:( wBD (%, 2; 1) 4€Y (u, v, w; /1)— (2.44)

n=0 k=0

elde edilir. Son olarak % katsayilar1 esitlenerek ispat tamamlanmis olur [21].
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2.6.7. Tanim
Her k € N, i¢in

n

S, (n) = Z ik (2.45)

i=0

kuvvet toplami olarak bilinir ve dogurucu fonksiyonu

e(n+1)t -1

" (2.46)

Zsk(n)——1+e +e?t 4. 4™ =

olarak verilmistir [21, 27].
2.6.8. Tanim

Keyfi ger¢ek ya da kompleks A igin Sy (n, A ) ifadesi tam say1 kuvvetlerinin genellestirilmis

toplam1 olarak bilinir ve dogurucu fonksiyonu

tk Ae('l’l‘l'l)t _ 1
Z S A = (2.47)

esitligi ile verilmistir ve A = 1 igin S, (n, 1) = 8, (n) dir [21, 27].
2.6.9. Tanim

Her k € N; i¢in

Mi(n) = ) (~Dki* (2.48)

kuvvet toplam1 olarak bilinir ve dogurucu fonksiyonu
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1-— (_et)(n+1)
et+1

Z Mk(n)— =1—-et+e?t —.+(-1)"e™ = (2.49)

olarak verilmistir [21, 27].

2.6.10. Tanim

Keyfi gergek ya da kompleks A igin M, (n, A ) ifadesi tam say1 kuvvetlerinin genellestirilmis

toplami olarak bilinir ve dogurucu fonksiyonu

tk 1 — A(_et)(n+1)
M A= — et 1

(2.50)

olarak verilmistir ve A = 1 i¢in My (n, 1) = My (n) dir [21]. Diger bir yandan eger n ¢ift

ise 0 zaman

Sk(n,—1) = My (n, 1) (2.51)
esitligi gecerlidir [21, 27].

2.6.3. Teorem

c,d,m € N,n € N olsun ve (2.37) kosullarin1 saglasin.

t parametresi yerine ct ve dt kullanilarak asagidaki simetrik 6zellik

n
> () errare pm  (dx,d?y, &z k,a,b)

x» (1)s (c — 1 (g)b) uPI (X, c?Y, 32k, a, b)

~
Il
=}

n
n e
- Z (r) a TCHkHPn(Tr),ﬁ(Cx, c?y,c3z;k,a,b)

<
I
(=]



b
Ds(a- () )upm @ ey zikan

2

1=0
elde edilmistir [21].
fspat
G(t) _ 2(1—k)(2m—1)tzkm—kecdxt+y(cdt)2+z(cdt)3(ﬁbecdt _ ab)
(BPect — gb)m
echt+y(cdt)2+Z(cdt)3

(ﬁbedt — ab)m

olsun. G (t) fonksiyonu

1-k ks \™ b cdt b
60 = s 27T ) pedrtry(ean?eateans B¢~ A7)
ckmgk(m-1) ﬁbect —qb (ﬁbedt — ab)

< Zl_kdktk

m-—1
[— " ecdxt+y(cdt)?+Z(cdt)?
Bbedt — gb

agagidaki gibi yazilabilir. Burada Tanim 2.6.6 ve (2.47) esitlikleri kullanilirsa

n!

AN ()"
G(V) = D [Z uPR (dx, d?y,d*z; k, a, b) ]
n=0

® b l ® r
o (c - b (g) ) (dz? ] [z uPS 0 (cX, c?Y, ¢*Z; k, a, b) @v

r!
1=0

r=0

elde edilir. [28] deki Sonu¢ 2 kullanilirsa

T,

n
z (") enrar+ B (dx, d?y, d*z; k,a, b)

[

23

(2.52)

(2.53)

(2.54)

(2.55)
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2

b n
_ t
(?) s, (c — 1 (g) )HPT(E,,;” (cX,c*Y,c*Z;k,a,b) | — (2.56)
=0

elde edilir.

Benzer bir sekilde

1k gk ok \™ boedt b
60 = 7oy 27 AT ) caxtay(eanytratean BT~ 47
dkmck(m-1) \ pbect — qb (Bbedt — qb)

21—k ktk m-1
X echt+‘y(cdt)2+Z(cdt)3
Bbedt — gb

co n
1 n b
n=0 Lr=0

n

b
r B (m-1) t
X E (})s: (d—l; (E) >HPr1’§,,; (dX,d*Y, d*Z; k,a, b) | — (2.57)

olup, Es. 2.56 ve Es. 2.57’den ispat tamamlanmis olur [21].
Burada k = a = b = 1 ve [ = A alinirsa Sonug 2.6.4 elde edilir.
2.6.4. Sonug

Herc,d,m € N,n € N;, 4 € C olmak lizere Hermite tabanli Apostol-Bernoulli polinomlari

i¢in

n
2 (%) enrare1,B™ (dx, d2y, d*z, 2)

r=0

s
x G) Si(c = 1; ) ;B™ Y (ex, c2Y, 32, 1)
=0
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I
NgE

(Z) d"‘rc”lHBT(ng (cx, c?y,c3z,2)

<
1l
o

)
x (?) Si(d = 1;0) BTV (dx, d2Y, d*Z, 2) (2.58)
=0

simetrik esitligi saglanir [21].
k+1=—-a=b=1,8 = AveEs. 251 dikkate alinarak Sonu¢ 2.6.5 elde edilir.

2.6.5. Sonug

Her ¢,d,m € N,n € Ny, A € C olsun. Her bir pozitif ¢ift tamsayi ¢ifti ¢ ve d i¢in ya da her
bir pozitif tek tamsay ¢ifti ¢ ve d i¢in

n
Z (M) errar+t (™ (dx, d?y, d*z, 2)
0

<

T

x > () Mile = 1D RETTV (X, Y, ¢3Z,2)

r—1
=0

n
=D (e emency,da)

<

x (’l") My(d — 1; 1) ™D (dox, d2Y, d*2Z, A). (2.59)
=0

simetrik esitligi elde edilir [21].

k =—2a =b = 1ve 28 = A kabul edilerek ve Es. 2.51 dikkate alinarak Sonu¢ 2.6.6 elde

edilir.
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2.6.6. Sonug

Her ¢,d,m € N,n € Ny, A € C olsun. Her bir pozitif ¢ift tamsayi ¢ifti ¢ ve d i¢in ya da her

bir pozitif tek tamsay ¢ifti ¢ ve d igin

n
Z T Tl g(m) (dx,dzy,d3z, A

=0

<

r

x ( ) Mi(e = DG Ve, Y, 32, 2)

n
- z (r) dv T 6™ (ex, ¢y, ¢32, 2)

<

x G)Ml(d 1;2),6 Y (dx, d2Y, d32, 1) (2.60)

simetrik esitligi elde edilir [21].

2.7. Genellestirilmis Hermite Tabanh Apostol Polinomlari i¢in Kapal Formiiller

Bu boliimde
(@) 217k ek t+yt24zt3 N (@) t"
far Gy, z 6k, B) = Fhet —ab eXttytirz =Z Pog (x, y,zkab)—
n=0
(1) . 217kek xt+yt?+zt3 N t"
fap G0y, 26k, B) = Bhet —ab ) © = ZHPn.B oy, 2k, a,0) —
n=0

esitlikleri dikkate alinacaktir [21]. Burada

[FDEL50kp)] = 10y ztkp (2.61)

aaa
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dir [21].
2.7.1. Teorem

(2.37) kosullar1 saglansin. Bu durumda

n

n ( X
Z(l Paz+1ﬁ(xy’2kab)HPlﬁ(E
=0

X Z
—ayP) ;(0,y,2:k,a,b) yPry1 (E —ikia b)|=0 (2.62)

esitligi elde edilmistir [21].
fspat

Es. 2.61’1in her iki tarafinin logaritmasi alindiktan sonra t’ye gore tiirev alinarak,

f(a)(x,y,z; t;k,B) f(l)(
at a,b

(2.63)

- 1\ (o Xy z tt
(Z P(a') (x,v,z;k,a,b) )(Z HPZ.B (E,E,E;k; a,b) F)

n=1

_ (@ : e XYz, t
- ( 2, g oyt b>a> (Z e (G “'b)T>

n=0 =0

elde edilir. Gerekli diizenlemelerle
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@ n i l
@ . t XY Z ot
(Z whatg G2k, D) a) (Z P G ?) E)

n=0

- "\ [ Xy z tt
= ( Z P(“) (X Y, Z, k a, b) )(Z HPl+1,ﬁ (E,E,E;k; a, b)ﬁ) (264)
£ :

n=0

esitligi bulunur. Burada n yerine n — [ alinarak

|

oo n
(@) Xy z t"
az LZ(; WP 59, 2,0, 1) Pras g (52— ks a,b)]a (2.65)

s
NIE

QIR

(7) P(“m,;(x Y.z k,a, b)HPlﬁ( %'Z:k; a,b)]ﬁ

S
Il
1l

=

o

ispat tamamlanmistir [21].

2.7.1. Sonug

k=a=b=1ve f=27Ao0lsun. Her m € N,n € Ny, 1 € C olmak iizere genellestirilmis

Apostol-Bernoulli polinomlart igin

n Xy z
2 (k Br(la)k+1 (x,¥,2; ) By (E 7 E;l)
k=0
XYy z
—ay B (x,9,2; 1) yByss (E = E,/l)] =0 (2.66)

esitligi elde edilmistir [21]. A = 1 6zel durumu [29] da elde edilmistir.

2.7.2. Sonug

k+1l=—-a=b=1 ve =21 olsun. Her meN, neN,, 1€ C olmak iizere

genellestirilmis Apostol-Euler polinomlari igin
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o)

n @ XYy z,
kz—()(k Encrrr (0,75 A)Hgk(a - a')l)

X zZ

esitligi elde edilmistir [21]. A = 1 6zel durumu [29] da elde edilmistir.
2.7.3. Sonug

k=-2a=b=1ve2f = Aolsun. Herm € N,n € N, 1 € C olmak iizere genellestirilmis
Apostol-Genocchi polinomlart i¢in

n Xy z
z (k) [ng(ﬁ)kﬂ (%, ¥,2; 1) uGi (E g E;A)

k=0

—a G (9,2 D) G 11 (g % /1)] =0 (2.68)

esitligi elde edilmistir [21]. A = 0 6zel durumu [29] da elde edilmistir.
2.7.2. Teorem

(2.37) ozellikleri saglansin. Hermite tabanli Apostol polinomlar: ile {i¢ degiskenli Hermite

polinomlar1 arasinda

uP (XY, Z;k,a,b)

n+m

nm

r,1=0

) ()2 =2 Y = 9.2 = DRy 6,7k 0 ). (2.69)

ozelligi saglanir [21]. A = 1 6zel durumu [29] da elde edilmistir.
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fspat

Es. 2.34 kullanilarak

[ee]

1-k k
2 (t + W) ex(t+w)+y(t+w)2+z(t+w)3 — P(Uf)
,Bbe(”w) —ab H'n,B
n=0
— t"w™m
— (a) . -
- ZO #Prvmp (x,v,z;k,a,b) i
nm=

esitligi yazilmistir. Buradan

217K (t + w)*

) — (e —x(t+w)—y(t+w)2—z(t+w)3 )

[00]

X z HPrffgnﬁ (x,v,z; k,a,b)

n,m=0

t"w

n! m!

m

elde edilmistir.
Her iki taraf (e* (C+w)+Y(+w)*+2 (”W)S) ile garpilarak,

217k (t 4+ w)F
,Bbe(”'w) —ab

) (ex(t+w)+y(t+w)2+z(t+w)3)

= (eX=DEHWIHY=-N) W)+ (EZ-2)(+w)?) Z

n,m=0

esitligi elde edilmistir.

HPrEfzn,ﬁ (x,v,2;k,a,b) o

t+w)"
(x,y,z; k, a, b)%

(2.70)

(2.71)

n

t"w™m

Esitligin sag tarafina Es. 2.22 ve Es. 2.71 dikkate alinarak, n yerine n — r ve m yerine

m — [l yazilirsa
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> ( ) tTL m
a
Z HPn+m'ﬁ (x;y;Z, k, a, b)ﬁm
n,m=0 ' '
c nym > ol
— (@) ) t"w 3) t"w
a ( z Hpnfm'ﬂ (x,y,z, k' a, b);m) (2 Hr+l(x - x'y - }’:Z - Z)FT)
n,m=0 7,1=0
[ee] nm
_ ny/m 3)
- Z (r)(l)HrH(x_xﬂy_yrz_Z)
n,m=0r,l=0
tn Wm
X Hprfizn—r—l(x' v,z k,a, b)mm (2.72)

n m
olup, :L—', % "in katsayilarinin esitlenmesiyle ispat tamamlanmustir [21].

2.7.4. Sonug

k=a=b=1ve f=2Aolsun. Her m € N,n € N;, 4 € C olmak iizere genellestirilmis

Hermite tabanli Apostol-Bernoulli polinomlar1 ve {i¢ degiskenli Hermite polinomlari

arasinda
nm
n m
4B (X,Y,2;2) = z () () HE =Y = 3,2 = DBy o6y, 2: )
k,l=0

ozelligi vardir [21]. A = 1 6zel durumu [29] da elde edilmistir.
2.7.5. Sonug

k+l=—-a=b=1 ve =21 olsun. Hr meN,neN,, 1€ C olmak iizere
genellestirilmis Hermite tabanli Apostol-Euler polinomlart ve ii¢ degiskenli Hermite

polinomlar1 arasinda

nm

n m
4D (X,Y,Z;2) = Z (k) ( l )H,Ei)l(x — Y -y,Z - D)D)
k,1=0
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Ozelligi bulunmaktadir [21]. A = 1 6zel durumu [29] da elde edilmistir.

2.7.6. Sonug

k=—-2a=b=1ve2f = Aolsun. Herm € N,n € N, A € C olmak {izere genellestirilmis

Hermite tabanli Apostol-Genocchi polinomlar1 ve {i¢ degiskenli Hermite polinomlar

arasinda
nm
n m
WG Y, 20 = > () (D) -2y -3.2-2 69, (35D
k=0

ozelligi gergeklenir [21]. A = 1 6zel durumu [29] da elde edilmistir.

Yukaridaki bilgiler 1s18inda yeni bir polinom ailesi olan iki kez yinelenen ii¢ degiskenli
Hermite tabanli Appell polinomlarini ve bu polinom sinift i¢in dogurucu fonksiyonu,
rekiirans bagintilarini, arttiran ve azaltan operatorleri, kismi-integro-arttiran, kismi-integro-
azaltan operatdrlerini ve son olarak da diferensiyel denklemleri elde edilecektir. Ve ayrica
bu polinom ailesi i¢in 6zel durumlara 6rnekler verilerek, elde edilen yeni alt aileler igin

ozellikler elde edilecektir.
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3. IKi KEZ YINELENEN UC DEGISKENLiIi HERMITE TABANLI
APPELL POLINOMLARININ BAZI OZELLIKLERI

Bu boliimde ilk olarak iki kez yinelenen Appell polinomlarinin tanimindan bahsedilecektir
[30]. Daha sonra ise iki kez yinelenen Hermite tabanli Appell polinomlari dogurucu
fonksiyon ile tanimlanacaktir. Ardindan bu polinom ailesinin rekiirans bagintisi, determinant
gOsterimi, arttiran ve azalan operatorleri, diferensiyel denklemi verilecektir. Bu boliimde
verilen iki kez yinelenen ii¢ degiskenli Hermite tabanli Appell polinomlari ve bazi 6zellikleri
Giingéren ve Cekim [31] tarafindan sunulmustur. Bu tanimlanan polinom ailesinde

a,(t) =1 durumunda baz1 6zellikler [20] ile verilen ¢alismada incelenmistir.

3.1. Iki Kez Yinelenen Appell Polinom Ailesinin Tanim ve Ozellikleri

Iki kez yinelenen Appell polinomlarinin dogurucu fonksiyonu

o)

xt _ 2 L
a;(Oa,(De* = ) R () (3.1)
k=0 '
olup, burada
a,(t) = Z e 77 %o #0 (3.2)
k=0 '
Ve
ax(©) = ) Bz, Bo # 0 (3:3)
k=0

seklinde tanimlanmustir [30].

Benzer bir diisiince ile lic degiskenli Hermite Appell polinom ailesinin genel bir ailesini

tanimlamak i¢in ilk 6nce li¢ degiskenli Hermite polinomlarinin tanimi verilecektir.
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3.1.1. Tanim

Ucg degiskenli Hermite polinomlarinin dogurucu fonksiyonu

s % tn
pXt+yti+zt® Z H,(x,y,2)—
n!

n=0

seklindedir [19]. Buradan bu polinom ailesinin agik gosterimini bulmak igin

2
eXt e¥t? o7t%! iy Taylor seri agilimlari kullamlip, sirasiyla n yerine n — 2m,

n yerine n — 3r alinirsa

had tn . 3 ¥ had t2m e t3T
Z H,(x,y, Z)F _ pxtHytizt® _ z xn Z ym Z
n=0 r=0

n=0

B

=)

Nk

xn—Zmymtn—thZm i . t3r
Z —
(n—2m)!m! 4 r!

3
I
o
3
I
o

i xn—Zmymtn nl i . t3r
= ———— — Z —_—
(n—2m)!m!n! r!

r=0

B i xn—3r—2mymtn—3r (n _ 37')! Zrt3r
B (n—3r —2m)!n! (n— 3r)!7!

3 = & XT3 2MyMEn=3T (g 39)1 737 (2m)! n! (37)!
Z n=3r-2m)!n!'(n—3r)!r! (Zm)!E(Sr)!

elde edilir. Boylece

(3.4)
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NAEELEDY (") (g5 2mymar EEREDL (3

m! r! n!

olup, %’ in katsayilarinin esitlenmesiyle ii¢ degiskenli Hermite polinomlariin agik

gosterimi

H,(x,v,2) = Z (n - 3r) ( n ) x 3T m2mym T @m)! Br)! (3.6)

m! r!

seklinde elde edilmis olur.
3.1.2. Tanim

Ucg degiskenli Hermite tabanli Appell polinomlarinin dogurucu fonksiyonu

[ee}
n

t
Z HAn(x; v, Z) F = A(t)ext+yt2+zt3

n=0
seklindedir [19].

Burada

[ee] tn
A(t) =Zana,ao # 0

n=0
dir. Buradan bu polinom ailesinin acik gdsterimini bulmak i¢in (3.6) kullanilarak ve esitligin

sag tarafinda n yerine n — k yazilarak

oo
n

t
Z HAn(x; v, Z) E = A(t)ext+yt2+zt3

n=0

(S 08) S o)

n=0 k=0



tkek  nl
Ap_i Hi(x,y,2) mﬁ

I
NgE
NgE

S
1l
o
=
Il
o

n

(:) An_k Hi(x,y,2) %

I
NgE
NgE

S
1l
o
=
Il
o

k3r

zg: —3r (k )xk 3r— Zmym - (Zm)l (3r)! t"

Zm 3r m! r! n'

I
NgE
M:

S
1l
o
=
1l
o

r=0 m=0

n
olup, burada % " in katsayilarinin esitlenmesiyle

-2, (D () () anescsr-amymar ZEL 5 (37)

elde edilir. Bu polinomlar [29] da da ¢alisilmastir.

Bu polinomlarin daha genel hali olan n degiskenli Hermite tabanli Milne-Thomson

polinomlari [32] de tanimlanmis ve 6zellikleri bulunmustur.
Simdi iki kez yinelenen ii¢ degiskenli Hermite tabanli Appell polinomlar: tanitilacaktir.
3.2. 1ki Kez Yinelenen Uc Degiskenli Hermite Tabanh Appell Polinomlar

Bu kisimda iki kez yinelenen ii¢ degiskenli Hermite tabanli Appell polinomlariin bir

(2]

dizisini HA (x y,z):= yA,," seklinde gosterilecektir.

Q. (x,y, z) Hermite tabanli Appell polinomlarinin bir dizisi

G I o e

2m 3r m! r!
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olarak verilsin. Burada

(O =) Girrs G0 # 0 (3:9)
k=0 '

dir.

3.2.1. Tanim

Qi (x,y,2), (3.7) de tanimlanan ti¢ degiskenli Hermite tabanli Appell polinomlarinin bir
dizisi ve B,(x,y, z) ise a(n, k) katsayili

B n [[5]] [[ 2 ]] w A . & r(zm)'(gr)'
RGwD =, ), ), 4tk (*3,7) (5) w7 my (3.10)
k=0

2m 3r m! r!

r=0 m=0

ile verilen herhangi bir polinom olsun. Eger
xHA (x y,z) = nHAn 1(x v,z), n=12,. (3.11)

ozelligi saglaniyorsa
n
APy, 2) = ) aln k) @,y 2),n € N, (312)

k=0

ile verilen aile iki kez yinelenen ii¢ degiskenli Hermite Appell polinomlari olarak adlandirilir
[31].

3.2.1. Teorem
Asagidaki ifadeler birbirine esdegerdir;

(i) Iki kez yinelenen ii¢ degiskenli Hermite tabanli Appell polinomlarmin bir dizisi

{HA (x y, z)} dir.
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(i) {P,(x, v, 2)},en Hermite tabanli Appell polinomlarinin bir dizisidir ve

[00]

k
a, () = Z ak% (3.13)

k=0

olmak lizere

n
a(n, k) = (};) an-r
dir.

(iii) Iki kez yinelenen ii¢ degiskenli Hermite tabanli Appell polinomlarmin { HA%2 ] (x,y,2)}

acik gosterimi

HA7[12](x' y, Z)

l—3r—2mymzr) 2m)! (3r)!

X (An-Qr-1% 7 (3.14)
dir.
(iv) { HALLZ ] (x,¥,Z) }nen dizisinin dogurucu fonksiyonu ise
T 2] t"
a,(Da (e = N Ay, ) — (3.15)
~ n!
dir [31].
fSpat

(i) © (ii) Iki kez yinelenen ii¢ degiskenli Hermite tabanli Appell polinomlarinin bir dizisi



{ HALZ ]}nEN olmak iizere (3.11) den dolay1

n n—-1
nHA‘l[’lzll = Z a(nl k)k Qk—l(x) Y, Z) = z a(ni k + 1)(k + 1)Qk(x1 Y, Z)
k=1 k=0
dir. Boylece
1 n-1
WA (9,2) = = > aln k + Dk + D0(x,,2)
k=0

yada

n
1
AP (e y, 7) = n_HZ a(n+ 1Lk + 1)k + 1)Qx(x,v,2)
k=0

esitlikleri elde edilir.

Es. 3.12 ve Es 3.18 ‘i karsilastirarak

k+1
a(n, k) =

n+1a(n+1,k+1)

olarak elde edilir.
Son denklem k kez yineleyerek

n+n.(n—k+1)

an+1,k+1) = K+ Dk 1

a(n—k,0)

_(m+Dn..(n—k+ 1D —k)!
B (k+ Dk ..1(n—k)!

a(n —k,0)

(n+1

k+1)a(n_k’0)

39

(3.16)

(3.17)

(3.18)

(3.19)
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olarak bulunur.

Buradan da a(n, k) ifadesi

a(n, k) = (Z) Ap—k (3.20)

dir. Es. 3.18 ifadesi Es 3.10°da yerine yazilirsa

(Z) an-k (k 2_,,,? r) (3kr) xlem3r=amymy? (ZT"?' (3:!)! (3.21)

Po(x,y,z) = zn:

esitligi elde edilir.
Burada (ii ) © (i) 6zelliginin varlig1 agiktir.

(ii) e (iii) Hermite tabanli Appell polinomlari igin

n

HA7[12] (x,y,2z) = Z (Z) an_r Qx(x,y,2),(n € Ny) (3.22)
k=0
dir. Burada
Qk(x: Y Z)
e [l = ot o
) (Do) () anwaueant=or-2mymar 0= (3.23)

seklindedir.
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Iki kez yinelenen ii¢ degiskenli Hermite tabanli Appell polinomlarmin agik gdsterim

HAE](X»Y»Z)

(k) (l - 3r) (3lr) Q=372 (ZTW:)' (3:!)!

BIGIG (3lr) an_qu_lxl‘”‘z’”ymzr% (3:!)! (3.24)

olarak elde edilir.

Burada (iii) < (ii) oldugu agiktir. Son olarak (iii) & (iv) HALZ ] yerine yazilip seriye
Cauchy carpimi uygulanirsa ve (3.13) ve Tanim 3.1.2 kullanilirsa istenilen elde edilir. Ve

teoremin ispat1 bu sekilde tamamlanmis olur.

(3.15) te a,(t) = a,(t) = a(t) alinirsa ve [29] da (6.1) esitliginde @ = 2 alinirsa aileler

birbirleriyle ortiistir.
3.2.2. Teorem

Iki kez yinelenen ii¢ degiskenli Hermite tabanli Appell polinomlar1 i¢in determinant

gosterimi

[2] _ (_1)n
wAn (x,y,2) = Qo
Qo(x,y,2) Q1(x,y,2) .. Quo1(,y,2) Qn(x,y,2)
Yo Y1 Yn-1 Yn
—1 n
0 Yo (n 1 )Vn—z (1) Vn-1
X n—1 n (3.25)
0 0 ( 2 )Vn—S (Z)Vn—z
. . n:
0 0 Yo (n _ 1) Y1
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dir [31].

Burada yg, Y1, 72 -, ¥n Katsayilari a;(t) fonksiyonun Maclaurin serisinin katsayilar1 ve
2

n
Qn(x,y,2z) = Z (7) Y; HAEE]' (x,y,2)
7=0

seklindedir [31].
fspat

1 : "N
" fonksiyonun seri gosterimi
2

olsun.

Buradan (3.15) kullanilirsa

n

al(t)ext+yt2+zt3 — Z Vi ]_| <Z HA%Z] (X, y, Z) ;>

elde edilir. Boylece Tanim 3.1.2. den

;Qn(x.y.Z)E =\ 2w | 2, iy

j=0 n=0

olarak bulunur. Esitligin sag tarafinda n yerine n — j alinarak

n

< t" _ - n [2] t"
Y 0wr == > (7 ey —
n=0

n=0 j=0

(3.26)

(3.27)

(3.28)

(3.29)

(3.30)



n
olup :l—' katsayilar esitlenirse

n

%m%@=z

¥, A(x,y,2), (n € No)

elde edilir. Sirasiylan = 0,n = 1,n = 2, ... yazilirsa
Qo(%,7,2) = YorAL (x,y,2)
0:1(%,9,2) = vouAL (%,7,2) + y14AY (x,9,2)

Q2(%,7,2) = Youdy (x,7,2) + (1) VirAD (0,9, 2) + VarAs (£,7,2)

0 (,7,2) = Youd? (0,3,2) + (7) 112 (0,7, D)+ +vnuds (0,7, 2)

olup, bu esitliklere Cramer kurali uygulanirsa

Yo 0 0 Qo(x,v,2)
V1 Yo 0 Q1(x,y,2)
V2 (i) V1 0 Q2(x,y,2)
V3 (;) V2 0 Qs(x,y,2)
yn.—l (n I 1) Yn-2 Yo Qn—1(;f, Y, Z)
n n

2y 5, 7) = Vn _ (1) Vn_10 (n_ 1) V1O Qn(x(,)y. z)

Y1 Yo 0 0

V> (i) Y1 0 0

Y3 (2) Y- 0 0

VYn-1 (n I 1) Vn-2 Yo 0

Yn (q) VYn-1 (n E 1) Y1 Yo

43

(3.31)

(3.32)
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ile verilen Es. 3.32 elde edilir. Daha sonra da transpozu alinirsa

1

Yo Y1 Yn-1 Yn
0 Yo (n I 1) Yn-2 (711) Yn-1
0 (i) Y1 (Tl ; 1) Yn-3 (;) VYn-2
B I T ) PR () PP (i [ o
0 o . ow (" n
Qxy,2) Q1(xy,2) .. Qu1(xy,2) Qnlxy 2)

olup, elementer satir iglemleri de uygulanirsa

HA (x y,z) = (( )1,3;1
Q(x,y,z2) Q:1(x,y,2) .. Qualxy,2z) Qunlxy,2)
Yo V1 Yn-1 Yn
0 Yo (n I 1) Yn-2 (111) Yn-1
‘| o o (s (B 40
Y

ile verilen Es. 3.34 elde edilir ve bu sekilde ispat tamamlanmisg olur.
3.2.3. Teorem

Iki kez yinelenen {i¢ degiskenli Hermite tabanli Appell polinomlarmin rekiirans bagintis
n

HALZ}-I(X’.VJZ) = Z( )HkHA k(x y,Z) +Z pkHAn k('x y,Z) +XA (x Y»Z)
k=0

+2ynHA£lzll(x, y,z) + 3zn(n — 1)HA,[1212(x, y,z),n =2 (3.35)
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olup, burada

a; (t) i tk a}(t) i tk

=) by ve = = 3.36
a,(t) o k! a,(t) k=0pk k! ( )
dir [31].
fspat

Es. 3.15 denkleminde her iki tarafin t degiskenine gore tiirevi alinirsa

S t" _ai(®
ZHAEJ]A (x,y,2) == al(t)az(t)eXt+yt2+zt3

nl - ay(t)
n=0
a,(t
+ azﬁti ay () ay ()XY 4 x[a () ay (£)eX+V+#%)
2

+2yt[a1(t)a2 (t)eXf+yt2+Zt3] + 3Zt2[al(t)az(t)ex”ytz”tS]
elde edilir.

Es. 3.10 ve Es. 3.36’daki esitlikler yukarida elde edilen denklemde yerine yazilirsa

S A ANTAYA QIS t"
Z Hhnsy (6,,2) = Z Ok 71 Z wdn (6, y,2)
n=0 ' k=0 "/ \n=0 '
+ <2 Pk F) <Z HALZ] (x,y,2) ;) +x (Z HA%Z] (x,v,2) F)

k=0 n=0 n=0
2 tn+1 ® tn+2
+2y z HA£12] (x,y,2) 0 + 3z Z HA1[12] (x,v,2) .
n=0 . n=0 )

olarak bulunur. Elde edilen toplamlara Cauchy ¢arpimi uygulanirsa
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o
n

(e9) n
_ n [2] t
z H n+1 (x, y'Z)_ = Z Z (k) HkHAn_k(x:y' Z)F

n=0 n=0 k=0

+§ i (k) PkHA k(x y'Z)_n tx (i HAng] (x.3,2) ;_T:)

n=0

n
olup, burada da o katsayilari esitlenirse
n!

n

n
n n
HAE'L211(x' y; Z) = z (k) ekHA;Zlk(xi yl Z) + 2 (k) pkHALZlk(xr y' Z) +x (HA1[12] (X, y: Z))
k=0

k=0
+2yn (HALZL(x, Y, z)) +3zn(n—-1) (HAEJZ(x, Y, z)) (3.37)

elde edilerek ispat tamamlanir. Burada n = 0 ve n = 1 durumundaki terimler agilarak

birbirlerine esit olduklar1 gosterilmistir.
3.2.4. Teorem

Iki kez yinelenen ii¢ degiskenli Hermite tabanli Appell polinomlar: igin arttiran operatdr,

azalan operatdr, kismi-integro-arttiran ve kismi-integro-azalan operatorler

1

xln = =Dy, (3.38)
N

yln = —D;'Dy, (3.39)
— 1 -

an = ;Dx zDz: (340)



n n
6
<Lt =x+2yD, +3zD% + E k—’fD,’; + %D,’g,
k=0 k=0

n n
_ _ 0, Pk
yLt = x+2yD;'Dy, + 3zD;*D] + z 77 Dx kDX + 2 T
k=0 k=0
n 9 n
L = x + 2yDg?D, + 32D *DF + ) EDy2kpk 4+ Y LK
k=0 k=0
olarak verilir.
Burada
D=2 D, =2 D, =2 veD:lise D, in tersidir [31]
X ax! y ay; zZ oz X x .
fspat

d
& {HALZ] (x, Y, Z)} = nHAEL(x: Y, Z)

ozelligi kullanilirsa buradan agiktir Ki, azalan operator

olup,

xL:l {HAEIZ] (X, Y Z)} = HA1[1211(-X' Y, Z)

D, *D},

Dy %Dy

dir. Buradan dogurucu fonksiyonun y degiskenine gore tiirevi alinirsa

9
dy

esitliginden

d
_{HALZ] (x,y, Z)} =n(n—1),A%, (x,y,2) = na{HAfll(x, Y, Z)}

47

(3.41)

(3.42)

(3.43)

(3.44)

(3.45)

(3.46)
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Dy'D, {HAE] (x,y, z)} =n {HALle(x, ¥, Z)}

olup,

N
yly = ;Dx 1Dy (3.47)
elde edilir.

Daha sonra da dogurucu fonksiyonun z degiskenine gore tiirevi alinirsa

9]

(A 3, 2)) = nin = D(n - 2) yAlL, (. 2)

=n é {HA%le(x, Yy, Z)}

esitliginden

DD, {AY (x,y,2)} = nyd? (x,y,2)

yazilabilir. Boylece

A =~Dg?D, (3.48)
elde edilir. Buradan HA (x v, z)’ye k kere azalan operatorii uygulanirsa

HAflk(x,y,Z) = Geln—ks1xln-k+2 - xLln-1xL7n) {HA (x, y,z)}

1 1 1 2
- [(n—k +1) D (n—k+ z)D" '"ED"] {”AL](x’y’Z)}

(n k)!

n. Dk{HA (x, y,z)} (3.49)
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- 1
HA,[ﬂl(x, V,2) = 4Ly {HA%Z] (x,y, Z)} =Dy {HALZ] (x, y, Z)},
WA, (0,9,2) = Glioaali) { A (0., 2)}

1

= n(n——l)D’% {HA%Z] (x,y, Z)}

ozellikleri elde edilir.

Buradan rekiirans bagintisida kullanilirsa

n
n! (n—k)!
HAE‘Lle(x' yr Z) = z (Tl b k)' k' n! D;’Ic( {HALLZ] (X, y' Z)} Bk
k=0

n
n!  (n—k)!
+Z(n—k)!k! n! D’éc{HAg](x'y'Z)}Pk
k=0

+x (4t y, 2} + 29m- D, (4 (x,y,2))

+3zn(n—1)
n

ml)f {HALZ] (x, ¥, Z)}

olup,
n H n
k Pk
wAZ (x,y,2) = [z Dk + Z DX x4 2yD, + 32D {uA v, D)) (350)
k=0 k=0

xL7, arttiran operatorii elde edilir. ;L3 arttiran operatorii igin

HA%ZEk(x' v,z) = (yL;L—k+1y n—k+2 *- yL;—lyLE) {HA1[12] (x,y, Z)}

(n—k)!

n!

DD {42 y,)
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HAE,'le(xi y; Z) = yL‘I_‘L {HA£12] (xP yP Z)}

1
= EDx‘lDy {HA%Z] (x,y, Z)}
olup,

HA7[1,212(x’ YV Z) = (y ;l—lyL;l) {HA‘E‘LZ] (x, Y Z)}

1

- p-2p2 (2]
= =D D;°Dy {HAn (x,y, Z)}

elde edilir.

Rekiirans bagintisinda yukaridaki 6zellik kullanilirsa

n
n! (n—k)! __
HA,[fil(x,y,z)=(z oA Dx"D;’v‘){HA&E](x.y,z)}ek
k=0

o — k!
* <Z (n —nk)! k! o n ) D;* Dglf) {HA1[12] (X, Z)}pk
k=0

+x {HA,[,LZ] (x,y, Z)} + (Zny%Dx‘1 Dy) {HA%Z] (x,y, Z)}

1
+ (3Z7’L(Tl - 1) mD;zDi) {HALLZ] (X, v, Z)}
olup,

Pre

o Dy*D 4+ x + 2yD; ' Dy, + 32D *D;

n
=0

n
Ok
_ —-knk
JLb = [ZFD’C DE +
k=0 k

+[x + 2yD;1 D, + 3zD;2D2] (3.51)
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ikinci arttiran operatorii elde edilir.
Ve benzer olarak
HAEEk(xr ¥,2) = (el ps1zln-ksz - 2Lln-12Ln) {HA1[12](xl Y, Z)}

l % 2kD§ {HALZ](X'% Z)}

1
HA1[1211(x' V,2) = Ly {HA£12] xy, Z)} = ED;ZDZ {HALLZ] (x,y, Z)}
olup,

WA, (0,3, 2) = Gl i) { A (0,3, 2)}

1

—__ — p-4p2 [2]
= =D D;*D, {HAn x,y, Z)}

dir. Burada elde edilen 6zellikler rekiirans bagintisinda yerine yazilirsa

n
n! (n—k)! __
HA‘)[”Lzll(x’y!Z) = (Z (n _ k)' k' n! Dx 2k D§> {HAE](x,Y;Z)} ek
k=0

n n! (n—k)! _2
+<kZ0(n—k)!k! n! Dx kDé{){HAglz](x'y'Z)}Pk

1
+ (x + Zny;D;Z Dz) {HA%Z] (x,y, Z)}

+ (3zn(n ~1) D;“’DZZ) {HAE] (x,y, z)}

1
nn-—1)

olup, ,L} arttiran operatorii
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n n
)
WA (x,y,2) = [Z k—";D,;ZkD;f + ’;{’f D;%D¥ + x 4+ 2yD7% D,
k=0 k=0
+3zD;*Df] {HA%Z] (x,y, z)} (3.52)
seklinde elde edilir.

3.2.5. Teorem

Iki kez yinelenen Hermite tabanli Appell polinomlari icin diferensiyel denklemler

xD, + 2yDZ + 3zD3 + Z o — DF*1 4+ 2[)" DR+t — ]
x (sl (xy, 20} =0, (3.53)

n n
0
XD, +2yD; "D} +32D;2D§ + ) T DD + > %D;kp;”l
k=0 =

—(n+ DD,] {4a (xy,2)} = 0 (3.54)

n n
0
xD, + 2yD;2D2 + 3zD;*D3 + z k—’fD;ZRD;f“ + Z %D;Z"'Dg‘“

—(n+ DDA (A (xy,2)} = 0 (3.55)
olarak verilir [31].

Ispat

el (w45 (6y,2)) = 4AR (6,7, 2)

ozelligi kullanilirsa



(x z) = ;D x+2D+32D2+ Dk D"
A Y 4 k!
X {HA,[fl(x,y, z)}
olup,
n 6 n
xD, + 2yD? + 3zD3 + Z k—’fD,’;“ ’Iz’f Dk+t | ,AB (e y,2) =0
k=0

ile verilen ilk diferensiyel denklem elde edilir.

(yL:l+1yL¢1) (HA%Z](-X‘J y; Z)) = HA‘E’LZ] (x; y: Z)

n
. o
W (,y,2) = ——=D5'Dy |x + 2yD7'D, + 32D5 2D2+ZﬁD;kD§

n+1

n

Pk
) —D; "D} {HAE](x,y, Z)}
k=0
1 <X
_ _ _ ko _
= — Dt [xD, + 2yD; D} +32D;°D5 + Z —DZkDiH
k=0
n
Pk
+ o — D, *Df*1 {HA,[QZ](x,y,Z)}
k=0

den

n
_ _ O _
xDy, + 2yD;*Dj + 3zD;*D; + Z 71 Dx kpi+t
k=0

n
Pk
+ FD,’C‘D)’,‘+1 —(n+1)D, {HA,[QZ] (x,, Z)} =
£ k!

0
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(3.56)

(3.57)
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ile verilen ikinci diferensiyel denklem bulunur.

(Z ;l+1ZL_7+’_l) (HALZ](x,.V; Z)) = HA‘E‘LZ] (x) y, Z)

esitliginden

1
HAE] (x,y,2) = n—-l-lD;ZDZ

n
0
x + 2yDz2D, + 3zD;4D2 + Z k—’jD;Z"D;‘
k=0

Pr . _
+ZFDx2kD§ {HAng](x,y,Z)}

B 1
T n+1

n
6
D;2|xD, + 2yD;2D2 + 3zD;4D3 + Z k—’fD;ZkD§+1

k=0

{HALZ] (x,y, Z)}

n
Pr . _
+ZFDXZRD§+1

k=0

olup,

n
0
xD, + 2yDz?D? + 3zD;*D3 + Z o DD
k=0

n

+ z %D;Z"DJ’,‘“ — (n+1)DZ
k=0

{14y, 2} =0 (3.58)

ile verilen son diferensiyel denklem bulunur.
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4. IKi KEZ YINELENEN UC DEGISKENLI HERMITE TABANLI
APPELL POLINOMLARI iCIN ORNEKLER

Bu bélimde, a,(t) ve a,(t)’lerin 6zel segimleriyle iki kez yinelenen {i¢ degiskenli Hermite
tabanlt Appell polinomlart i¢in Ornekler verilecektir. Daha sonra da bu elde edilen
polinomlar i¢in rekiirans bagintilari, azalan ve arttiran operatorler ve diferensiyel denklemler

verilecektir.
4.1. iki Kez Yinelenen U¢ Degiskenli Hermite Tabanh Euler Polinomlar

(3.15) ile verilen dogurucu fonksiyonda

a1 (t) = ax(t) = ]

segilirse iki kez yinelenen ii¢ degiskenli Hermite tabanli Euler polinomlari

u E,[f]( X,V,2) = HET[lz] olmak tlizere

[0e]

2 2 24,3 [2] t"
(et + 1) eXTYEE = Z nExR (x,y,z)m (4-1)

n=0

esitligi ile tanimlanabilir. (2.30) da @« = 2, 4 = 1 durumu olup, bu polinomlar 2. mertebeden

ii¢ degiskenli Hermite Euler polinomlaridir.
4.1.1. Sonug

Iki kez yinelenen ii¢ degiskenli Hermite tabanli Euler polinomlarinin rekiirans bagintist

n k
ny [k
nER == > ()(,) Beom nER ey, 2) + xuEX (1,3, 2)

+2yn B (x,y,2) + 3zn(n — D 4EL, (x,y,2)

dir.
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4.1.2. Sonug

Iki kez yinelenen ii¢ degiskenli Hermite tabanli Euler polinomlarinin arttiran operatorii,

integro-arttiran operatdrleri, azalan operatorii, integro-azalan operatorleri

n k
k\ Ep_
xly = — Z Z (m) —k!’” D¥ + x4 2yD, + 3zD2,

n k
k\ Ej_
L :=—22( )MD;R D + x + 2yDyD, + 3zD52D2,

n k
ky E
L ::_ZZ( ) —KSR D2k DE 4+ x+ 2yD2D, + 32D5*D2

ile verilir. Diferensiyel denklem

n k
E
xD, + 2yD? + 3zD3 —ZZ( ) —=E DI —n

=0m=0

{HELZ](X' Y, Z)} =

ve integro-diferensiyel denklemler ise

k

E
xD, + 2yD; D2 + 3zD52D3 — ZZ( ) S pgk Dl
=0

—(n+ DDA {4E (x,y,2)} = 0
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k
xD, + 2yD;2DZ + 3zD;*D3 — ZZ( ) — T D2k it

=0
~(n+ DDA{EY (x,3,2)} =
olarak bulunmustur.

4.2. iki Kez Yinelenen U¢ Degiskenli Hermite Tabanh Bernoulli Polinomlar

(3.15) ile verilen dogurucu fonksiyonda

t
a1 (t) = ay(t) = ot _
secilirse iki kez yinelenen ii¢ degiskenli Hermite tabanli Bernoulli polinomlari

u B,EZ]( X,V,2) = HBr[lZ] olmak tzere

o)

t ? xt+yt?+zt3 t"
(=) e = D uBaCoy ) = (42)

n=0

esitligi ile tanimlanabilir. (2.28) de « = 2, 4 = 1 durumu olup, bu polinomlar 2. mertebeden

iic degiskenli Hermite Bernoulli polinomlaridir.
4.2.1. Sonug

Iki kez yinelenen ii¢ degiskenli Hermite tabanli Bernoulli polinomlarmin rekiirans bagintis1
n k+1

n /k+1\ B
(A RN

k=0m=0
+2ynHB 1(x y,z) + 3zn(n — 1)H 2(x,y, Z)

dir.
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4.2.2. Sonug

Iki kez yinelenen ii¢ degiskenli Hermite tabanli Bernoulli polinomlarinin arttiran operatorii,

integro-arttiran operatdrleri, azalan operatorii, integro-azalan operatorleri

xLy = E Dy,

n k+
k+1 B
+ oo m k 2
oL =2 E ( )(k+1)k!Dx + x + 2yD, + 3zD2,

1
k=0m=0

- _ 151
yLn ==D;'D,,

n k+1
k+1\  Bn . o, 4 )
yL;’:L = —2;20< b )ml)x Dy +X+2ny1Dy +32Dx2D§:
=0m=

N
2Ln = EDx D,,

n k+1
k+1 B _ _ _
Lt = =2 Z( . )UC+—T;.)]C!DXZR DF¥ +x+2yD;?D, + 3zD;*D}?

k=0m=0
ile verilir. Diferensiyel denklem

n k+1

k+1\ B
xD, + 2yD? + 3zD3 —222( - )UH—’;‘)k'D}gH —n {HB,EZ](x,y,z)}=o
k=0 m=0

ve integro-diferensiyel denklemler ise
[xD, + 2yD;'D2 + 3zD;?D;

n k+1

k+1 B
k=0m=0
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[xD, + 2yD;?D2 + 3zD;*D3

n k+1
k+1 B
_ZZ Z ( m )(k +n11)le;2k Df*t — (n+1)D} {HBTEZ](x,y,Z)} =
k=0m=0

olarak bulunmustur.

4.3. iki Kez Yinelenen U¢ Degiskenli Hermite Tabanh Bernoulli-Euler Polinomlar

(3.15) ile verilen dogurucu fonksiyonda

a(®) = et+1
ve

t
a,(t) = ot — 1

seg:ilirse iki kez yinelenen iic degiskenli Hermite tabanli Bernoulli-Euler polinomlari

(x y,2z) = HBe I olmak iizere

(o]

2 t t"
(et + 1) (et — 1) Xty = z HBe (x Y Z)_ (43)

n=0

esitligi ile tanimlanabilir.

4.3.1. Sonug

Iki kez yinelenen ii¢ degiskenli Hermite tabanli Bernoulli-Euler polinomlarmin rekiirans

bagintisi

b

+1
<k + 1) B,

) wBel Gy D) + x (4Bel (,3,2))

X

k=0 m=0
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+2yn (HBe,[lz_]l(x, Yy, z)) +3zn(n—1) (HBe,[lz_]Z(x, Yy, z))
dir.

4.3.2. Sonug

iki kez yinelenen ii¢ degiskenli Hermite tabanli Bernoulli-Euler polinomlarinin arttiran

operatorii, integro-arttiran operatdrleri, azalan operatorii, integro-azalan operatorleri

xLn = E D,,

n k+1

Ei—m k+1\ By

p£=) 2 (o s %

kKt F m J(k+1Dk!™*
k=0m=0

K
+ 21 v k
L0 :=x+2yDX+3ZDx_§ZZ (m)

k=0m=0

- 1.
yLn = ;Dx lDy;

n k
— — 1 k Ek—m -
yLt =x+2yD;'D, +32zD*D) — 5 z Z (m) i D *D¥

n k+1 k+1 B
m
_ D_ka,
< m )(k+1)k! x
k=0m=0
Ly :=2D;2D
zbn '_; X Z)
I &k E
_ _ k— _
,LE = x+2yD;2D, + 3zD;*D? _EE E (m)TmeZkD;f
k=0m=0
n k+1 k+1 B
m
_ D—2ka
< m )(k+1)k! x
k=0m=0

ile verilir. Diferensiyel denklem



n k
1 k\ E,_
xD, + 2yDZ + 3zD3 — 3 Z Z (m> ’;{lmD,’gﬂ

n
Z (k+1) B Dl _ g
(k+Dk!™"

k=

o
3
I
o

ve integro-diferensiyel denklemler ise

xDy, + 2yD;*Dj + 3zD;*D; —

N| =

k=

O

m=0

&
+

1(k+1) B,

-kpnk+1 _
G 1y D D = (e DD

-

0

=
I
o
3
I

m/ k!

&
+
Jury

n
k+1y B
-2 2.0 )(k+r;)k'D2ka+1 (n+ DD

k=0 0

3
I

olarak bulunmustur.

PAME S

{HBe (xy, Z)}

n k
1 k\ Ej_
xD; + 2yD5 D +32D;*DF — 5 Z Z ( ) kom p-2k pk+1

{HBe (%, Z)}

I
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5. SONUC VE ONERILER

Bu tez, oncelikli olarak Appell ve Hermite polinomlarini tanitmakta ve bu polinomlarin
tarihcesine ve genel ozelliklerine odaklanmaktadir. Tezde Appell ve Hermite polinomlarini
kapsayan kapsamli bir literatiir bulunmaktadir. Bu polinom ailelerini igeren iki degiskenli
aileler dogurucu fonksiyonlar araciligiyla tezde tanitilmis ve 6zellikleri verilmistir. Ayrica,
[19, 20] de daha genis bir aile olan ii¢ degiskenli bir polinom ailesi tanitilmis ve 6zelliklerine
deginilmistir. Bu polinom ailelerinin ve dogurucu fonksiyonun 6zelliklerinden yola ¢ikarak,
bu aileleri kapsayan li¢ degiskenli polinom aileleri i¢in daha genel bir aile lizerinde ¢aligilmis

ve bu polinom ailelerini igeren yeni 6zellikler ve sonuglar elde edilmistir.

Bu tezde tanmimlanan ailede a;(t) ve a,(t) nin 6zel secimleriyle yeni alt aileler
tanimlanabilir ve bu ailelerin 6zellikleri de bulunabilir. Diger taraftan x yerine x + iw
alinarak cosiniis ve siniis iki kez yinelenen ii¢ degiskenli Hermite tabanli Appell polinom

aileleri iizerinde ¢aligmalar yapilabilir.
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