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ÖZET 

Bu tez dört bölümden oluşmaktadır. Birinci bölüm Hermite ve Appell polinomlarının 

tarihçesine ayrılmıştır. İkinci bölümde temel kavramlar olarak bazı Appell polinom aileleri 

tanıtılmış ve özelliklerinden bahsedilmiştir. Üçüncü bölümde iki kez yinelenen üç değişkenli 

Hermite tabanlı Appell polinomları tanıtılmış olup bu polinom aileleri için rekürans 

bağıntısı, arttıran ve azaltan operatörleri ve diferensiyel denklemleri elde edilmiştir. 

Dördüncü bölümde iki kez yinelenen üç değişkenli Hermite tabanlı Appell polinomları için 

bazı örneklere yer verilmiştir. 
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introduced as basic concepts and their properties are discussed. In the third chapter, twice 
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SİMGELER VE KISALTMALAR 

Bu çalışmada kullanılmış simgeler ve kısaltmalar, açıklamaları ile birlikte aşağıda 

sunulmuştur.  

Simgeler    Açıklamalar  

ℕ     Doğal sayılar kümesi 

ℤ     Tam sayılar kümesi 

ℂ     Kompleks sayılar kümesi 

𝑩𝒏(𝒙)     Bernoulli polinomları 

𝑩𝒏
(𝜶)(𝒙, 𝝀)    𝛼. mertebeden Apostol-Bernoulli polinomları 

𝑩𝒏(𝒙, 𝒚)𝑯
     İki değişkenli Hermite tabanlı Bernoulli polinomları 

𝑩𝒏(𝒙, 𝒚, 𝒛; 𝛌)𝑯
    Hermite tabanlı Apostol-Bernoulli polinomları 

𝑬𝒏(𝒙)                Euler polinomları 

𝑬𝒏
(𝜶)(𝒙, 𝝀)    𝛼. mertebeden Apostol-Euler polinomları 

𝑬𝒏(𝒙, 𝒚)𝑯
      İki değişkenli Hermite tabanlı Euler polinomları 

𝓔𝒏𝑯
  (𝒙, 𝒚, 𝒛; 𝛌 )    Hermite tabanlı Apostol-Euler polinomları 

𝑮𝒏(𝒙)     Genocchi polinomları 

𝑮𝒏
(𝜶)(𝒙, 𝝀)    𝛼. mertebeden Apostol-Genocchi polinomları 

𝑮𝒏(𝒙, 𝒚, 𝒛; 𝛌)𝑯
     Hermite tabanlı Apostol-Genocchi polinomları 

𝑯𝒏(𝒙)     Tek değişkenli Hermite polinomları 

𝑯𝒏
 (𝒙, 𝒚)     İki değişkenli Hermite polinomları 

𝑯𝒏
 (𝒙, 𝒚, 𝒛)    Üç değişkenli Hermite polinomları
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1. GİRİŞ 

Charles Hermite, 19. yüzyılın önemli matematikçilerinden biridir. Çalışmalarında sayılar 

teorisi, ikinci dereceden formlar, değişmezlik teorisi, ortogonal polinomlar, eliptik 

fonksiyonlar ve cebir alanlarında yoğunlaşmıştır. Hermite, matematik dünyasına en önemli 

katkılarından biri olan Hermite polinomlarını tanımlamasıyla bilinir. Bu polinomlar, 

diferensiyel denklemlerin çözümlerinde, integral hesaplamalarında ve olasılık teorisinde 

önemli bir rol oynar. Ayrıca karmaşık sayılar teorisi ve Diyofantus denklemleri üzerine 

yaptığı çalışmalar da matematik literatüründe önemli bir yer tutar. Hermite polinomları, 

Hermite interpolasyonu ve Hermite operatörleri gibi kavramlar onun adını taşımaktadır. 

Matematik dünyasında, özellikle Abel fonksiyonları, eliptik fonksiyonlar ve sayılar teorisi 

alanlarında yaptığı önemli katkılarla tanınır. Bunun yanı sıra 1858'de beşinci dereceden 

denklemin eliptik fonksiyonlar kullanılarak çözümünü bulmuş ve 1873'te doğal logaritma 

tabanı 𝑒 'nin irrasyonel bir sayı olduğunu kanıtlamıştır. Hermite'in bu çalışmaları, 

matematiksel analizin çeşitli alanlarında ve uygulamalı matematikte halen etkisini 

sürdürmektedir [1]. 

Matematiğin ve fiziğin en önemli denklemlerinden olan  

 𝑦′′(𝑥) − 2𝑦′(𝑥) + 2λy(𝑥) = 0,    λ ∈ ℕ  

diferensiyel denklemini sağlayan polinomlara Hermite polinomları denir [2]. Hermite 

polinomları aynı zamanda bir Appell polinom ailesidir. 

Hermite polinomlarının doğurucu fonksiyonu  

∑𝐻𝑛(𝑥)
𝑡𝑛

𝑛!

∞

𝑛=0

= 𝑒2𝑥𝑡−𝑡
2
 

ifadesiyle verilmektedir [2]. 

Diğer taraftan 𝑛. mertebeden verilen 

{𝐴𝑛(𝑥)}, 𝑛 ∈ ℕ = {0, 1, 2, . . . } polinomlar dizisi 
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𝑑

𝑑𝑥
𝐴𝑛(𝑥) = 𝑛𝐴𝑛−1(𝑥), 𝑛 ∈ ℕ  

 

veya  𝑎0 ≠  0 olmak üzere                                                 

𝐴(𝑡) = ∑𝑎𝑛(𝑥)
𝑡𝑛

𝑛!

∞

𝑛=0

  

kuvvet serisi için 

 

𝐴(𝑡) exp(𝑥𝑡) = ∑𝐴𝑛(𝑥)
𝑡𝑛

𝑛!

∞

𝑛=0

  

eşitliğini gerçeklerse {𝐴𝑛(𝑥)} dizisine Appell polinomlar dizisi denir. Buradaki 𝐴(𝑡) 

fonksiyonu {𝐴𝑛(𝑥)} dizisini belirleyen fonksiyondur [3, 4]. 

Hermite polinomları, olasılık teorisi ve kuantum mekaniği gibi alanlarda kullanılırken, 

Appell polinomları diferensiyel denklemlerin çözümlerinde ve matematiksel fizik 

problemlerinde önemli bir rol oynar.  

Appell polinomları, 𝐴(𝑡)  için farklı temel fonksiyonlar kullanılarak elde edilen 

genelleştirilmiş polinomlar ailesidir.  

Örneğin, klasik Bernoulli polinomları için kullanılan temel fonksiyon  

 

𝐴(𝑡) =
𝑡

𝑒𝑡 − 1
 

 

iken, klasik Euler ve Genocchi polinomları için sırasıyla 

 

𝐴(𝑡) =
2

𝑒𝑡 + 1
 

 

ve 

 



3 

 

𝐴(𝑡) =
2𝑡

𝑒𝑡 + 1
 

 

seçilmiştir [5, 6]. Bu polinomlar genelleştirilerek daha kapsamlı bir sınıf elde edilmiştir.  

Örneğin, 𝛼. mertebeden genelleştirilmiş Bernoulli polinomları, 

 

𝐴(𝑡) = (
𝑡

𝑒𝑡 − 1
)
𝛼

 

 

seçilerek tanımlanmıştır [5, 6]. 

Benzer şekilde, 𝛼. mertebeden genelleştirilmiş Euler ve Genocchi polinomları da bu şekilde 

elde edilmiştir [5, 6]. 𝛼. mertebeden Apostol-Bernoulli ve 𝛼. mertebeden Apostol-Euler 

polinomları ise farklı bir parametre olan λ'ya bağlı olarak tanımlanmıştır [5, 6]. 

Hermite ve Appell polinomlarının daha genel durumları ikinci bölümde tanıtılacaktır. 
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2. TEMEL KAVRAMLAR 

2.1. Ön Bilgiler 

2.1.1. Tanım 

𝐵𝑛(𝑥) Bernoulli polinomları, 𝐸𝑛(𝑥) Euler polinomları ve 𝐺𝑛(𝑥) Genocchi polinomları 

∑𝐵𝑛(𝑥)
𝑡𝑛

𝑛!

∞

𝑛=0

=
𝑡

𝑒𝑡 − 1
𝑒𝑥𝑡,   |𝑡| < 2𝜋,                                                                                       (2.1) 

 

∑𝐸𝑛(𝑥)
𝑡𝑛

𝑛!

∞

𝑛=0

=
2

𝑒𝑡 + 1
𝑒𝑥𝑡,   |𝑡| < 𝜋,                                                                                         (2.2) 

                                 

∑𝐺𝑛(𝑥)
𝑡𝑛

𝑛!

∞

𝑛=0

=
2𝑡

𝑒𝑡 + 1
𝑒𝑥𝑡,   |𝑡| < 𝜋                                                                                          (2.3) 

                                            

ile tanımlanır [6, 7]. 

𝑥  = 0 seçilerek Bernoulli, Euler ve Genocchi sayıları elde edilir. Bu sayıların doğurucu 

fonksiyonları sırasıyla 

∑𝐵𝑛
𝑡𝑛

𝑛!

∞

𝑛=0

=
𝑡

𝑒𝑡 − 1
,   |𝑡| < 2𝜋,                                                                                                   (2.4) 

∑𝐸𝑛
𝑡𝑛

𝑛!

∞

𝑛=0

=
2

𝑒𝑡 + 1
,   |𝑡| < 𝜋,                                                                                                      (2.5) 

∑𝐺𝑛
𝑡𝑛

𝑛!

∞

𝑛=0

=
2𝑡

𝑒𝑡 + 1
,   |𝑡| < 𝜋                                                                                                       (2.6) 

ile verilir [6, 7].  
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2.2. Tek Değişkenli Hermite Polinomları 

2.2.1. Tanım  

Tek değişkenli Hermite polinomu 𝐻𝑛(𝑥) 

∑𝐻𝑛(𝑥)
𝑡𝑛

𝑛!

∞

𝑛=0

= exp(2xt − t2) 

ifadesiyle [2] ve 

𝐻𝑛(𝑥) = ∑(−1)𝑘
𝑛!

𝑘! (𝑛 − 2𝑘)!
(2𝑥)𝑛−2𝑘                                                                               (2.7)

⟦
𝑛

2
⟧

𝑘=0

 

eşitliği ile tanımlanır [2, 8]. Burada "⟦. ⟧" işareti tam değer anlamındadır. 

Bu tanımlara denk olan Rodrigues formülü  

𝐻𝑛(𝑥) = (−1)
𝑛 exp(𝑥2)

𝑑𝑛

𝑑𝑥𝑛
{exp(−𝑥2)}                                                                               (2.8) 

 

eşitliği ile verilebilir [8]. Eş. 2.7’den bu polinomların birkaçı 

 𝐻0(𝑥) = 1, 𝐻1(𝑥) = 2𝑥, 𝐻2(𝑥) = 4𝑥2 − 2, 𝐻3(𝑥) = 8𝑥
3 − 12𝑥 

 𝐻4(𝑥) = 16𝑥4 − 48𝑥2 + 12 ,  𝐻5(𝑥) = 32𝑥
5 − 160𝑥3 + 120 

 𝐻6(𝑥) = 64𝑥6 − 480𝑥4 + 720𝑥2 − 120,  

 𝐻7(𝑥) = 128𝑥7 − 1344𝑥5 + 3360𝑥3 − 1680𝑥  

dir [8]. Hermite polinomları 

2𝑥𝐻𝑛(𝑥) = 2𝑛𝐻𝑛−1(𝑥) + 𝐻𝑛+1(𝑥), 
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𝑥𝐻𝑛
′ (𝑥) = 𝑛𝐻𝑛−1

′ (𝑥) + 𝑛𝐻𝑛
′ (𝑥), 

𝐻𝑛
′ (𝑥) = 2𝑥𝐻𝑛

′ (𝑥) − 𝐻𝑛+1(𝑥) 

rekürans bağıntılarını ve                              

∫ 𝑒−𝑥
2

∞

−∞

𝐻𝑛(𝑥)𝐻𝑚(𝑥) 𝑑𝑥 = 2𝑛𝑛! √𝜋 𝛿𝑚,𝑛 

ortogonallik özelliğini gerçekler [8]. Burada 𝛿𝑚,𝑛 kroneker deltasıdır ve 𝑒−𝑥
2
 fonksiyonuna 

𝐻𝑛(𝑥) Hermite polinomlarının ağırlık fonksiyonu denir. 

2.3. Apostol-Bernoulli, Apostol-Euler, Apostol-Genocchi Polinomları 

𝛼. mertebeden klasik Bernoulli, Euler, Genocchi polinomları sırasıyla 

(
𝑡

e𝑡 − 1
)
𝛼

e𝑥𝑡 = ∑𝐵𝑛
(𝛼)

∞

𝑛=0

(𝑥)
𝑡𝑛

𝑛!
,   |𝑡| < 2𝜋,  1𝛼 = 1,                                                           (2.9) 

 

(
2

e𝑡 + 1
)
𝛼

e𝑥𝑡 = ∑𝐸𝑛
(𝛼)

∞

𝑛=0

(𝑥)
𝑡𝑛

𝑛!
,   |𝑡| < 𝜋,  1𝛼 = 1,                                                            (2.10) 

ve  

(
2𝑡

e𝑡 + 1
)
𝛼

e𝑥𝑡 = ∑𝐺𝑛
(𝛼)

∞

𝑛=0

(𝑥)
𝑡𝑛

𝑛!
,   |𝑡| < 𝜋,  1𝛼 = 1                                                            (2.11) 

doğurucu fonksiyonları ile verilir [9]. Burada 𝛼 gerçel ya da karmaşık sayıdır. 𝛼 = 1 

durumunda klasik Bernoulli, Euler ve Genocchi polinomları elde edilir [9]. 

2.3.1. Tanım 

𝛼. mertebeden Apostol-Bernoulli, Apostol-Euler ve Apostol-Genocchi polinomları sırasıyla  
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(
𝑡

𝜆e𝑡 − 1
)
𝛼

e𝑥𝑡 =∑𝐵𝑛
(𝛼)

∞

𝑛=0

(𝑥; 𝜆)
𝑡𝑛

𝑛!
,                                                                                       (2.12) 

𝜆 = 1 ise |𝑡| < 2𝜋, λ ≠ 1 ise |t| < |ln λ|, 

(
2

𝜆e𝑡 + 1
)
𝛼

e𝑥𝑡 =∑𝐸𝑛
(𝛼)

∞

𝑛=0

(𝑥; 𝜆)
𝑡𝑛

𝑛!
,   |t| < |ln(−λ)|,                                                        (2.13) 

 (
2𝑡

𝜆e𝑡 + 1
)
𝛼

e𝑥𝑡 =∑𝐺𝑛
(𝛼)

∞

𝑛=0

(𝑥; 𝜆)
𝑡𝑛

𝑛!
,   |t| < |ln(−λ)|                                                        (2.14) 

doğurucu fonksiyonları ile tanımlanır [9-13]. 

2.4. Çok Değişkenli Hermite Polinomları 

2.4.1. Tanım 

İki değişkenli klasik Hermite polinomu  

∑𝐻𝑛(𝑥, 𝑦)
𝑡𝑛

𝑛!

∞

𝑛=0

= exp(2𝑥𝑡 − 𝑦𝑡2)                                                                                          (2.15) 

ifadesiyle ya da bu eşitliğe denk olan           

𝐻𝑛(𝑥, 𝑦) = 𝑛! ∑
(−𝑦)𝑚(2𝑥)𝑛−2𝑚

𝑚! (𝑛 − 2𝑚)!

⟦
𝑛

2
⟧

𝑚=0

                                                                                       (2.16) 

toplamsal formülü ile de tanımlanır [14]. 

Eş. 2.15’ten iki değişkenli Hermite polinomu ile tek değişkenli 𝐻𝑛(𝑥) polinomu arasında  

𝐻𝑛(𝑥, 𝑦) = 𝑛! ∑ 𝐻𝑛−2𝑚(𝑥)
(1 − 𝑦)𝑚

𝑚! (𝑛 − 2𝑚)!
                                                                         (2.17)

⟦
𝑛

2
⟧

𝑚=0

 

bağıntısı vardır [15]. 
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2.4.2. Tanım  

İki değişkenli genelleştirilmiş Hermite polinomu 

 ∑ 𝐻𝑛
 

 
(2) (𝑥, 𝑦)

𝑡𝑛

𝑛!

∞

𝑛=0

= exp(2𝑥𝑡 − 𝑡2 + 2𝑦𝑡2 − 𝑡4)                                                               (2.18)  

şeklinde tanımlanmıştır [15]. Bu polinomların seri gösterimi 

𝐻𝑛
 

 
(2) (𝑥, 𝑦) = 𝑛!∑

𝐻𝑛−2𝑟(𝑥)𝐻𝑟(𝑦)

𝑟! (𝑛 − 2𝑟)!

⟦
𝑛

2
⟧

𝑟=0

 

ile verilmiştir [15]. 

2.4.3. Tanım 

Üç değişkenli Hermite polinomu  

 ∑ 𝐻 
(3,2)

𝑛
  (𝑥, 𝑦, 𝑧)

𝑡𝑛

𝑛!

∞

𝑛=0

= exp(2𝑥𝑡 − 𝑡2 + 2𝑦𝑡2 − 𝑡4 + 2𝑧𝑡3 − 𝑡6)                                 (2.19)  

ve seri gösterimi de  

𝐻𝑛
 

 
(3,2) (𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝑛!∑

𝐻𝑛−3𝑟 
(2) (𝑥, 𝑦)𝐻𝑟(𝑧)

𝑟! (𝑛 − 3𝑟)!

⟦
𝑛

3
⟧

𝑟=0

 

eşitliği ile verilmiştir [15]. 
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2.5. İki Değişkenli Hermite Tabanlı Bernoulli ve Hermite Tabanlı Apostol-Bernoulli 

Polinomları 

Burada iki değişkenli Hermite tabanlı polinomlar verilecektir. Bu polinomların temel 

özellikleri incelenecektir. 

2.5.1. Tanım 

İki değişkenli Hermite tabanlı Bernoulli polinomu 

∑ 𝐵𝑛(𝑥, 𝑦)
𝑡𝑛

𝑛!𝐻
 

∞

𝑛=0

=
𝑡

𝑒𝑡 − 1
𝑒𝑥𝑡+𝑦𝑡

2
                                                                                           (2.20) 

ifadesiyle verilmiştir [16]. 

Eş. 2.20’den   

𝐵𝑛(𝑥, 𝑦) =∑(
𝑛
𝑠
)𝐵𝑛−𝑠𝐻𝑠(𝑥, 𝑦)

𝑛

𝑠=0

𝐻
  

eşitliği kolayca elde edilir [16]. 

2.5.2. Tanım  

İki değişkenli Hermite tabanlı 𝛼. mertebeden Apostol-Bernoulli polinomu  

∑ 𝐵𝑛
(𝛼)(𝑥, 𝑦; 𝜆)

𝑡𝑛

𝑛!𝐻
 

∞

𝑛=0

= (
𝑡

𝜆𝑒𝑡 − 1
)
𝛼

𝑒𝑥𝑡+𝑦𝑡
2
, 𝛼 ∈ ℂ                                                             (2.21) 

doğurucu fonksiyonu ile verilmiştir [17]. 

İki değişkenli Hermite tabanlı 𝛼. mertebeden Apostol-Bernoulli polinomlarının gerçeklediği 

rekürans bağıntılarından bazıları 

𝐵𝑛
(𝛼)(𝑥, 𝑦; 𝜆)𝐻

 = ∑ (
𝑛
𝑚
)𝐵𝑛−𝑚

(𝛼) (𝜆)𝐻𝑚(𝑥, 𝑦)

𝑛

𝑚=0

, 
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𝐵𝑛
(𝛼)(𝑥, 𝑦; 𝜆)𝐻

 = ∑ (
𝑛
𝑚
)𝐵𝑛−𝑚

(𝛼−1)(𝜆)

𝑛

𝑚=0

𝐵𝑚
(𝛼)(𝑥, 𝑦; 𝜆)𝐻

  

şeklindedir [17]. Burada 𝐵𝑛
(𝛼)(𝜆) 

 , 𝛼. mertebeden Apostol-Bernoulli sayılarıdır. 

2.6. Üç Değişkenli Hermite Tabanlı Appell Polinomları 

2.6.1. Tanım 

Üç değişkenli Hermite polinomları 

exp(𝑥𝑡 + 𝑦𝑡2 + 𝑧𝑡3) = ∑𝐻𝑛
 (𝑥, 𝑦, 𝑧)

∞

𝑛=0

𝑡𝑛

𝑛!
                                                                            (2.22) 

doğurucu fonksiyonu ile tanımlanmıştır [18]. 

2.6.2. Tanım 

Üç değişkenli Hermite tabanlı Appell polinomları 𝐴𝑛(𝑥, 𝑦, 𝑧)𝐻
  nin doğurucu fonksiyonu 

𝐺(𝑥, 𝑦, 𝑧; 𝑡) = 𝐴(𝑡) exp(𝑥𝑡 + 𝑦𝑡2 + 𝑧𝑡3) = ∑ 𝐴𝑛(𝑥, 𝑦, 𝑧)𝐻
 

∞

𝑛=0

𝑡𝑛

𝑛!
                                     (2.23) 

eşitliği ile ifade edilmiştir [19]. 

Burada 

𝐴(𝑡) = ∑𝑎𝑛𝑡
𝑛

∞

𝑛=0

, 𝑎0 ≠ 0                                                                                                            (2.24) 

şeklinde seçilmiştir [19]. 

𝐴(𝑡) =
𝑡

𝑒𝑡 − 1
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şeklinde seçilerek üç değişkenli Hermite tabanlı Bernoulli polinomları 𝐵𝑛(𝑥, 𝑦, 𝑧) 𝐻
      

𝑡

𝑒𝑡 − 1
exp(𝑥𝑡 + 𝑦𝑡2 + 𝑧𝑡3) =∑ 𝐵𝑛(𝑥, 𝑦, 𝑧)𝐻

 

∞

𝑛=0

𝑡𝑛

𝑛!
, |𝑡| < 2𝜋                                            (2.25) 

eşitliğindeki gibi tanımlanmıştır [19]. 

𝐴(𝑡) =
2

𝑒𝑡 + 1
   

şeklinde seçilerek üç değişkenli Hermite tabanlı Euler polinomları 𝐸𝑛(𝑥, 𝑦, 𝑧) 𝐻
  

2

𝑒𝑡 + 1
exp(𝑥𝑡 + 𝑦𝑡2 + 𝑧𝑡3) =∑ 𝐸𝑛(𝑥, 𝑦, 𝑧)𝐻

 

∞

𝑛=0

𝑡𝑛

𝑛!
, |𝑡| < 𝜋                                               (2.26) 

ve 

𝐴(𝑡) =
2𝑡

𝑒𝑡 + 1
   

şeklinde seçilerek üç değişkenli Hermite tabanlı Genocchi polinomları 𝐺𝑛(𝑥, 𝑦, 𝑧)  𝐻
  

2𝑡

𝑒𝑡 + 1
exp(𝑥𝑡 + 𝑦𝑡2 + 𝑧𝑡3) =∑ 𝐺𝑛(𝑥, 𝑦, 𝑧)𝐻

 

∞

𝑛=0

𝑡𝑛

𝑛!
, |𝑡| < 𝜋                                               (2.27) 

olarak elde edilmiştir [19, 20]. 

2.6.3. Tanım 

α ∈ ℕ0, λ keyfi (reel ya da kompleks) bir parametre ve 𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ ℝ olsun. Hermite tabanlı 

Apostol-Bernoulli polinomlarının bir genelleştirilmesi 

(
𝑡

λ𝑒𝑡 − 1
)
α

exp(𝑥𝑡 + 𝑦𝑡2 + 𝑧𝑡3) =∑ 𝐵𝑛
(𝛼)

𝐻
 (𝑥, 𝑦, 𝑧; 𝜆 )

∞

𝑛=0

𝑡𝑛

𝑛!
                                            (2.28) 
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(|𝑡| < 2𝜋, 𝛼 ∈ ℂ ;  𝜆 = 1; |𝑡| < |log(𝜆)| ;  𝛼 ∈ ℕ0 , 𝜆 ≠ 1 ;  𝑥, 𝑦  , 𝑧 ∈ ℝ ; 1𝛼 ≔ 1)  

ile tanımlanmıştır [21]. 

Buradan açıktır ki  

𝑃𝑛,λ 
(𝛼)

𝐻
 (𝑥, 𝑦, 𝑧 ; 1, 1, 1) = 𝐵𝑛

(𝛼)
𝐻
 (𝑥, 𝑦, 𝑧; 𝜆 )                                                                             (2.29) 

şeklindedir [21]. 

(2.28) ile verilen polinomların bazı özel durumları aşağıdaki gibi verilmiştir: 

• 𝛼 = 1 için  

𝐵𝑛
(1)

𝐻
 (𝑥, 𝑦, 𝑧; λ )  ≔ 𝐵𝑛(𝑥, 𝑦, 𝑧; λ)𝐻

  Hermite tabanlı Apostol-Bernoulli polinomları [21],  

• 𝛼 = 𝜆 = 1 için                                                                   

𝐵𝑛(𝑥, 𝑦, 𝑧; 1) ∶=𝐻
  𝐵𝑛(𝑥, 𝑦, 𝑧)𝐻

  Hermite-Bernoulli polinomları [21],                           

• 𝛼 = 1, 𝑦 = 𝑧 = 0 için                                                                                 

𝐵𝑛(𝑥, 0,0; 𝜆 ) ∶=𝐻
 𝐵𝑛(𝑥; 𝜆 ) 

  Apostol-Bernoulli polinomlarıdır [21].  

Burada 𝜆 =  1 seçildiğinde klasik Bernoulli polinomları elde edilir [13, 21-23]. 

Ayrıca klasik Bernoulli polinomlarında 𝑥 = 0 için Apostol-Bernoulli sayıları  

𝐵𝑛(0; 𝜆 ):= 𝐵𝑛(𝜆 ) 
    

elde edilir [21].  

Burada 𝜆 = 1 seçildiğinde klasik Bernoulli sayıları elde edilir [21]. 
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2.6.4. Tanım 

𝛼  ve  𝜆 (≠ −1) keyfi (reel ya da kompleks) parametreler ve 𝑥, 𝑦  , 𝑧 ∈ ℝ olsun. Hermite 

tabanlı Apostol-Euler polinomlarının bir genelleştirilmesi 

(
2

𝜆𝑒𝑡 + 1
)
𝛼

exp(𝑥𝑡 + 𝑦𝑡2 + 𝑧𝑡3) =∑ ℰ𝑛
(𝛼)

𝐻
 (𝑥, 𝑦, 𝑧; 𝜆 )

∞

𝑛=0

𝑡𝑛

𝑛!
,                                           (2.30) 

(|𝑡| < 𝜋, 𝜆 = 1; |𝑡| < |log(−𝜆)| , 𝜆 ≠ 1 ; 𝑥, 𝑦  , 𝑧 ∈ ℝ ; 𝛼 ∈ ℂ; 1𝛼 ≔ 1)  

ile tanımlanmıştır [21]. 

Buradan açıktır ki 

𝑃𝑛,λ 
(𝛼)

𝐻
 (𝑥, 𝑦, 𝑧 ; 0, −1, 1) = ℰ𝑛

(𝛼)
𝐻
 (𝑥, 𝑦, 𝑧; λ )                                                                           (2.31) 

eşitliği mevcuttur [21]. 

(2.30) ile verilen polinomların bazı özel durumları aşağıdaki gibi verilmiştir: 

• 𝛼 = 1 için  

ℰ𝑛
(1)

𝐻
 (𝑥, 𝑦, 𝑧; 𝜆 ) ∶=  ℰ𝑛𝐻

  (𝑥, 𝑦, 𝑧; 𝜆 )  Hermite tabanlı Apostol-Euler polinomları [21],  

• 𝛼 = 𝜆 = 1 için  

ℰ𝑛𝐻
  (𝑥, 𝑦, 𝑧; 1 ) = 𝐸𝑛𝐻

  (𝑥, 𝑦, 𝑧 )  Hermite- Euler polinomları [21],                           

• 𝛼 = 1, 𝑦 = 𝑧 = 0 için                                                                    

ℰ𝑛𝐻
  (𝑥, 0,0; 𝜆 ) = ℰ𝑛 

  (𝑥;  𝜆) Apostol-Euler polinomlarıdır [21].     

Burada λ = 1 için klasik Euler polinomları elde edilir [11, 21]. 

Ayrıca klasik Euler polinomlarında 𝑥 = 0 için Apostol-Euler sayıları                                                                          
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2𝑛ℰ𝑛 (
1

2
;  𝜆) : = ℰ𝑛 

  (𝜆)  

elde edilir [21]. 

Burada 𝜆 = 1 seçildiğinde klasik Euler sayıları elde edilir [21]. 

2.6.5. Tanım 

𝛼 ∈ ℕ0, 𝜆 keyfi (reel ya da kompleks) bir parametre ve 𝑥, 𝑦  , 𝑧 ∈ ℝ olsun. Hermite tabanlı 

Apostol-Genocchi polinomlarının bir genelleştirilmesi 

(
2𝑡

𝜆𝑒𝑡 + 1
)
𝛼

exp(𝑥𝑡 + 𝑦𝑡2 + 𝑧𝑡3) =∑ 𝒢𝑛
(𝛼)

𝐻
 (𝑥, 𝑦, 𝑧; 𝜆 )

∞

𝑛=0

𝑡𝑛

𝑛!
                                            (2.32) 

(|𝑡| < 𝜋, 𝛼 ∈ ℕ0 ;  𝜆 = 1; |𝑡| < |log(−𝜆)| ; 𝛼 ∈ ℕ0 𝜆 ≠ 1  ;  𝑥, 𝑦
 , 𝑧 ∈ ℝ ; 1𝛼 ≔ 1)  

ile tanımlanmıştır [21]. 

(2.32) ile verilen polinomların bazı özel durumları aşağıdaki gibi verilmiştir: 

• 𝛼 = 1 için  

𝒢𝑛
(1)

𝐻
 (𝑥, 𝑦, 𝑧; λ )  ≔  𝒢𝑛(𝑥, 𝑦, 𝑧; λ) 𝐻

 Hermite tabanlı Apostol-Genocchi polinomları [21], 

• 𝛼 = 𝜆 = 1 için  

𝒢𝑛𝐻
  (𝑥, 𝑦, 𝑧; 1 ) = 𝐺𝑛(𝑥, 𝑦, 𝑧)𝐻

  Hermite-Genocchi polinomları [21],  

• 𝛼 = 1, 𝑦 = 𝑧 = 0 için  

𝒢𝑛𝐻
  (𝑥, 0,0;  𝜆 ) ∶= 𝒢𝑛(𝑥; 𝜆)  Apostol-Genocchi polinomlarıdır [21, 24, 25].     

Burada 𝜆 = 1 için klasik Genocchi polinomları elde edilir [21, 24, 25]. 
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Ayrıca klasik Genocchi polinomlarıda 𝑥 = 0 için Apostol-Bernoulli sayıları  

𝒢𝑛(0; 𝜆 ): = 𝒢𝑛(𝜆 ) 
    

elde edilir [21]. Burada 𝜆 = 1 için klasik Genocchi sayıları elde edilir [21, 24, 25]. 

Daha sonra daha genel bir aile tanımlamak için Apostol Bernoulli, Euler ve Genocchi 

polinomlarının bir birleşimi olarak 𝑃𝑛,𝛽
(𝛼)(𝑥; 𝑘, 𝑎, 𝑏) polinomları 

𝑓𝑎,𝑏
(𝛼)(𝑥; 𝑡; 𝑘, 𝛽) ≔ (

21−𝑘𝑡𝑘

𝛽𝑏𝑒𝑡 − 𝑎𝑏
)

𝛼

𝑒𝑥𝑡 = ∑𝑃𝑛,𝛽
(𝛼)

∞

𝑛=0

(𝑥; 𝑘, 𝑎, 𝑏)
𝑡𝑛

𝑛!
 ,                                     (2.33) 

(𝑘 ∈ ℕ0; 𝛼, 𝑏 ∈ ℝ\{0}; 𝛼, 𝛽 ∈ ℂ) 

eşitliği ile verilmiştir [26]. 

(2.33) tanımından yararlanarak aşağıdaki geniş aile tanımlanmıştır. 

2.6.6. Tanım  

Genelleştirilmiş Hermite tabanlı Apostol-Bernoulli, Euler ve Genocchi polinomlarının bir 

birleşimi aşağıdaki gibi tanımlanmıştır [21]: 

𝑓𝑎,𝑏
(𝛼)(𝑥, 𝑦, 𝑧; 𝑡; 𝑘, 𝛽) ≔ (

21−𝑘𝑡𝑘

𝛽𝑏𝑒𝑡 − 𝑎𝑏
)

𝛼

𝑒𝑥𝑡+𝑦𝑡
2+𝑧𝑡3 = ∑ 𝑃𝑛,𝛽

(𝛼)
𝐻
 

∞

𝑛=0

(𝑥, 𝑦, 𝑧; 𝑘, 𝑎, 𝑏)
𝑡𝑛

𝑛!
 

(𝑘 ∈ ℕ0; 𝛼, 𝑏 ∈ ℝ\{0}; 𝛼, 𝛽 ∈ ℂ).                                                                                  (2.34) 

(2.34) eşitliğinde 𝛼 = 1 için 

𝑓𝑎,𝑏
(1)(𝑥; 𝑡; 𝑘, 𝛽) ≔ (

21−𝑘𝑡𝑘

𝛽𝑏𝑒𝑡 − 𝑎𝑏
) 𝑒𝑥𝑡+𝑦𝑡

2+𝑧𝑡3 = ∑ 𝑃𝑛,𝛽
 

𝐻
 

∞

𝑛=0

(𝑥, 𝑦, 𝑧; 𝑘, 𝑎, 𝑏)
𝑡𝑛

𝑛!
                (2.35) 

(𝑘 ∈ ℕ0; 𝛼, 𝑏 ∈ ℝ\{0}; 𝛽 ∈ ℂ)                                                                
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dir. Buradan açıktır ki 

𝑃𝑛,λ 
 

 𝐻
 (𝑥, 𝑦, 𝑧 ; 𝑘, 𝑎, 𝑏) = 𝑃𝑛,λ 

(1)
𝐻
 (𝑥, 𝑦, 𝑧 ; 𝑘, 𝑎, 𝑏)                                                                     (2.36) 

şeklindedir [21]. 

(2.34) ile verilen polinomların bazı özel durumları aşağıdaki gibi verilmiştir: 

• 𝛼 = 𝑘 = 𝑎 = 𝑏 = 1 ve 𝛽 = λ için 

𝑃𝑛,λ 
 

𝐻
 (𝑥, 𝑦, 𝑧 ; 1,1,1) = 𝐵𝑛(𝑥, 𝑦, 𝑧; λ)𝐻

  Hermite tabanlı Apostol-Bernoulli polinomları [21], 

• 𝛼 = 1, 𝑘 = 0, 𝑎 = −1, 𝑏 = 1 ve 𝛽 = λ için  

𝑃𝑛,λ 
 

𝐻
 (𝑥, 𝑦, 𝑧 ; 0, −1,1) =  ℰ𝑛𝐻

  (𝑥, 𝑦, 𝑧; λ ) Hermite tabanlı Apostol-Euler polinomları [21], 

• 𝛼 = 𝑘 = 𝑏 = 1, 𝑎 =
−1

2
  ve 𝛽 =

λ

2
  için  

𝑃
𝑛,
λ 

2

 
𝐻
 (𝑥, 𝑦, 𝑧 ; 1,

−1

2
, 1) = 𝒢𝑛𝐻

  (𝑥, 𝑦, 𝑧; λ ) Hermite tabanlı Apostol-Genocchi polinomlarıdır 

[21].   

Açılımların varlığı için aşağıdaki durumlar gereklidir: 

𝛼, 𝑘 ∈ ℕ0 ; 𝑎, 𝑏 ∈ ℝ ∖ {0} ;  𝛽 ∈ ℂ  olmak üzere  

{
 
 
 
 
 

 
 
 
 
      |𝑡| < 2𝜋 ; 𝛼 ∈ ℂ , 𝑘 = 1 𝑣𝑒 (

𝛽

𝑎
)
𝑏

= 1;  |𝑡| < 2𝜋, 𝛼 ∈ ℕ0, 𝑘 = 2,3,⋯  𝑣𝑒 (
𝛽

𝑎
)
𝑏

= 1;

|𝑡| < |𝑏 log (
𝛽

𝑎
)| , 𝛼 ∈ ℕ0 , 𝑘 ∈ ℕ 𝑣𝑒 (

𝛽

𝑎
)
𝑏

≠ 1; 𝑥, 𝑦  , 𝑧 ∈ ℝ, 𝛽 ∈ ℂ, 𝑎, 𝑏 ∈ ℂ {0}⁄ ; 1𝛼 = 1,

|𝑡| < 𝜋; 𝛼 ∈ ℕ0 𝑣𝑒 (
𝛽

𝑎
)
𝑏

= −1;  𝑥, 𝑦  , 𝑧 ∈ ℝ, 𝑘 ∈ ℕ, 𝛽 ∈ ℂ, 𝑎, 𝑏 ∈ ℂ {0}⁄ ; 1𝛼 = 1;

  |𝑡| < |𝑏 log (
𝛽

𝑎
)| , 𝛼 ∈ ℕ0 , 𝑘 ∈ ℕ 𝑣𝑒 (

𝛽

𝑎
)
𝑏

≠ −1; 𝑥, 𝑦  , 𝑧 ∈ ℝ, 𝛽 ∈ ℂ, 𝑎, 𝑏 ∈ ℂ {0}⁄ ; 1𝛼 = 1
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burada  𝑤 = |𝑤|𝑒ⅈ𝜗 , −𝜋 ≤ 𝜃 ≤ 𝜋  ve log(𝑤) = log(|𝑤|) + ⅈ𝜃 dır [21].                       (2.37)                            

2.6.1. Teorem  

(2.34) ile verilen polinom ailesi (2.37) koşullarının tamamını sağlasın 

∑(
𝑛
𝑘
) 𝑃𝑛−𝑘,𝛽

(𝛼)
𝐻
 

𝑛

𝑘=0

(𝑥, 𝑦, 𝑧; 𝑘, 𝑎, 𝑏) 𝑃𝑘,𝛽
(𝛾)(𝑢, 𝑣, 𝑤; 𝑘, 𝑎, 𝑏)𝐻

  

= 𝑃𝑛,𝛽
(𝛼+𝛾)(𝑥 + 𝑢, 𝑦 + 𝑣, 𝑧 + 𝑤; 𝑘, 𝑎, 𝑏)𝐻

                                                                         (2.38) 

özelliğini sağlar [21]. 

İspat 

(2.34) de 𝛼 yerine 𝛼 + 𝛾, 𝑥 yerine 𝑥 + 𝑢, 𝑦 yerine 𝑦 + 𝑣, 𝑧 yerine 𝑧 + 𝑤 yazılırsa ve 𝑛 

yerine 𝑛 − 𝑘 alınırsa 

=∑ 𝑃𝑛,𝛽
(𝛼+𝛾)

𝐻
 

∞

𝑛=0

(𝑥 + 𝑢, 𝑦 + 𝑣, 𝑧 + 𝑤; 𝑘, 𝑎, 𝑏)
𝑡𝑛

𝑛!
 

= (
21−𝑘𝑡𝑘

𝛽𝑏𝑒𝑡 − 𝑎𝑏
)

𝛼+𝛾

𝑒(𝑥+𝑢)𝑡+(𝑦+𝑣)𝑡
2+(𝑧+𝑤)𝑡3 

= (
21−𝑘𝑡𝑘

𝛽𝑏𝑒𝑡 − 𝑎𝑏
)

𝛼

𝑒𝑥𝑡+𝑦𝑡
2+𝑧𝑡3 (

21−𝑘𝑡𝑘

𝛽𝑏𝑒𝑡 − 𝑎𝑏
)

𝛾

𝑒𝑢𝑡+𝑣𝑡
2+𝑤𝑡3 

= (∑ 𝑃𝑛,𝛽
(𝛼)

𝐻
 

∞

𝑛=0

(𝑥, 𝑦, 𝑧; 𝑘, 𝑎, 𝑏)
𝑡𝑛

𝑛!
)(∑ 𝑃𝑘,𝛽

(𝛾)
𝐻
 

∞

𝑘=0

(𝑢, 𝑣, 𝑤; 𝑘, 𝑎, 𝑏)
𝑡𝑘

𝑘!
) 

=∑∑(
𝑛
𝑘
)

𝑛

𝑘=0

∞

𝑛=0

𝑃𝑛−𝑘,𝛽
(𝛼)

𝐻
 (𝑥, 𝑦, 𝑧; 𝑘, 𝑎, 𝑏) 𝑃𝑘,𝛽

(𝛾)
𝐻
 (𝑢, 𝑣, 𝑤; 𝑘, 𝑎, 𝑏)

𝑡𝑛

𝑛!
                                        (2.39) 

elde edilir. 
𝑡𝑛

𝑛!
  katsayıları eşitlenirse istenilen sonuca ulaşılır [21]. 



19 

 

2.6.1. Sonuç 

Her 𝑛 ∈ ℕ olmak üzere Hermite tabanlı Apostol-Bernoulli polinomlarının bir 

genelleştirmesi için  

∑(
𝑛
𝑘
) 𝐵𝑛−𝑘

(𝛼)
𝐻
 

𝑛

𝑘=0

(𝑥, 𝑦, 𝑧; 𝜆) 𝐵𝑘
(𝛽)(𝑢, 𝑣, 𝑤; 𝜆) = 𝐵𝑛

(𝛼+𝛽)(𝑥 + 𝑢, 𝑦 + 𝑣, 𝑧 + 𝑤; 𝜆)𝐻
 

𝐻
            (2.40) 

 

özelliği sağlanır [21]. 

2.6.2. Sonuç 

Her 𝑛 ∈ ℕ olmak üzere Hermite tabanlı Apostol-Euler polinomlarının bir genelleştirmesi 

için  

∑(
𝑛
𝑘
)

𝑛

𝑘=0

ℰ𝑛−𝑘
(𝛼)

𝐻
 (𝑥, 𝑦, 𝑧; 𝜆) ℰ𝑘

(𝛽)(𝑢, 𝑣, 𝑤; 𝜆) = ℰ𝑛
(𝛼+𝛽)(𝑥 + 𝑢, 𝑦 + 𝑣, 𝑧 + 𝑤; 𝜆)            (2.41)𝐻

 
𝐻
  

özelliği sağlanır [21]. 

2.6.3. Sonuç 

Her 𝑛 ∈ ℕ olmak üzere Hermite tabanlı Apostol-Genocchi polinomlarının bir 

genelleştirmesi için 

∑(
𝑛
𝑘
) 𝒢𝑛−𝑘

(𝛼)
𝐻
 

𝑛

𝑘=0

(𝑥, 𝑦, 𝑧; 𝜆) 𝒢𝑘
(𝛽)(𝑢, 𝑣, 𝑤; 𝜆) = 𝒢𝑛

(𝛼+𝛽)(𝑥 + 𝑢, 𝑦 + 𝑣, 𝑧 + 𝑤; 𝜆)           (2.42)𝐻
 

𝐻
  

özelliği sağlanır [21]. 

2.6.2. Teorem 

Her 𝑛 ∈ ℕ olmak üzere Hermite tabanlı Apostol-Bernoulli ve Apostol-Euler polinomlarının 

genelleştirme arasında 
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∑(
𝑛
𝑘
)

𝑛

𝑘=0

𝐵𝑛−𝑘
(𝛼)

𝐻
 (𝑥, 𝑦, 𝑧; 𝜆) ℰ𝑘

(𝛼)(𝑢, 𝑣, 𝑤; 𝜆)𝐻
  

= 2𝑛 𝐵𝑛
(𝛼) (

𝑥 + 𝑢

2
,
𝑦 + 𝑣

4
,
𝑧 + 𝑤

8
; 𝜆2)𝐻

                                                                                    (2.43) 

özelliği sağlanır [21]. 

İspat 

(2.28) de 𝑥 yerine  
𝑥+𝑢

2
, 𝑦 yerine  

𝑦+𝑣

4
, z yerine  

𝑧+𝑤

8
, λ yerine  𝜆2, 𝑡 yerine 2𝑡 alınıp, (2.28) 

ve (2.30) eşitlikleri kullanılırsa ve 𝑛 yerine 𝑛 − 𝑘 alınırsa 

∑ 𝐵𝑛
(𝛼) (

𝑥 + 𝑢

2
,
𝑦 + 𝑣

4
,
𝑧 + 𝑤

8
; 𝜆2)

(2𝑡)𝑛

𝑛!𝐻
 

∞

𝑛=0

 

= (
2𝑡

𝜆2𝑒2𝑡 − 1
)
𝛼

exp [(
𝑥 + 𝑢

2
) 2𝑡 + (

𝑦 + 𝑣

4
) (2𝑡)2 + (

𝑧 + 𝑤

8
) (2𝑡)3] 

 = (
𝑡

𝜆𝑒𝑡 − 1
)
α

exp(𝑥𝑡 + 𝑦𝑡2 + 𝑧𝑡3) (
2

𝜆𝑒𝑡 + 1
)
𝛼

exp(𝑢𝑡 + 𝑣𝑡2 + 𝑤𝑡3) 

= (∑ 𝐵𝑛𝐻
 (α)(𝑥, 𝑦, 𝑧; λ )

∞

𝑛=0

𝑡𝑛

𝑛!
) (∑ ℰ𝐻

 (𝛼)(𝑢, 𝑣, 𝑤; 𝜆)
𝑡𝑘

𝑘!

∞

𝑘=0

) 

=∑∑(
𝑛
𝑘
) 𝐵𝑛−𝑘

(𝛼)
𝐻
 (𝑥, 𝑦, 𝑧; 𝜆)

𝑛

𝑘=0

∞

𝑛=0

ℰ𝑘
(𝛼)(𝑢, 𝑣, 𝑤; 𝜆)𝐻

 
𝑡𝑛

𝑛!
                                                           (2.44) 

elde edilir. Son olarak 
𝑡𝑛

𝑛!
  katsayıları eşitlenerek ispat tamamlanmış olur [21]. 

 

 



21 

 

2.6.7. Tanım 

Her 𝑘 ∈ ℕ0 için 

 

𝒮𝑘(𝑛) =∑ⅈ𝑘
𝑛

ⅈ=0

                                                                                                                             (2.45) 

kuvvet toplamı olarak bilinir ve doğurucu fonksiyonu 

∑𝒮𝑘(𝑛)
𝑡𝑘

𝑘!

∞

𝑘=0

= 1 + 𝑒𝑡 + 𝑒2𝑡 +⋯+ 𝑒𝑛𝑡 =
𝑒(𝑛+1)𝑡 − 1

𝑒𝑡 − 1
                                                     (2.46) 

olarak verilmiştir [21, 27]. 

2.6.8. Tanım    

Keyfi gerçek ya da kompleks 𝜆 için  𝒮𝑘(𝑛, 𝜆 ) ifadesi tam sayı kuvvetlerinin genelleştirilmiş 

toplamı olarak bilinir ve doğurucu fonksiyonu 

∑𝒮𝑘(𝑛, 𝜆)
𝑡𝑘

𝑘!

∞

𝑘=0

=
𝜆𝑒(𝑛+1)𝑡 − 1

𝜆𝑒𝑡 − 1
                                                                                                 (2.47) 

eşitliği ile verilmiştir ve 𝜆 = 1 için 𝒮𝑘(𝑛, 1) = 𝒮𝑘(𝑛) dir [21, 27]. 

2.6.9. Tanım 

Her 𝑘 ∈ ℕ0 için 

ℳ𝑘(𝑛) =∑(−1)𝑘ⅈ𝑘
𝑛

ⅈ=0

                                                                                                                (2.48) 

 

kuvvet toplamı olarak bilinir ve doğurucu fonksiyonu 
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∑ℳ𝑘(𝑛)
𝑡𝑘

𝑘!

∞

𝑘=0

= 1 − 𝑒𝑡 + 𝑒2𝑡 −⋯+ (−1)𝑛𝑒𝑛𝑡 =
1 − (−𝑒𝑡)(𝑛+1)

𝑒𝑡 + 1
                               (2.49) 

olarak verilmiştir [21, 27]. 

2.6.10. Tanım 

Keyfi gerçek ya da kompleks 𝜆 için  ℳ𝑘(𝑛, 𝜆 ) ifadesi tam sayı kuvvetlerinin genelleştirilmiş 

toplamı olarak bilinir ve doğurucu fonksiyonu 

∑ℳ𝑘(𝑛, 𝜆)
𝑡𝑘

𝑘!

∞

𝑘=0

=
1 − 𝜆(−𝑒𝑡)(𝑛+1)

𝜆𝑒𝑡 + 1
                                                                                       (2.50) 

olarak verilmiştir ve 𝜆 = 1 için  ℳ𝑘(𝑛, 1) = ℳ𝑘(𝑛) dir [21]. Diğer bir yandan eğer 𝑛 çift 

ise o zaman  

𝒮𝑘(𝑛, −𝜆 ) = ℳ𝑘(𝑛, 𝜆)                                                                                                               (2.51) 

eşitliği geçerlidir [21, 27]. 

2.6.3. Teorem 

𝑐, 𝑑,𝑚 ∈ ℕ, 𝑛 ∈ ℕ0 olsun ve (2.37) koşullarını sağlasın. 

𝑡 parametresi yerine 𝑐𝑡 ve 𝑑𝑡 kullanılarak aşağıdaki simetrik özellik 

∑(
𝑛
𝑟
) 𝑐𝑛−𝑟𝑑𝑟+𝑘 𝑃𝑛−𝑟,𝛽

(𝑚)
𝐻
 

𝑛

𝑟=0

(𝑑𝑥, 𝑑2𝑦, 𝑑3𝑧; 𝑘, 𝑎, 𝑏) 

×∑(
𝑟
𝑙
)

𝑟

𝑙=0

𝒮𝑙 (𝑐 − 1; (
𝛽

𝑎
)
𝑏

) 𝑃𝑛−𝑟,𝛽
(𝑚−1)

𝐻
 (𝑐𝒳, 𝑐2𝒴, 𝑐3𝒵; 𝑘, 𝑎, 𝑏) 

=∑(
𝑛
𝑟
) 𝑑𝑛−𝑟𝑐𝑟+𝑘 𝑃𝑛−𝑟,𝛽

(𝑚) (𝑐𝑥, 𝑐2𝑦, 𝑐3𝑧; 𝑘, 𝑎, 𝑏)𝐻
 

𝑛

𝑟=0
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×∑(
𝑟
𝑙
)

𝑟

𝑙=0

𝒮𝑙 (𝑑 − 1; (
𝛽

𝑎
)
𝑏

) 𝑃𝑟−𝑙,𝛽
(𝑚−1)

𝐻
 (𝑑𝒳, 𝑑2𝒴, 𝑑3𝒵; 𝑘, 𝑎, 𝑏).                                           (2.52) 

elde edilmiştir [21]. 

İspat 

𝐺(𝑡) ≔
 2(1−𝑘)(2𝑚−1)𝑡2𝑘𝑚−𝑘𝑒𝑐𝑑𝑥𝑡+𝑦(𝑐𝑑𝑡)

2+𝑧(𝑐𝑑𝑡)3(𝛽𝑏𝑒𝑐𝑑𝑡 − 𝑎𝑏)

(𝛽𝑏𝑒𝑐𝑡 − 𝑎𝑏)𝑚
 

×
𝑒𝑐𝑑𝒳𝑡+𝒴(𝑐𝑑𝑡)

2+𝒵(𝑐𝑑𝑡)3

(𝛽𝑏𝑒𝑑𝑡 − 𝑎𝑏)𝑚
                                                                                                              (2.53) 

olsun. 𝐺(𝑡) fonksiyonu 

𝐺(𝑡) =
1

𝑐𝑘𝑚𝑑𝑘(𝑚−1)
(
21−𝑘𝑐𝑘𝑡𝑘

𝛽𝑏𝑒𝑐𝑡 − 𝑎𝑏
)

𝑚

𝑒𝑐𝑑𝑥𝑡+𝑦(𝑐𝑑𝑡)
2+𝑧(𝑐𝑑𝑡)3

(𝛽𝑏𝑒𝑐𝑑𝑡 − 𝑎𝑏)

(𝛽𝑏𝑒𝑑𝑡 − 𝑎𝑏)
 

× (
21−𝑘𝑑𝑘𝑡𝑘

𝛽𝑏𝑒𝑑𝑡 − 𝑎𝑏
)

𝑚−1

𝑒𝑐𝑑𝒳𝑡+𝒴(𝑐𝑑𝑡)
2+𝒵(𝑐𝑑𝑡)3                                                                            (2.54) 

aşağıdaki gibi yazılabilir. Burada Tanım 2.6.6 ve (2.47) eşitlikleri kullanılırsa 

𝐺(𝑡) =
1

𝑐𝑘𝑚𝑑𝑘(𝑚−1)
[∑ 𝑃𝑛,𝛽

(𝑚)
𝐻
 

∞

𝑛=0

(𝑑𝑥, 𝑑2𝑦, 𝑑3𝑧; 𝑘, 𝑎, 𝑏)
(𝑐𝑡)𝑛

𝑛!
] 

× [∑ 𝒮𝑙 (𝑐 − 1; (
𝛽

𝑎
)
𝑏

)

∞

𝑙=0

(𝑑𝑡)𝑙

𝑙!
] [∑ 𝑃𝑟,𝛽

(𝑚−1)(𝑐𝒳, 𝑐2𝒴, 𝑐3𝒵; 𝑘, 𝑎, 𝑏)
(𝑑𝑡)𝑟

𝑟!𝐻
 

∞

𝑟=0

]                (2.55) 

elde edilir. [28] deki Sonuç 2 kullanılırsa 

𝐺(𝑡) =
1

𝑐𝑘𝑚𝑑𝑘𝑚
∑[∑(

𝑛
𝑟
) 𝑐𝑛−𝑟𝑑𝑟+𝑘 𝑃𝑛−𝑟,𝛽

(𝑚) (𝑑𝑥, 𝑑2𝑦, 𝑑3𝑧; 𝑘, 𝑎, 𝑏)𝐻
 

𝑛

𝑟=0

∞

𝑛=0
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×∑(
𝑟
𝑙
)

𝑟

𝑙=0

𝒮𝑙 (𝑐 − 1; (
𝛽

𝑎
)
𝑏

) 𝑃𝑟−𝑙,𝛽
(𝑚−1)

𝐻
 (𝑐𝒳, 𝑐2𝒴, 𝑐3𝒵; 𝑘, 𝑎, 𝑏)]

𝑡𝑛

𝑛!
                                      (2.56) 

elde edilir. 

Benzer bir şekilde 

𝐺(𝑡) =
1

𝑑𝑘𝑚𝑐𝑘(𝑚−1)
(
21−𝑘𝑑𝑘𝑡𝑘

𝛽𝑏𝑒𝑐𝑡 − 𝑎𝑏
)

𝑚

𝑒𝑐𝑑𝑥𝑡+𝑦(𝑐𝑑𝑡)
2+𝑧(𝑐𝑑𝑡)3

(𝛽𝑏𝑒𝑐𝑑𝑡 − 𝑎𝑏)

(𝛽𝑏𝑒𝑑𝑡 − 𝑎𝑏)
 

× (
21−𝑘𝑐𝑘𝑡𝑘

𝛽𝑏𝑒𝑑𝑡 − 𝑎𝑏
)

𝑚−1

𝑒𝑐𝑑𝒳𝑡+𝒴(𝑐𝑑𝑡)
2+𝒵(𝑐𝑑𝑡)3  

=
1

𝑐𝑘𝑚𝑑𝑘𝑚
∑[∑(

𝑛
𝑟
)𝑑𝑛−𝑟𝑐𝑟+𝑘 𝑃𝑛−𝑟,𝛽

(𝑚) (𝑐𝑥, 𝑐2𝑦, 𝑐3𝑧; 𝑘, 𝑎, 𝑏)𝐻
 

𝑛

𝑟=0

∞

𝑛=0

 

×∑ (
𝑟
𝑙
) 𝒮𝑙 (𝑑 − 1; (

𝛽

𝑎
)
𝑏

) 𝑃𝑟−𝑙,𝛽
(𝑚−1)

𝐻
 (𝑑𝒳, 𝑑2𝒴, 𝑑3𝒵; 𝑘, 𝑎, 𝑏)

𝑟

𝑙=0

]
𝑡𝑛

𝑛!
                                   (2.57) 

olup, Eş. 2.56 ve Eş. 2.57’den ispat tamamlanmış olur [21]. 

Burada 𝑘 = 𝑎 = 𝑏 = 1 𝑣𝑒 𝛽 = 𝜆 alınırsa Sonuç 2.6.4 elde edilir. 

2.6.4. Sonuç 

Her 𝑐, 𝑑,𝑚 ∈ ℕ, 𝑛 ∈ ℕ0, 𝜆 ∈ ℂ olmak üzere Hermite tabanlı Apostol-Bernoulli polinomları 

için  

 ∑(
𝑛
𝑟
) 𝑐𝑛−𝑟𝑑𝑟+1 𝐵𝑛−𝑟

(𝑚)
𝐻
 

𝑛

𝑟=0

(𝑑𝑥, 𝑑2𝑦, 𝑑3𝑧, 𝜆) 

×∑(
𝑟
𝑙
)

𝑟

𝑙=0

𝒮𝑙(𝑐 − 1; 𝜆) 𝐵𝑟−𝑙
(𝑚−1)

𝐻
 (𝑐𝒳, 𝑐2𝒴, 𝑐3𝒵, 𝜆)  
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=∑(
𝑛
𝑟
) 𝑑𝑛−𝑟𝑐𝑟+1 𝐵𝑛−𝑟

(𝑚)(𝑐𝑥, 𝑐2𝑦, 𝑐3𝑧, 𝜆)𝐻
 

𝑛

𝑟=0

  

×∑(
𝑟
𝑙
)

𝑟

𝑙=0

𝒮𝑙(𝑑 − 1; 𝜆) 𝐵𝑟−𝑙
(𝑚−1)

𝐻
 (𝑑𝒳, 𝑑2𝒴, 𝑑3𝒵, 𝜆)                                                               (2.58) 

simetrik eşitliği sağlanır [21]. 

𝑘 + 1 = −𝑎 = 𝑏 = 1 , 𝛽 = 𝜆 ve Eş. 2.51 dikkate alınarak Sonuç 2.6.5 elde edilir. 

2.6.5. Sonuç 

Her 𝑐, 𝑑,𝑚 ∈ ℕ, 𝑛 ∈ ℕ0, 𝜆 ∈ ℂ olsun. Her bir pozitif çift tamsayı çifti 𝑐 ve 𝑑 için ya da her 

bir pozitif tek tamsayı çifti 𝑐 ve 𝑑 için  

∑(
𝑛
𝑟
) 𝑐𝑛−𝑟𝑑𝑟+1 ℰ𝑛−𝑟

(𝑚)
𝐻
 

𝑛

𝑟=0

(𝑑𝑥, 𝑑2𝑦, 𝑑3𝑧, 𝜆) 

×∑(
𝑟
𝑙
)

𝑟

𝑙=0

ℳ𝑙(𝑐 − 1; 𝜆) ℰ𝑟−𝑙
(𝑚−1)

𝐻
 (𝑐𝒳, 𝑐2𝒴, 𝑐3𝒵, 𝜆)   

=∑(
𝑛
𝑟
) 𝑑𝑛−𝑟𝑐𝑟+1 ℰ𝑛−𝑟

(𝑚)(𝑐𝑥, 𝑐2𝑦, 𝑐3𝑧, 𝜆)𝐻
 

𝑛

𝑟=0

 

×∑(
𝑟
𝑙
)

𝑟

𝑙=0

ℳ𝑙(𝑑 − 1; 𝜆) ℰ𝑟−𝑙
(𝑚−1)

𝐻
 (𝑑𝒳, 𝑑2𝒴, 𝑑3𝒵, 𝜆).                                                            (2.59) 

simetrik eşitliği elde edilir [21]. 

𝑘 = −2𝑎 = 𝑏 = 1 ve 2𝛽 = 𝜆 kabul edilerek ve Eş. 2.51 dikkate alınarak Sonuç 2.6.6 elde 

edilir. 
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2.6.6. Sonuç 

Her 𝑐, 𝑑,𝑚 ∈ ℕ, 𝑛 ∈ ℕ0, 𝜆 ∈ ℂ olsun. Her bir pozitif çift tamsayı çifti 𝑐 𝑣𝑒 𝑑 için ya da her 

bir pozitif tek tamsayı çifti 𝑐 𝑣𝑒 𝑑 için  

∑(
𝑛
𝑟
) 𝑐𝑛−𝑟𝑑𝑟+1 𝒢𝑛−𝑟

(𝑚)
𝐻
 

𝑛

𝑟=0

(𝑑𝑥, 𝑑2𝑦, 𝑑3𝑧, 𝜆) 

×∑(
𝑟
𝑙
)

𝑟

𝑙=0

ℳ𝑙(𝑐 − 1; 𝜆) 𝒢𝑟−𝑙
(𝑚−1)

𝐻
 (𝑐𝒳, 𝑐2𝒴, 𝑐3𝒵, 𝜆)     

=∑(
𝑛
𝑟
) 𝑑𝑛−𝑟𝑐𝑟+1 𝒢𝑛−𝑟

(𝑚)(𝑐𝑥, 𝑐2𝑦, 𝑐3𝑧, 𝜆)𝐻
 

𝑛

𝑟=0

                                                     

×∑(
𝑟
𝑙
)

𝑟

𝑙=0

ℳ𝑙(𝑑 − 1; 𝜆) 𝒢𝑟−𝑙
(𝑚−1)

𝐻
 (𝑑𝒳, 𝑑2𝒴, 𝑑3𝒵, 𝜆)                                                             (2.60) 

simetrik eşitliği elde edilir [21]. 

2.7. Genelleştirilmiş Hermite Tabanlı Apostol Polinomları İçin Kapalı Formüller 

Bu bölümde  

 𝑓𝑎,𝑏
(𝛼)(𝑥, 𝑦, 𝑧; 𝑡; 𝑘, 𝛽) ≔ (

21−𝑘𝑡𝑘

𝛽𝑏𝑒𝑡 − 𝑎𝑏
)

𝛼

𝑒𝑥𝑡+𝑦𝑡
2+𝑧𝑡3 = ∑ 𝑃𝑛,𝛽

(𝛼)
𝐻
 

∞

𝑛=0

(𝑥, 𝑦, 𝑧; 𝑘, 𝑎, 𝑏)
𝑡𝑛

𝑛!
, 

 

 𝑓𝑎,𝑏
(1)(𝑥, 𝑦, 𝑧; 𝑡; 𝑘, 𝛽) ≔ (

21−𝑘𝑡𝑘

𝛽𝑏𝑒𝑡 − 𝑎𝑏
)

 

𝑒𝑥𝑡+𝑦𝑡
2+𝑧𝑡3 = ∑ 𝑃𝑛,𝛽

 
𝐻
 

∞

𝑛=0

(𝑥, 𝑦, 𝑧; 𝑘, 𝑎, 𝑏)
𝑡𝑛

𝑛!
 

eşitlikleri dikkate alınacaktır [21]. Burada 

[ 𝑓𝑎,𝑏
(1) (

𝑥

𝛼
,
𝑦

𝛼
,
𝑧

𝛼
; 𝑡; 𝑘, 𝛽)]

𝛼

=  𝑓𝑎,𝑏
(𝛼)(𝑥, 𝑦, 𝑧; 𝑡; 𝑘, 𝛽)                                                                  (2.61)  
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dır [21]. 

2.7.1. Teorem 

(2.37) koşulları sağlansın. Bu durumda 

∑(
𝑛
𝑙
)

𝑛

𝑙=0

[ 𝑃𝑛−𝑙+1,𝛽
(𝛼)

𝐻
 (𝑥, 𝑦, 𝑧; 𝑘, 𝑎, 𝑏) 𝑃𝑙,𝛽

 
𝐻
 (

𝑥

𝛼
,
𝑦

𝛼
,
𝑧

𝛼
; 𝑘; 𝑎, 𝑏) 

−𝛼 𝑃𝑛−𝑙,𝛽
(𝛼) (𝑥, 𝑦, 𝑧; 𝑘, 𝑎, 𝑏) 𝑃𝑙+1,𝛽

 (
𝑥

𝛼
,
𝑦

𝛼
,
𝑧

𝛼
; 𝑘; 𝑎, 𝑏)𝐻

 
𝐻
 ] = 0                                                  (2.62) 

eşitliği elde edilmiştir [21]. 

İspat  

Eş. 2.61’in her iki tarafının logaritması alındıktan sonra 𝑡’ye göre türev alınarak, 

𝜕𝑓𝑎,𝑏
(𝛼)(𝑥, 𝑦, 𝑧; 𝑡; 𝑘, 𝛽)

𝜕𝑡
 𝑓𝑎,𝑏
(1) (

𝑥

𝛼
,
𝑦

𝛼
,
𝑧

𝛼
; 𝑡; 𝑘, 𝛽) 

= 𝛼𝑓𝑎,𝑏
(𝛼)(𝑥, 𝑦, 𝑧; 𝑡; 𝑘, 𝛽)

𝜕𝑓𝑎,𝑏
(1) (

𝑥

𝛼
,
𝑦

𝛼
,
𝑧

𝛼
; 𝑡; 𝑘, 𝛽)

𝜕𝑡
                                                                     (2.63) 

elde edilmiştir. Bu eşitlikte doğurucu fonksiyonlar yerine yazılarak 

(∑𝑛 𝑃𝑛,𝛽
(𝛼)

𝐻
 

∞

𝑛=1

(𝑥, 𝑦, 𝑧; 𝑘, 𝑎, 𝑏)
𝑡𝑛−1

𝑛!
)(∑ 𝑃𝑙,𝛽

 
𝐻
 (

𝑥

𝛼
,
𝑦

𝛼
,
𝑧

𝛼
; 𝑘; 𝑎, 𝑏)

𝑡𝑙

𝑙!

∞

𝑙=0

)  

= (𝛼∑ 𝑃𝑛,𝛽
(𝛼)

𝐻
 

∞

𝑛=0

(𝑥, 𝑦, 𝑧; 𝑘, 𝑎, 𝑏)
𝑡𝑛

𝑛!
) (∑𝑙 𝑃𝑙,𝛽

 
𝐻
 (

𝑥

𝛼
,
𝑦

𝛼
,
𝑧

𝛼
; 𝑘; 𝑎, 𝑏)

𝑡𝑙−1

𝑙!

∞

𝑙=0

) 

elde edilir. Gerekli düzenlemelerle 
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(∑ 𝑃𝑛+1,𝛽
(𝛼)

𝐻
 

∞

𝑛=0

(𝑥, 𝑦, 𝑧; 𝑘, 𝑎, 𝑏)
𝑡𝑛

𝑛!
) (∑ 𝑃𝑙,𝛽

 
𝐻
 (

𝑥

𝛼
,
𝑦

𝛼
,
𝑧

𝛼
; 𝑘; 𝑎, 𝑏)

𝑡𝑙

𝑙!

∞

𝑙=0

) 

= (𝛼∑ 𝑃𝑛,𝛽
(𝛼)

𝐻
 

∞

𝑛=0

(𝑥, 𝑦, 𝑧; 𝑘, 𝑎, 𝑏)
𝑡𝑛

𝑛!
) (∑ 𝑃𝑙+1,𝛽

 
𝐻
 (

𝑥

𝛼
,
𝑦

𝛼
,
𝑧

𝛼
; 𝑘; 𝑎, 𝑏)

𝑡𝑙

𝑙!

∞

𝑙=0

)                        (2.64) 

eşitliği bulunur. Burada 𝑛 yerine 𝑛 − 𝑙 alınarak 

∑[∑(
𝑛
𝑙
) 𝑃𝑛−𝑙+1,𝛽

(𝛼) (𝑥, 𝑦, 𝑧; 𝑘, 𝑎, 𝑏) 𝑃𝑙,𝛽
 

𝐻
 (

𝑥

𝛼
,
𝑦

𝛼
,
𝑧

𝛼
; 𝑘; 𝑎, 𝑏)𝐻

 

𝑛

𝑙=0

]

∞

𝑛=0

𝑡𝑛

𝑛!
 

= 𝛼∑ [∑(
𝑛
𝑙
) 𝑃𝑛−𝑙,𝛽

(𝛼) (𝑥, 𝑦, 𝑧; 𝑘, 𝑎, 𝑏) 𝑃𝑙+1,𝛽
 

𝐻
 (

𝑥

𝛼
,
𝑦

𝛼
,
𝑧

𝛼
; 𝑘; 𝑎, 𝑏)𝐻

 

𝑛

𝑙=0

]
𝑡𝑛

𝑛!

∞

𝑛=0

                           (2.65) 

ispat tamamlanmıştır [21]. 

2.7.1. Sonuç 

𝑘 = 𝑎 = 𝑏 = 1 ve 𝛽 = 𝜆 olsun. Her 𝑚 ∈ ℕ, 𝑛 ∈ ℕ0, 𝜆 ∈ ℂ olmak üzere genelleştirilmiş 

Apostol-Bernoulli polinomları için 

∑(
𝑛
𝑘
) [ 𝐵𝑛−𝑘+1

(𝛼)
𝐻
 

∞

𝑘=0

(𝑥, 𝑦, 𝑧; 𝜆) 𝐵𝑘
 (
𝑥

𝛼
,
𝑦

𝛼
,
𝑧

𝛼
; 𝜆)𝐻

  

−𝛼 𝐵𝑛−𝑘
(𝛼) (𝑥, 𝑦, 𝑧; 𝜆) 𝐵𝑘+1

 (
𝑥

𝛼
,
𝑦

𝛼
,
𝑧

𝛼
; 𝜆)𝐻

 
𝐻
 ] = 0                                                                       (2.66) 

eşitliği elde edilmiştir [21]. 𝜆 = 1 özel durumu [29] da elde edilmiştir. 

2.7.2. Sonuç 

𝑘 + 1 = −𝑎 = 𝑏 = 1 ve 𝛽 = 𝜆 olsun. Her 𝑚 ∈ ℕ, 𝑛 ∈ ℕ0, 𝜆 ∈ ℂ olmak üzere 

genelleştirilmiş Apostol-Euler polinomları için  
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∑(
𝑛
𝑘
) [ ℰ𝑛−𝑘+1

(𝛼)
𝐻
 

∞

𝑘=0

(𝑥, 𝑦, 𝑧; 𝜆) ℰ𝑘
 (
𝑥

𝛼
,
𝑦

𝛼
,
𝑧

𝛼
; 𝜆)𝐻

  

−𝛼 ℰ𝑛−𝑘
(𝛼) (𝑥, 𝑦, 𝑧; 𝜆) ℰ𝑘+1

 (
𝑥

𝛼
,
𝑦

𝛼
,
𝑧

𝛼
; 𝜆)𝐻

 
𝐻
 ] = 0                                                                       (2.67) 

eşitliği elde edilmiştir [21]. 𝜆 = 1 özel durumu [29] da elde edilmiştir. 

2.7.3. Sonuç 

𝑘 = −2𝑎 = 𝑏 = 1 ve 2𝛽 = 𝜆 olsun. Her 𝑚 ∈ ℕ, 𝑛 ∈ ℕ0, 𝜆 ∈ ℂ olmak üzere genelleştirilmiş 

Apostol-Genocchi polinomları için  

∑(
𝑛
𝑘
) [ 𝒢𝑛−𝑘+1

(𝛼)
𝐻
 

∞

𝑘=0

(𝑥, 𝑦, 𝑧; 𝜆) 𝒢𝑘
 (
𝑥

𝛼
,
𝑦

𝛼
,
𝑧

𝛼
; 𝜆)𝐻

  

−𝛼 𝒢𝑛−𝑘
(𝛼) (𝑥, 𝑦, 𝑧; 𝜆) 𝒢𝑘+1

 (
𝑥

𝛼
,
𝑦

𝛼
,
𝑧

𝛼
; 𝜆)𝐻

 
𝐻
 ] = 0                                                                       (2.68) 

eşitliği elde edilmiştir [21]. 𝜆 = 0 özel durumu [29] da elde edilmiştir. 

2.7.2. Teorem 

(2.37) özellikleri sağlansın. Hermite tabanlı Apostol polinomları ile üç değişkenli Hermite 

polinomları arasında  

𝑃𝑛+𝑚,𝛽
(𝛼) (𝒳,𝒴, 𝒵; 𝑘, 𝑎, 𝑏)𝐻

  

= ∑ (
𝑛
𝑟
) (
𝑚
𝑙
)𝐻𝑟+𝑙

(3) (𝒳 − 𝑥,𝒴 − 𝑦, 𝒵 − 𝑧) 𝑃𝑛+𝑚−𝑟−𝑙
(𝛼)

𝐻
 

 

𝑛,𝑚

𝑟,𝑙=0

(𝑥, 𝑦, 𝑧; 𝑘, 𝑎, 𝑏).                       (2.69) 

özelliği sağlanır [21]. 𝜆 = 1 özel durumu [29] da elde edilmiştir. 
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İspat  

Eş. 2.34 kullanılarak  

(
21−𝑘(𝑡 + 𝑤)𝑘

𝛽𝑏𝑒(𝑡+𝑤) − 𝑎𝑏
) 𝑒𝑥(𝑡+𝑤)+𝑦(𝑡+𝑤)

2+𝑧(𝑡+𝑤)3 = ∑ 𝑃𝑛,𝛽
(𝛼)

𝐻
 

∞

𝑛=0

(𝑥, 𝑦, 𝑧; 𝑘, 𝑎, 𝑏)
(𝑡 + 𝑤)𝑛

𝑛!
  

= ∑ 𝑃𝑛+𝑚,𝛽
(𝛼)

𝐻
 

∞

𝑛,𝑚=0

(𝑥, 𝑦, 𝑧; 𝑘, 𝑎, 𝑏)
𝑡𝑛

𝑛!

𝑤𝑚

𝑚!
                                                                                 (2.70) 

eşitliği yazılmıştır. Buradan 

(
21−𝑘(𝑡 + 𝑤)𝑘

𝛽𝑏𝑒(𝑡+𝑤) − 𝑎𝑏
) = (𝑒−𝑥(𝑡+𝑤)−𝑦(𝑡+𝑤)

2−𝑧(𝑡+𝑤)3) 

× ∑ 𝑃𝑛+𝑚,𝛽
(𝛼)

𝐻
 

∞

𝑛,𝑚=0

(𝑥, 𝑦, 𝑧; 𝑘, 𝑎, 𝑏)
𝑡𝑛

𝑛!

𝑤𝑚

𝑚!
                                                                                  (2.71) 

elde edilmiştir. 

Her iki taraf  (𝑒𝒳(𝑡+𝑤)+𝒴(𝑡+𝑤)
2+𝒵(𝑡+𝑤)3) ile çarpılarak, 

(
21−𝑘(𝑡 + 𝑤)𝑘

𝛽𝑏𝑒(𝑡+𝑤) − 𝑎𝑏
) (𝑒𝒳(𝑡+𝑤)+𝒴(𝑡+𝑤)

2+𝒵(𝑡+𝑤)3) 

= (𝑒(𝒳−𝑥)(𝑡+𝑤)+(𝒴−𝑦)(𝑡+𝑤)
2+(𝒵−𝑧)(𝑡+𝑤)3) ∑ 𝑃𝑛+𝑚,𝛽

(𝛼)
𝐻
 

∞

𝑛,𝑚=0

(𝑥, 𝑦, 𝑧; 𝑘, 𝑎, 𝑏)
𝑡𝑛

𝑛!

𝑤𝑚

𝑚!
   

eşitliği elde edilmiştir. 

Eşitliğin sağ tarafına Eş. 2.22 ve Eş. 2.71 dikkate alınarak, 𝑛 yerine 𝑛 − 𝑟 ve 𝑚 yerine 

𝑚 − 𝑙 yazılırsa 
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∑ 𝑃𝑛+𝑚,𝛽
(𝛼)

𝐻
 

∞

𝑛,𝑚=0

(𝒳,𝒴, 𝒵; 𝑘, 𝑎, 𝑏)
𝑡𝑛

𝑛!

𝑤𝑚

𝑚!
 

= ( ∑ 𝑃𝑛+𝑚,𝛽
(𝛼)

𝐻
 

∞

𝑛,𝑚=0

(𝑥, 𝑦, 𝑧; 𝑘, 𝑎, 𝑏)
𝑡𝑛

𝑛!

𝑤𝑚

𝑚!
)(∑ 𝐻𝑟+𝑙

(3) (𝒳 − 𝑥, 𝒴 − 𝑦, 𝒵 − 𝑧)

∞

𝑟,𝑙=0

𝑡𝑟

𝑟!

𝑤𝑙

𝑙!
) 

= ∑ ∑ (
𝑛
𝑟
) (
𝑚
𝑙
)

𝑛,𝑚

𝑟,𝑙=0

∞

𝑛,𝑚=0

𝐻𝑟+𝑙
(3) (𝒳 − 𝑥,𝒴 − 𝑦, 𝒵 − 𝑧)    

× 𝑃𝑛+𝑚−𝑟−𝑙
(𝛼)

𝐻
 (𝑥, 𝑦, 𝑧; 𝑘, 𝑎, 𝑏)

𝑡𝑛

𝑛!

𝑤𝑚

𝑚!
                                                                                        (2.72) 

olup,  
𝑡𝑛

𝑛!
,
𝑤𝑚

𝑚!
′ in katsayılarının eşitlenmesiyle ispat tamamlanmıştır [21]. 

2.7.4. Sonuç 

𝑘 = 𝑎 = 𝑏 = 1 ve 𝛽 = 𝜆 olsun. Her 𝑚 ∈ ℕ, 𝑛 ∈ ℕ0, 𝜆 ∈ ℂ olmak üzere genelleştirilmiş 

Hermite tabanlı Apostol-Bernoulli polinomları ve üç değişkenli Hermite polinomları 

arasında  

𝐵𝑛+𝑚
(𝛼)

𝐻
 (𝒳,𝒴, 𝒵; 𝜆) = ∑ (

𝑛
𝑘
) (
𝑚
𝑙
)

𝑛,𝑚

𝑘,𝑙=0

𝐻𝑘+𝑙
(3) (𝒳 − 𝑥,𝒴 − 𝑦, 𝒵 − 𝑧) 𝐵𝑛+𝑚−𝑘−𝑙

(𝛼)
𝐻
 (𝑥, 𝑦, 𝑧; 𝜆)   

özelliği vardır [21]. 𝜆 = 1 özel durumu [29] da elde edilmiştir. 

2.7.5. Sonuç 

𝑘 + 1 = −𝑎 = 𝑏 = 1 ve 𝛽 = 𝜆 olsun. Her 𝑚 ∈ ℕ, 𝑛 ∈ ℕ0, 𝜆 ∈ ℂ olmak üzere 

genelleştirilmiş Hermite tabanlı Apostol-Euler polinomları ve üç değişkenli Hermite 

polinomları arasında 

ℰ𝑛+𝑚
(𝛼)

𝐻
 (𝒳,𝒴, 𝒵; 𝜆) = ∑ (

𝑛
𝑘
) (
𝑚
𝑙
)

𝑛,𝑚

𝑘,𝑙=0

𝐻𝑘+𝑙
(3) (𝒳 − 𝑥,𝒴 − 𝑦, 𝒵 − 𝑧) ℰ𝑛+𝑚−𝑘−𝑙

(𝛼)
𝐻
 (𝑥, 𝑦, 𝑧; 𝜆)  
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özelliği bulunmaktadır [21]. 𝜆 = 1 özel durumu [29] da elde edilmiştir. 

2.7.6. Sonuç 

𝑘 = −2𝑎 = 𝑏 = 1 ve 2𝛽 = 𝜆 olsun. Her 𝑚 ∈ ℕ, 𝑛 ∈ ℕ0, 𝜆 ∈ ℂ olmak üzere genelleştirilmiş 

Hermite tabanlı Apostol-Genocchi polinomları ve üç değişkenli Hermite polinomları 

arasında 

𝒢𝑛+𝑚
(𝛼)

𝐻
 (𝒳,𝒴, 𝒵; 𝜆) = ∑ (

𝑛

𝑘
) (
𝑚

𝑙
)

𝑛,𝑚

𝑘,𝑙=0

𝐻𝑘+𝑙
(3) (𝒳− 𝑥,𝒴 − 𝑦, 𝒵 − 𝑧) 𝒢

𝑛+𝑚−𝑘−𝑙
(𝛼)

𝐻

 
(𝑥, 𝑦, 𝑧; 𝜆) 

özelliği gerçeklenir [21]. 𝜆 = 1 özel durumu [29] da elde edilmiştir. 

Yukarıdaki bilgiler ışığında yeni bir polinom ailesi olan iki kez yinelenen üç değişkenli 

Hermite tabanlı Appell polinomlarını ve bu polinom sınıfı için doğurucu fonksiyonu, 

rekürans bağıntılarını, arttıran ve azaltan operatörleri, kısmi-integro-arttıran, kısmi-integro-

azaltan operatörlerini ve son olarak da diferensiyel denklemleri elde edilecektir. Ve ayrıca 

bu polinom ailesi için özel durumlara örnekler verilerek, elde edilen yeni alt aileler için 

özellikler elde edilecektir. 
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3. İKİ KEZ YİNELENEN ÜÇ DEĞİŞKENLİ HERMITE TABANLI 

APPELL POLİNOMLARININ BAZI ÖZELLİKLERİ 

Bu bölümde ilk olarak iki kez yinelenen Appell polinomlarının tanımından bahsedilecektir 

[30]. Daha sonra ise iki kez yinelenen Hermite tabanlı Appell polinomları doğurucu 

fonksiyon ile tanımlanacaktır. Ardından bu polinom ailesinin rekürans bağıntısı, determinant 

gösterimi, arttıran ve azalan operatörleri, diferensiyel denklemi verilecektir. Bu bölümde 

verilen iki kez yinelenen üç değişkenli Hermite tabanlı Appell polinomları ve bazı özellikleri 

Güngören ve Çekim [31] tarafından sunulmuştur. Bu tanımlanan polinom ailesinde 

𝑎2(𝑡) = 1 durumunda bazı özellikler [20] ile verilen çalışmada incelenmiştir. 

 

3.1. İki Kez Yinelenen Appell Polinom Ailesinin Tanımı ve Özellikleri 

İki kez yinelenen Appell polinomlarının doğurucu fonksiyonu 

𝑎2(𝑡)𝑎1(𝑡)𝑒
𝑥𝑡 =∑𝑅𝑘

[2](𝑥)
𝑡𝑘

𝑘!

∞

𝑘=0

                                                                                                  (3.1) 

olup, burada 

𝑎1(𝑡) = ∑𝛼𝑘
𝑡𝑘

𝑘!
, 𝛼0

∞

𝑘=0

≠ 0                                                                                                           (3.2) 

ve  

𝑎2(𝑡) = ∑𝛽𝑘
𝑡𝑘

𝑘!
, 𝛽0

∞

𝑘=0

≠ 0                                                                                                            (3.3) 

şeklinde tanımlanmıştır [30]. 

Benzer bir düşünce ile üç değişkenli Hermite Appell polinom ailesinin genel bir ailesini 

tanımlamak için ilk önce üç değişkenli Hermite polinomlarının tanımı verilecektir. 
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3.1.1. Tanım 

Üç değişkenli Hermite polinomlarının doğurucu fonksiyonu  

𝑒𝑥𝑡+𝑦𝑡
2+𝑧𝑡3 =∑𝐻𝑛(𝑥, 𝑦, 𝑧)

𝑡𝑛

𝑛!

∞

𝑛=0

                                                                                                 (3.4) 

şeklindedir [19]. Buradan bu polinom ailesinin açık gösterimini bulmak için 

 𝑒𝑥𝑡, 𝑒𝑦𝑡
2
, 𝑒𝑧𝑡

3
′ ün Taylor seri açılımları kullanılıp, sırasıyla  𝑛 yerine 𝑛 − 2𝑚, 

 𝑛 yerine 𝑛 − 3𝑟 alınırsa 

∑𝐻𝑛(𝑥, 𝑦, 𝑧)
𝑡𝑛

𝑛!

∞

𝑛=0

= 𝑒𝑥𝑡+𝑦𝑡
2+𝑧𝑡3 = (∑𝑥𝑛

∞

𝑛=0

𝑡𝑛

𝑛!
) (∑ 𝑦𝑚

∞

𝑚=0

𝑡2𝑚

𝑚!
)(∑𝑧𝑟

∞

𝑟=0

𝑡3𝑟

𝑟!
) 

=∑  ∑  

⟦
𝑛

2
⟧

𝑚=0

∞

𝑛=0

𝑥𝑛−2𝑚𝑦𝑚𝑡𝑛−2𝑚𝑡2𝑚

(𝑛 − 2𝑚)!𝑚!
(∑  𝑧𝑟

𝑡3𝑟

𝑟!

∞

𝑟=0

) 

=∑  ∑  

⟦
𝑛

2
⟧

𝑚=0

∞

𝑛=0

𝑥𝑛−2𝑚𝑦𝑚𝑡𝑛

(𝑛 − 2𝑚)!𝑚!

𝑛!

𝑛!
(∑ 𝑧𝑟

𝑡3𝑟

𝑟!

∞

𝑟=0

) 

 

=∑  ∑ 

⟦
𝑛

3
⟧

𝑟=0

∑  

⟦
𝑛−3𝑟

2
⟧

𝑚=0

∞

𝑛=0

𝑥𝑛−3𝑟−2𝑚𝑦𝑚𝑡𝑛−3𝑟(𝑛 − 3𝑟)! 𝑧𝑟𝑡3𝑟

(𝑛 − 3𝑟 − 2𝑚)! 𝑛! (𝑛 − 3𝑟)! 𝑟!
 

=∑  ∑ 

⟦
𝑛

3
⟧

𝑟=0

∑  

⟦
𝑛−3𝑟

2
⟧

𝑚=0

∞

𝑛=0

𝑥𝑛−3𝑟−2𝑚𝑦𝑚𝑡𝑛−3𝑟(𝑛 − 3𝑟)! 𝑧𝑟𝑡3𝑟

(𝑛 − 3𝑟 − 2𝑚)! 𝑛! (𝑛 − 3𝑟)! 𝑟!

(2𝑚)!

(2𝑚)!

𝑛!

𝑛!

(3𝑟)!

(3𝑟)!
 

elde edilir. Böylece 
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∑𝐻𝑛(𝑥, 𝑦, 𝑧)
𝑡𝑛

𝑛!

∞

𝑛=0

=∑  ∑ ∑  

⟦
𝑛−3𝑟

2
⟧

𝑚=0

⟦
𝑛

3
⟧

𝑟=0

∞

𝑛=0

(
𝑛 − 3𝑟
2𝑚

) (
𝑛
3𝑟
) 𝑥𝑛−3𝑟−2𝑚𝑦𝑚𝑧𝑟

(2𝑚)!

𝑚!

(3𝑟)!

𝑟!

𝑡𝑛

𝑛!
    (3.5) 

olup,  
𝑡𝑛

𝑛!
′ in katsayılarının eşitlenmesiyle üç değişkenli Hermite polinomlarının açık 

gösterimi  

𝐻𝑛(𝑥, 𝑦, 𝑧) =∑ ∑  

⟦
𝑛−3𝑟

2
⟧

𝑚=0

⟦
𝑛

3
⟧

𝑟=0

(
𝑛 − 3𝑟
2𝑚

) (
𝑛
3𝑟
) 𝑥𝑛−3𝑟−2𝑚𝑦𝑚𝑧𝑟

(2𝑚)!

𝑚!

(3𝑟)!

𝑟!
                              (3.6) 

şeklinde elde edilmiş olur.  

3.1.2. Tanım 

Üç değişkenli Hermite tabanlı Appell polinomlarının doğurucu fonksiyonu 

 

∑ 𝐴𝑛
 

𝐻
 (𝑥, 𝑦, 𝑧)

∞

𝑛=0

𝑡𝑛

𝑛!
= 𝐴(𝑡)𝑒𝑥𝑡+𝑦𝑡

2+𝑧𝑡3 

şeklindedir [19]. 

Burada 

𝐴(𝑡) = ∑𝑎𝑛
𝑡𝑛

𝑛!

∞

𝑛=0

 , 𝑎0 ≠ 0 

dır. Buradan bu polinom ailesinin açık gösterimini bulmak için (3.6) kullanılarak ve eşitliğin 

sağ tarafında 𝑛 yerine 𝑛 − 𝑘 yazılarak 

∑ 𝐴𝑛
 

𝐻
 (𝑥, 𝑦, 𝑧)

∞

𝑛=0

𝑡𝑛

𝑛!
= 𝐴(𝑡)𝑒𝑥𝑡+𝑦𝑡

2+𝑧𝑡3 

= (∑𝑎𝑛

∞

𝑛=0

𝑡𝑛

𝑛!
) (∑𝐻𝑘(𝑥, 𝑦, 𝑧)

𝑡𝑘

𝑘!

∞

𝑘=0

) 
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=∑∑𝑎𝑛−𝑘

𝑛

𝑘=0

∞

𝑛=0

𝐻𝑘(𝑥, 𝑦, 𝑧)
𝑡𝑛−𝑘𝑡𝑘

(𝑛 − 𝑘)! 𝑘!

𝑛!

𝑛!
 

=∑∑(
𝑛

𝑘
) 𝑎𝑛−𝑘

𝑛

𝑘=0

∞

𝑛=0

𝐻𝑘(𝑥, 𝑦, 𝑧)
𝑡𝑛

𝑛!
 

=∑∑(
𝑛

𝑘
) 𝑎𝑛−𝑘 

𝑛

𝑘=0

∞

𝑛=0

∑ ∑ (
𝑘 − 3𝑟
2𝑚

) (
𝑘
3𝑟
) 𝑥𝑘−3𝑟−2𝑚𝑦𝑚𝑧𝑟

(2𝑚)!

𝑚!

(3𝑟)!

𝑟!
 

⟦
𝑘−3𝑟

2
⟧

𝑚=0

⟦
𝑘

3
⟧

𝑟=0

𝑡𝑛

𝑛!
 

olup, burada  
𝑡𝑛

𝑛!
′ in katsayılarının eşitlenmesiyle 

 𝐻𝐴𝑛
 (𝑥, 𝑦, 𝑧)

= ∑  ∑ ∑ (
𝑛

𝑘
)

⟦
𝑘−3𝑟

2
⟧

𝑚=0

⟦
𝑘

3
⟧

𝑟=0

𝑛

𝑘=0

(
𝑘 − 3𝑟
2𝑚

)(
𝑘
3𝑟
) 𝑎𝑛−𝑘𝑥

𝑘−3𝑟−2𝑚𝑦𝑚𝑧𝑟
(2𝑚)!

𝑚!

(3𝑟)!

𝑟!
                            (3.7) 

elde edilir. Bu polinomlar [29] da da çalışılmıştır.  

Bu polinomların daha genel hali olan 𝑛 değişkenli Hermite tabanlı Milne-Thomson 

polinomları [32] de tanımlanmış ve özellikleri bulunmuştur. 

Şimdi iki kez yinelenen üç değişkenli Hermite tabanlı Appell polinomları tanıtılacaktır. 

3.2. İki Kez Yinelenen Üç Değişkenli Hermite Tabanlı Appell Polinomları 

Bu kısımda iki kez yinelenen üç değişkenli Hermite tabanlı Appell polinomlarının bir 

dizisini  𝐴𝑛
[2](𝑥, 𝑦, 𝑧):= 𝐴𝑛

[2]
𝐻
 

𝐻
   şeklinde gösterilecektir. 

𝑄𝑛(𝑥, 𝑦, 𝑧) Hermite tabanlı Appell polinomlarının bir dizisi  

𝑄𝑛(𝑥, 𝑦, 𝑧) = ∑  ∑  ∑ (
𝑛

𝑘
)

⟦
𝑘−3𝑟

2
⟧

𝑚=0

⟦
𝑘

3
⟧

𝑟=0

𝑛

𝑘=0

(
𝑘 − 3𝑟
2𝑚

) (
𝑘
3𝑟
) 𝑞𝑛−𝑘𝑥

𝑘−3𝑟−2𝑚𝑦𝑚𝑧𝑟
(2𝑚)!

𝑚!

(3𝑟)!

𝑟!
       (3.8) 
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olarak verilsin. Burada  

𝑎1(𝑡) = ∑𝑞𝑘
𝑡𝑘

𝑘!
,   𝑞0

∞

𝑘=0

≠ 0                                                                                                          (3.9) 

dir. 

3.2.1. Tanım 

𝑄𝑘(𝑥, 𝑦, 𝑧), (3.7) de tanımlanan üç değişkenli Hermite tabanlı Appell polinomlarının bir 

dizisi ve 𝑃𝑛(𝑥, 𝑦, 𝑧) ise 𝑎(𝑛, 𝑘) katsayılı 

𝑃𝑛(𝑥, 𝑦, 𝑧) = ∑  ∑ ∑ 𝑎(𝑛, 𝑘)

⟦
𝑘−3𝑟

2
⟧

𝑚=0

⟦
𝑘

3
⟧

𝑟=0

𝑛

𝑘=0

(
𝑘 − 3𝑟
2𝑚

)(
𝑘
3𝑟
) 𝑥𝑘−3𝑟−2𝑚𝑦𝑚𝑧𝑟

(2𝑚)!

𝑚!

(3𝑟)!

𝑟!
         (3.10) 

ile verilen herhangi bir polinom olsun. Eğer   

𝐷𝑥 𝐴𝑛
[2](𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝑛𝐻

 𝐴𝑛−1
[2] (𝑥, 𝑦, 𝑧),𝐻

    𝑛 = 1,2, …                                                                (3.11) 

özelliği sağlanıyorsa 

𝐴𝑛
[2](𝑥, 𝑦, 𝑧) = ∑𝑎(𝑛, 𝑘)

𝑛

𝑘=0

𝐻
 𝑄𝑘(𝑥, 𝑦, 𝑧), 𝑛 ∈ ℕ0                                                                    (3.12) 

ile verilen aile iki kez yinelenen üç değişkenli Hermite Appell polinomları olarak adlandırılır 

[31]. 

3.2.1. Teorem 

Aşağıdaki ifadeler birbirine eşdeğerdir; 

(i) İki kez yinelenen üç değişkenli Hermite tabanlı Appell polinomlarının bir dizisi 

{ 𝐴𝑛
[2](𝑥, 𝑦, 𝑧)}𝐻

 ’dir. 
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(ii) {𝑃𝑛(𝑥, 𝑦, 𝑧)}𝑛∈ℕ Hermite tabanlı Appell polinomlarının bir dizisidir ve  

                       

𝑎2(𝑡) = ∑𝑎𝑘
𝑡𝑘

𝑘!
                                                                                                                        (3.13)

∞

𝑘=0

 

olmak üzere  

𝑎(𝑛, 𝑘) = (
𝑛
𝑘
) 𝑎𝑛−𝑘                                                                                                                                  

dir. 

(iii)  İki kez yinelenen üç değişkenli Hermite tabanlı Appell polinomlarının { 𝐴𝑛
[2](𝑥, 𝑦, 𝑧)}𝐻

  

açık gösterimi  

𝐴𝑛
[2](𝑥, 𝑦, 𝑧)𝐻

  

=∑  ∑ 

𝑘

𝑙=0

∑ ∑ (
𝑛

𝑘
)

⟦
𝑙−3𝑟

2
⟧

𝑚=0

⟦
𝑙

3
⟧

𝑟=0

𝑛

𝑘=0

(
𝑘
𝑙
) (
𝑙 − 3𝑟
2𝑚

) (
𝑙
3𝑟
) 

× (𝑎𝑛−𝑘𝑞𝑘−𝑙𝑥
𝑙−3𝑟−2𝑚𝑦𝑚𝑧𝑟)

(2𝑚)!

𝑚!

(3𝑟)!

𝑟!
                                                                             (3.14) 

dir. 

(iv) { 𝐴𝑛
[2](𝑥, 𝑦, 𝑧)}𝐻

 
𝑛∈ℕ dizisinin doğurucu fonksiyonu ise  

𝑎2(𝑡)𝑎1(𝑡)e
𝑥𝑡+𝑦𝑡2+𝑧𝑡3 =∑ 𝐴𝑛

[2](𝑥, 𝑦, 𝑧)
𝑡𝑛

𝑛!𝐻
 

∞

𝑛=0

                                                                     (3.15) 

dir [31]. 

İspat 

(ⅈ) ⇔ (ⅈⅈ) İki kez yinelenen üç değişkenli Hermite tabanlı Appell polinomlarının bir dizisi 
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{ 𝐴𝑛
[2]}𝐻

 
𝑛∈ℕ  olmak üzere (3.11) den dolayı 

𝑛𝐻𝐴𝑛−1
[2] =∑𝑎(𝑛, 𝑘)𝑘

𝑛

𝑘=1

𝑄𝑘−1(𝑥, 𝑦, 𝑧) = ∑𝑎(𝑛, 𝑘 + 1)(𝑘 + 1)𝑄𝑘(𝑥, 𝑦, 𝑧)

𝑛−1

𝑘=0

                 (3.16) 

dir. Böylece 

 𝐻𝐴𝑛−1
[2] (𝑥, 𝑦, 𝑧) =

1

𝑛
∑𝑎(𝑛, 𝑘 + 1)(𝑘 + 1)𝑄𝑘(𝑥, 𝑦, 𝑧)

𝑛−1

𝑘=0

                                                      (3.17) 

ya da 

 𝐻𝐴𝑛
[2](𝑥, 𝑦, 𝑧) =

1

𝑛 + 1
∑𝑎(𝑛 + 1, 𝑘 + 1)(𝑘 + 1)𝑄𝑘(𝑥, 𝑦, 𝑧)                                         (3.18)

𝑛

𝑘=0

 

eşitlikleri elde edilir. 

Eş. 3.12 ve Eş 3.18 ‘i karşılaştırarak 

𝑎(𝑛, 𝑘) =
𝑘 + 1

𝑛 + 1
𝑎(𝑛 + 1, 𝑘 + 1)  

 

olarak elde edilir. 

Son denklem 𝑘 kez yineleyerek  

𝑎(𝑛 + 1, 𝑘 + 1) =
(𝑛 + 1)𝑛… (𝑛 − 𝑘 + 1)

(𝑘 + 1)𝑘…1
𝑎(𝑛 − 𝑘, 0) 

 =
(𝑛 + 1)𝑛… (𝑛 − 𝑘 + 1)(𝑛 − 𝑘)!

(𝑘 + 1)𝑘 …1(𝑛 − 𝑘)!
𝑎(𝑛 − 𝑘, 0) 

 = (
𝑛 + 1
𝑘 + 1

) 𝑎(𝑛 − 𝑘, 0)                                                                                                               (3.19) 
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olarak bulunur. 

Buradan da 𝑎(𝑛, 𝑘) ifadesi  

𝑎(𝑛, 𝑘) = (
𝑛
𝑘
) 𝑎𝑛−𝑘                                                                                                                      (3.20)  

dır. Eş. 3.18 ifadesi Eş 3.10’da yerine yazılırsa  

𝑃𝑛(𝑥, 𝑦, 𝑧) = ∑  ∑ ∑ (
𝑛
𝑘
) 𝑎𝑛−𝑘

⟦
𝑘−3𝑟

2
⟧

𝑚=0

⟦
𝑘

3
⟧

𝑟=0

𝑛

𝑘=0

(
𝑘 − 3𝑟
2𝑚

)(
𝑘
3𝑟
) 𝑥𝑘−3𝑟−2𝑚𝑦𝑚𝑧𝑟

(2𝑚)!

𝑚!

(3𝑟)!

𝑟!
     (3.21) 

eşitliği elde edilir. 

Burada ( ⅈⅈ  ) ⇔ (ⅈ) özelliğinin varlığı açıktır. 

(ⅈⅈ) ⇔ (ⅈⅈⅈ) Hermite tabanlı Appell polinomları için  

𝐴𝑛
[2](𝑥, 𝑦, 𝑧) = ∑(

𝑛
𝑘
) 𝑎𝑛−𝑘

𝑛

𝑘=0

𝐻
 𝑄𝑘(𝑥, 𝑦, 𝑧), (𝑛 ∈ ℕ0)                                                            (3.22) 

dir. Burada 

𝑄𝑘(𝑥, 𝑦, 𝑧)

=∑ 

𝑘

𝑙=0

∑ ∑  

⟦
𝑙−3𝑟

2
⟧

𝑚=0

⟦
𝑙

3
⟧

𝑟=0

(
𝑘
𝑙
) (
𝑙 − 3𝑟
2𝑚

) (
𝑙
3𝑟
) 𝑎𝑛−𝑘𝑞𝑘−𝑙𝑥

𝑙−3𝑟−2𝑚𝑦𝑚𝑧𝑟
(2𝑚)!

𝑚!

(3𝑟)!

𝑟!
                  (3.23) 

şeklindedir. 
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İki kez yinelenen üç değişkenli Hermite tabanlı Appell polinomlarının açık gösterim 

 𝐻𝐴𝑛
[2](𝑥, 𝑦, 𝑧) 

 

=∑(
𝑛
𝑘
) 𝑎𝑛−𝑘

𝑛

𝑘=0

 
 ∑ 

𝑘

𝑙=0

∑ ∑  

⟦
𝑙−3𝑟

2
⟧

𝑚=0

⟦
𝑙

3
⟧

𝑟=0

(
𝑘
𝑙
) (
𝑙 − 3𝑟
2𝑚

) (
𝑙
3𝑟
) 𝑎𝑛−𝑘𝑞𝑘−𝑙𝑥

𝑙−3𝑟−2𝑚𝑦𝑚𝑧𝑟
(2𝑚)!

𝑚!

(3𝑟)!

𝑟!
 

=∑  ∑ 

𝑘

𝑙=0

∑ ∑ (
𝑛

𝑘
)

⟦
𝑙−3𝑟

2
⟧

𝑚=0

⟦
𝑙

3
⟧

𝑟=0

𝑛

𝑘=0

(
𝑘
𝑙
) (
𝑙 − 3𝑟
2𝑚

) (
𝑙
3𝑟
) 𝑎𝑛−𝑘𝑞𝑘−𝑙𝑥

𝑙−3𝑟−2𝑚𝑦𝑚𝑧𝑟
(2𝑚)!

𝑚!

(3𝑟)!

𝑟!
    (3.24) 

olarak elde edilir. 

Burada (ⅈⅈⅈ) ⇔ (ⅈⅈ) olduğu açıktır. Son olarak (ⅈⅈⅈ) ⇔ (ⅈ𝑣) 𝐴𝑛
[2]

𝐻
   yerine yazılıp seriye 

Cauchy çarpımı uygulanırsa ve (3.13) ve Tanım 3.1.2 kullanılırsa istenilen elde edilir. Ve 

teoremin ispatı bu şekilde tamamlanmış olur. 

(3.15) te 𝑎2(𝑡) = 𝑎1(𝑡) = 𝑎(𝑡) alınırsa ve [29] da (6.1) eşitliğinde 𝛼 = 2 alınırsa aileler 

birbirleriyle örtüşür. 

3.2.2. Teorem 

İki kez yinelenen üç değişkenli Hermite tabanlı Appell polinomları için determinant 

gösterimi 

𝐴𝑛
[2](𝑥, 𝑦, 𝑧) =

(−1)𝑛

(𝛾0)𝑛+1
𝐻
  

×

|

|

|

𝑄0(𝑥, 𝑦, 𝑧) 𝑄1(𝑥, 𝑦, 𝑧) … 𝑄𝑛−1(𝑥, 𝑦, 𝑧) 𝑄𝑛(𝑥, 𝑦, 𝑧)
𝛾0 𝛾1 … 𝛾𝑛−1 𝛾𝑛

0 𝛾0 … (
𝑛 − 1
1

) 𝛾𝑛−2 (
𝑛
1
) 𝛾𝑛−1

0 0 … (
𝑛 − 1
2

) 𝛾𝑛−3 (
𝑛
2
) 𝛾𝑛−2

 ⋮  ⋮ … ⋮ ⋮

 0 0 … 𝛾0 (
𝑛

𝑛 − 1
) 𝛾1

|

|

|

                                         (3.25)  
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dir [31]. 

Burada 𝛾0, 𝛾1, 𝛾2  … , 𝛾𝑛 katsayıları  
1

𝑎2(𝑡)
  fonksiyonun Maclaurin serisinin katsayıları ve 

𝑄𝑛(𝑥, 𝑦, 𝑧) =∑(
𝑛
𝑗)𝛾𝑗 𝐴𝑛−𝑗

[2]

𝐻

 
𝑛

𝑗=0

(𝑥, 𝑦, 𝑧)                                                                                      (3.26) 

şeklindedir [31]. 

İspat 

1

𝑎2(𝑡)
  fonksiyonun seri gösterimi 

 

[𝑎2(t)]
−1 =∑𝛾𝑗

𝑡𝑗

𝑗!

∞

𝑗=0

                                                                                                                   (3.27) 

olsun. 

Buradan (3.15) kullanılırsa  

𝑎1(𝑡)𝑒
𝑥𝑡+𝑦𝑡2+𝑧𝑡3 = (∑𝛾𝑗

𝑡𝑗

𝑗!

∞

𝑗=0

)(∑ 𝐴𝑛
[2](𝑥, 𝑦, 𝑧)

𝑡𝑛

𝑛!𝐻
 

∞

𝑛=0

)                                                    (3.28) 

elde edilir. Böylece Tanım 3.1.2. den 

∑ 𝑄𝑛(𝑥, 𝑦, 𝑧)

∞

𝑛=0

𝑡𝑛

𝑛!
= (∑𝛾𝑗

𝑡𝑗

𝑗!

∞

𝑗=0

)(∑ 𝐴𝑛
[2](𝑥, 𝑦, 𝑧)

𝑡𝑛

𝑛!𝐻
 

∞

𝑛=0

)                                                     (3.29) 

olarak bulunur. Eşitliğin sağ tarafında 𝑛 yerine 𝑛 − 𝑗 alınarak 

∑ 𝑄𝑛(𝑥, 𝑦, 𝑧)

∞

𝑛=0

𝑡𝑛

𝑛!
= ∑∑(

𝑛
𝑗)

𝑛

𝑗=0

∞

𝑛=0

𝛾𝑗 𝐴𝑛−𝑗
[2] (𝑥, 𝑦, 𝑧)

𝑡𝑛

𝑛!𝐻
                                                             (3.30) 
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olup   
𝑡𝑛

𝑛!
   katsayıları eşitlenirse  

𝑄𝑛(𝑥, 𝑦, 𝑧) =∑(
𝑛
𝑗)

𝑛

𝑗=0

𝛾𝑗 𝐴𝑛−𝑗
[2]
(𝑥, 𝑦, 𝑧) ,

𝐻

 
 (𝑛 ∈ ℕ0) 

elde edilir. Sırasıyla 𝑛 = 0, 𝑛 = 1, 𝑛 = 2,… yazılırsa 

𝑄0(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝛾0 𝐴0
[2](𝑥, 𝑦, 𝑧)𝐻

  

𝑄1(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝛾0 𝐴1
[2](𝑥, 𝑦, 𝑧) + 𝛾1𝐻

 𝐴0
[2](𝑥, 𝑦, 𝑧)𝐻

  

𝑄2(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝛾0 𝐴2
[2](𝑥, 𝑦, 𝑧)𝐻

  + (
2
1
) 𝛾1 𝐴1

[2](𝑥, 𝑦, 𝑧) + 𝛾2𝐻
 𝐴0

[2](𝑥, 𝑦, 𝑧)𝐻
  

                                                   ⋮                              

𝑄𝑛(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝛾0 𝐴𝑛
[2](𝑥, 𝑦, 𝑧) + (

𝑛
1
) 𝛾1 𝐴𝑛−1

[2] (𝑥, 𝑦, 𝑧)+. . . +𝛾𝑛𝐻
 𝐴0

[2](𝑥, 𝑦, 𝑧)𝐻
 

𝐻
                (3.31) 

olup, bu eşitliklere Cramer kuralı uygulanırsa 

𝐴𝑛
[2](𝑥, 𝑦, 𝑧) =

|

|

|

𝛾0 0 … 0 𝑄0(𝑥, 𝑦, 𝑧)

𝛾1 𝛾0 … 0 𝑄1(𝑥, 𝑦, 𝑧)

𝛾2 (
2
1
) 𝛾1 … 0 𝑄2(𝑥, 𝑦, 𝑧)

𝛾3 (
3
2
) 𝛾2 … 0 𝑄3(𝑥, 𝑦, 𝑧)

⋮ ⋮ … ⋮ ⋮

𝛾𝑛−1 (
𝑛 − 1
1

) 𝛾𝑛−2 … 𝛾0 𝑄𝑛−1(𝑥, 𝑦, 𝑧)

𝛾𝑛 (
𝑛
1
) 𝛾𝑛−1 … (

𝑛
𝑛 − 1

) 𝛾1 𝑄𝑛(𝑥, 𝑦, 𝑧)

|

|

|

|

|

|

𝛾0 0 … 0 0
𝛾1 𝛾0 … 0 0

𝛾2 (
2
1
) 𝛾1 … 0 0

𝛾3 (
3
2
) 𝛾2 … 0 0

⋮ ⋮ … ⋮ ⋮

𝛾𝑛−1 (
𝑛 − 1
1

) 𝛾𝑛−2 … 𝛾0 0

𝛾𝑛 (
𝑛
1
) 𝛾𝑛−1 … (

𝑛
𝑛 − 1

)𝛾1 𝛾0

|

|

|

𝐻
                      (3.32) 
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ile verilen Eş. 3.32 elde edilir. Daha sonra da transpozu alınırsa 

𝐴𝑛
[2](𝑥, 𝑦, 𝑧) =

1

(𝛾0)𝑛+1
𝐻
  

×

 

|

|

|

𝛾0 𝛾1 … 𝛾𝑛−1 𝛾𝑛

0 𝛾0 … (
𝑛 − 1
1

) 𝛾𝑛−2 (
𝑛
1
) 𝛾𝑛−1

0 (
2
1
) 𝛾1 … (

𝑛 − 1
2

) 𝛾𝑛−3 (
𝑛
2
) 𝛾𝑛−2

0 (
3
2
) 𝛾2 … (

𝑛 − 1
3

) 𝛾𝑛−4 (
𝑛
3
) 𝛾𝑛−3

⋮ ⋮ … ⋮ ⋮

0 0 … 𝛾0 (
𝑛

𝑛 − 1
) 𝛾1

𝑄0(𝑥, 𝑦, 𝑧) 𝑄1(𝑥, 𝑦, 𝑧) … 𝑄𝑛−1(𝑥, 𝑦, 𝑧) 𝑄𝑛(𝑥, 𝑦, 𝑧)

|

|

|

 

 

                                         (3.33)   

olup, elementer satır işlemleri de uygulanırsa 

𝐴𝑛
[2](𝑥, 𝑦, 𝑧) =

(−1)𝑛

(𝛾0)𝑛+1
𝐻
  

×

|

|

|

𝑄0(𝑥, 𝑦, 𝑧) 𝑄1(𝑥, 𝑦, 𝑧) … 𝑄𝑛−1(𝑥, 𝑦, 𝑧) 𝑄𝑛(𝑥, 𝑦, 𝑧)
𝛾0 𝛾1 … 𝛾𝑛−1 𝛾𝑛

0 𝛾0 … (
𝑛 − 1
1

) 𝛾𝑛−2 (
𝑛
1
) 𝛾𝑛−1

0 0 … (
𝑛 − 1
2

) 𝛾𝑛−3 (
𝑛
2
) 𝛾𝑛−2

 ⋮  ⋮ … ⋮ ⋮

 0 0 … 𝛾0 (
𝑛

𝑛 − 1
) 𝛾1

|

|

|

                                        (3.34) 

ile verilen Eş. 3.34 elde edilir ve bu şekilde ispat tamamlanmış olur. 

3.2.3. Teorem 

İki kez yinelenen üç değişkenli Hermite tabanlı Appell polinomlarının rekürans bağıntısı  

𝐴𝑛+1
[2] (𝑥, 𝑦, 𝑧) = ∑(

𝑛
𝑘
) 𝜃𝑘 𝐴𝑛−𝑘

[2] (𝑥, 𝑦, 𝑧) +∑(
𝑛
𝑘
) 𝜌𝑘 𝐴𝑛−𝑘

[2] (𝑥, 𝑦, 𝑧) + 𝑥𝐴𝑛
[2](𝑥, 𝑦, 𝑧)𝐻

 

𝑛

𝑘=0

𝐻
 

𝑛

𝑘=0

𝐻
  

+2𝑦𝑛 𝐴𝑛−1
[2] (𝑥, 𝑦, 𝑧) + 3𝑧𝑛(𝑛 − 1) 𝐴𝑛−2

[2] (𝑥, 𝑦, 𝑧)𝐻
 

𝐻
 , 𝑛 ≥ 2                                                 (3.35) 
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olup, burada 

𝑎1
′ (𝑡)

𝑎1(𝑡)
= ∑𝜃𝑘

𝑡𝑘

𝑘!

∞

𝑘=0

      𝑣𝑒     
𝑎2
′ (𝑡)

𝑎2(𝑡)
= ∑𝜌𝑘

𝑡𝑘

𝑘!

∞

𝑘=0

                                                                      (3.36) 

dir [31]. 

İspat  

Eş. 3.15 denkleminde her iki tarafın 𝑡  değişkenine göre türevi alınırsa 

∑ 𝐴𝑛+1
[2]

𝐻
 

∞

𝑛=0

(𝑥, 𝑦, 𝑧)
𝑡𝑛

𝑛!
=
𝑎1
′ (𝑡)

𝑎1(𝑡)
𝑎1(𝑡)𝑎2(𝑡)𝑒

𝑥𝑡+𝑦𝑡2+𝑧𝑡3 

+
𝑎2
′ (𝑡)

𝑎2(𝑡)
𝑎2(𝑡)𝑎1(𝑡)𝑒

𝑥𝑡+𝑦𝑡2+𝑧𝑡3 + 𝑥[𝑎1(𝑡)𝑎2(𝑡)𝑒
𝑥𝑡+𝑦𝑡2+𝑧𝑡3] 

+2𝑦𝑡[𝑎1(𝑡)𝑎2(𝑡)𝑒
𝑥𝑡+𝑦𝑡2+𝑧𝑡3] + 3𝑧𝑡2[𝑎1(𝑡)𝑎2(𝑡)𝑒

𝑥𝑡+𝑦𝑡2+𝑧𝑡3] 

elde edilir. 

Eş. 3.10 ve Eş. 3.36’daki eşitlikler yukarıda elde edilen denklemde yerine yazılırsa 

∑ 𝐴𝑛+1
[2]

𝐻
 

∞

𝑛=0

(𝑥, 𝑦, 𝑧)
𝑡𝑛

𝑛!
= (∑𝜃𝑘

𝑡𝑘

𝑘!

∞

𝑘=0

)(∑ 𝐴𝑛
[2]

𝐻
 

∞

𝑛=0

(𝑥, 𝑦, 𝑧)
𝑡𝑛

𝑛!
) 

+(∑𝜌𝑘
𝑡𝑘

𝑘!

∞

𝑘=0

)(∑ 𝐴𝑛
[2]

𝐻
 

∞

𝑛=0

(𝑥, 𝑦, 𝑧)
𝑡𝑛

𝑛!
) + 𝑥 (∑ 𝐴𝑛

[2]
𝐻
 

∞

𝑛=0

(𝑥, 𝑦, 𝑧)
𝑡𝑛

𝑛!
) 

+2𝑦(∑ 𝐴𝑛
[2]

𝐻
 

∞

𝑛=0

(𝑥, 𝑦, 𝑧)
𝑡𝑛+1

𝑛!
) + 3𝑧 (∑ 𝐴𝑛

[2]
𝐻
 

∞

𝑛=0

(𝑥, 𝑦, 𝑧)
𝑡𝑛+2

𝑛!
)                          

olarak bulunur. Elde edilen toplamlara Cauchy çarpımı uygulanırsa 
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∑ 𝐴𝑛+1
[2]

𝐻
 

∞

𝑛=0

(𝑥, 𝑦, 𝑧)
𝑡𝑛

𝑛!
= ∑∑(

𝑛
𝑘
) 𝜃𝑘 𝐴𝑛−𝑘

[2] (𝑥, 𝑦, 𝑧)𝐻
 

𝑡𝑛

𝑛!

𝑛

𝑘=0

∞

𝑛=0

 

+∑∑(
𝑛
𝑘
) 𝜌𝑘 𝐴𝑛−𝑘

[2] (𝑥, 𝑦, 𝑧)𝐻
 

𝑡𝑛

𝑛!

𝑛

𝑘=0

∞

𝑛=0

+ 𝑥 (∑ 𝐴𝑛
[2]

𝐻
 

∞

𝑛=0

(𝑥, 𝑦, 𝑧)
𝑡𝑛

𝑛!
) 

+2𝑦𝑛 (∑ 𝐴𝑛−1
[2]

𝐻
 

∞

𝑛=0

(𝑥, 𝑦, 𝑧)
𝑡𝑛

𝑛!
) + 3𝑧𝑛(𝑛 − 1) (∑ 𝐴𝑛−2

[2]
𝐻
 

∞

𝑛=0

(𝑥, 𝑦, 𝑧)
𝑡𝑛

𝑛!
)  

olup, burada da  
𝑡𝑛

𝑛!
 ’ katsayıları eşitlenirse 

𝐴𝑛+1
[2] (𝑥, 𝑦, 𝑧) = ∑(

𝑛
𝑘
) 𝜃𝑘 𝐴𝑛−𝑘

[2] (𝑥, 𝑦, 𝑧)𝐻
 

n

𝑘=0

𝐻
 +∑(

𝑛
𝑘
) 𝜌𝑘 𝐴𝑛−𝑘

[2] (𝑥, 𝑦, 𝑧)𝐻
 

n

𝑘=0

+ 𝑥 ( 𝐴𝑛
[2]

𝐻
 (𝑥, 𝑦, 𝑧)) 

+2𝑦𝑛 ( 𝐴𝑛−1
[2]

𝐻
 (𝑥, 𝑦, 𝑧)) + 3𝑧𝑛(𝑛 − 1) ( 𝐴𝑛−2

[2]
𝐻
 (𝑥, 𝑦, 𝑧))                                                   (3.37) 

elde edilerek ispat tamamlanır. Burada 𝑛 = 0 ve 𝑛 = 1 durumundaki terimler açılarak 

birbirlerine eşit oldukları gösterilmiştir. 

3.2.4. Teorem 

İki kez yinelenen üç değişkenli Hermite tabanlı Appell polinomları için arttıran operatör, 

azalan operatör, kısmi-integro-arttıran ve kısmi-integro-azalan operatörler  

𝐿𝑥
 
𝑛
− ≔

1

𝑛
𝐷𝑥 ,                                                                                                                                   (3.38) 

𝐿𝑦
 
𝑛
− ≔

1

𝑛
𝐷𝑥
−1𝐷𝑦,                                                                                                                           (3.39) 

𝐿𝑧
 
𝑛
− ≔

1

𝑛
𝐷𝑥
−2𝐷𝑧 ,                                                                                                                            (3.40)         
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𝐿𝑥
 
𝑛
+ ≔ 𝑥 + 2𝑦𝐷𝑥 + 3𝑧𝐷𝑥

2 +∑
𝜃𝑘
𝑘!

𝑛

𝑘=0

𝐷𝑥
𝑘 +∑

𝜌𝑘
𝑘!

𝑛

𝑘=0

𝐷𝑥
𝑘 ,                                                           (3.41) 

𝐿𝑦
 
𝑛
+ ≔ 𝑥 + 2𝑦𝐷𝑥

−1𝐷𝑦 + 3𝑧𝐷𝑥
−2𝐷𝑦

2 +∑
𝜃𝑘
𝑘!

𝑛

𝑘=0

𝐷𝑥
−𝑘𝐷𝑦

𝑘 +∑
𝜌𝑘
𝑘!

𝑛

𝑘=0

𝐷𝑥
−𝑘𝐷𝑦

𝑘,                            (3.42) 

𝐿𝑧
 
𝑛
+ ≔ 𝑥 + 2𝑦𝐷𝑥

−2𝐷𝑧 + 3𝑧𝐷𝑥
−4𝐷𝑧

2 +∑
𝜃𝑘
𝑘!

𝑛

𝑘=0

𝐷𝑥
−2𝑘𝐷𝑧

𝑘 +∑
𝜌𝑘
𝑘!

𝑛

𝑘=0

𝐷𝑥
−2𝑘𝐷𝑧

𝑘                          (3.43) 

olarak verilir. 

Burada 

𝐷𝑥 ≔
𝜕

𝜕𝑥
, 𝐷𝑦 ≔

𝜕

𝜕𝑦
, 𝐷𝑧 ≔

𝜕

𝜕𝑧
  ve 𝐷𝑥

−1 ise 𝐷𝑥’in tersidir [31]. 

İspat   

𝜕

𝜕𝑥
{ 𝐴𝑛

[2](𝑥, 𝑦, 𝑧)𝐻
 } = 𝑛 𝐴𝑛−1

[2] (𝑥, 𝑦, 𝑧)𝐻
                                                                                      (3.44) 

özelliği kullanılırsa buradan açıktır ki, azalan operatör 

𝐿𝑥
 
𝑛
− ≔

1

𝑛
𝐷𝑥                                                                                                                                     (3.45)       

olup, 

𝐿𝑥
 
𝑛
− { 𝐴𝑛

[2](𝑥, 𝑦, 𝑧)𝐻
 } = 𝐴𝑛−1

[2] (𝑥, 𝑦, 𝑧)𝐻
  

dir. Buradan doğurucu fonksiyonun 𝑦 değişkenine göre türevi alınırsa 

𝜕

𝜕𝑦
{ 𝐴𝑛

[2](𝑥, 𝑦, 𝑧)𝐻
 } = 𝑛(𝑛 − 1) 𝐴𝑛−2

[2]
𝐻
 (𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝑛

𝜕

𝜕𝑥
{ 𝐴𝑛−1

[2] (𝑥, 𝑦, 𝑧)𝐻
 }                        (3.46) 

eşitliğinden 
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 𝐷𝑥
−1𝐷𝑦 { 𝐴𝑛

[2](𝑥, 𝑦, 𝑧)𝐻
 } = 𝑛 { 𝐴𝑛−1

[2] (𝑥, 𝑦, 𝑧)𝐻
 }  

olup, 

𝐿𝑦
 
𝑛
− ≔

1

𝑛
𝐷𝑥
−1𝐷𝑦                                                                                                                            (3.47) 

elde edilir. 

Daha sonra da doğurucu fonksiyonun 𝑧 değişkenine göre türevi alınırsa 

𝜕

𝜕𝑧
{ 𝐴𝑛

[2](𝑥, 𝑦, 𝑧)𝐻
 } = 𝑛(𝑛 − 1)(𝑛 − 2) 𝐴𝑛−3

[2] (𝑥, 𝑦, 𝑧)𝐻
  

= 𝑛
𝜕2

𝜕𝑥2
{ 𝐴𝑛−1

[2] (𝑥, 𝑦, 𝑧)𝐻
 }   

eşitliğinden 

𝐷𝑥
−2𝐷𝑧 { 𝐴𝑛

[2](𝑥, 𝑦, 𝑧)𝐻
 } = 𝑛 𝐴𝑛−1

[2] (𝑥, 𝑦, 𝑧)𝐻
   

yazılabilir. Böylece  

 𝐿𝑧
 
𝑛
− ≔

1

𝑛
𝐷𝑥
−2𝐷𝑧                                                                                                                            (3.48) 

elde edilir. Buradan  𝐴𝑛
[2](𝑥, 𝑦, 𝑧)𝐻

 ’ye 𝑘 kere azalan operatörü uygulanırsa 

𝐴𝑛−𝑘
[2] (𝑥, 𝑦, 𝑧)𝐻

 = ( 𝐿𝑥
 
𝑛−𝑘+1
− 𝐿𝑥

 
𝑛−𝑘+2
− … 𝐿𝑥

 
𝑛−1
− 𝐿𝑥

 
𝑛
−) { 𝐴𝑛

[2](𝑥, 𝑦, 𝑧)𝐻
 }  

= [
1

(𝑛 − 𝑘 + 1)
𝐷𝑥

1

(𝑛 − 𝑘 + 2)
𝐷𝑥 …

1

𝑛
𝐷𝑥] { 𝐴𝑛

[2](𝑥, 𝑦, 𝑧)𝐻
 } 

=
(𝑛 − 𝑘)!

𝑛!
𝐷𝑥
𝑘 { 𝐴𝑛

[2](𝑥, 𝑦, 𝑧)𝐻
 }                                                                                                 (3.49) 
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 𝐴𝑛−1
[2] (𝑥, 𝑦, 𝑧)𝐻

 = 𝐿𝑥
 
𝑛
− { 𝐴𝑛

[2](𝑥, 𝑦, 𝑧)𝐻
 } =

1

𝑛
𝐷𝑥 { 𝐴𝑛

[2](𝑥, 𝑦, 𝑧)𝐻
 } , 

 𝐴𝑛−2
[2] (𝑥, 𝑦, 𝑧)𝐻

 = ( 𝐿𝑥
 
𝑛−1
− 𝐿𝑥

 
𝑛
−) { 𝐴𝑛

[2](𝑥, 𝑦, 𝑧)𝐻
 }  

=
1

𝑛(𝑛 − 1)
𝐷𝑥
2 { 𝐴𝑛

[2](𝑥, 𝑦, 𝑧)𝐻
 } 

özellikleri elde edilir. 

Buradan rekürans bağıntısıda kullanılırsa  

𝐴𝑛+1
[2] (𝑥, 𝑦, 𝑧)𝐻

 =∑
𝑛!

(𝑛 − 𝑘)! 𝑘!

(𝑛 − 𝑘)!

𝑛!
𝐷𝑥
𝑘

𝑛

𝑘=0

{ 𝐴𝑛
[2](𝑥, 𝑦, 𝑧)𝐻

 } 𝜃𝑘 

+∑
𝑛!

(𝑛 − 𝑘)! 𝑘!

(𝑛 − 𝑘)!

𝑛!
𝐷𝑥
𝑘

𝑛

𝑘=0

{ 𝐴𝑛
[2](𝑥, 𝑦, 𝑧)𝐻

 } 𝜌𝑘 

+𝑥 { 𝐴𝑛
[2](𝑥, 𝑦, 𝑧)𝐻

 } + 2𝑦𝑛
1

𝑛
𝐷𝑥
 { 𝐴𝑛

[2](𝑥, 𝑦, 𝑧)𝐻
 } 

+3𝑧𝑛(𝑛 − 1)
1

𝑛(𝑛 − 1)
𝐷𝑥
2 { 𝐴𝑛

[2](𝑥, 𝑦, 𝑧)𝐻
 }                                                               

olup, 

𝐴𝑛+1
[2] (𝑥, 𝑦, 𝑧)𝐻

 = [∑
𝜃𝑘
𝑘!

𝑛

𝑘=0

𝐷𝑥
𝑘 +∑

𝜌𝑘
𝑘!

𝑛

𝑘=0

𝐷𝑥
𝑘 + 𝑥 + 2𝑦𝐷𝑥

 + 3𝑧𝐷𝑥
2] { 𝐴𝑛

[2](𝑥, 𝑦, 𝑧)𝐻
 }        (3.50) 

𝐿𝑥
 
𝑛
+  arttıran operatörü elde edilir. 𝐿𝑦

 
𝑛
+ arttıran operatörü için 

𝐴𝑛−𝑘
[2] (𝑥, 𝑦, 𝑧)𝐻

 = ( 𝐿𝑦
 
𝑛−𝑘+1
− 𝐿𝑦

 
𝑛−𝑘+2
− … 𝐿𝑦

 
𝑛−1
− 𝐿𝑦

 
𝑛
−) { 𝐴𝑛

[2](𝑥, 𝑦, 𝑧)𝐻
 }                        

=
(𝑛 − 𝑘)!

𝑛!
𝐷𝑥
−𝑘𝐷𝑦

𝑘 { 𝐴𝑛
[2](𝑥, 𝑦, 𝑧)𝐻

 }  
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𝐴𝑛−1
[2] (𝑥, 𝑦, 𝑧) =𝐻

 𝐿𝑦
 
𝑛
− { 𝐴𝑛

[2](𝑥, 𝑦, 𝑧)𝐻
 }        

=
1

𝑛
𝐷𝑥
−1𝐷𝑦

 { 𝐴𝑛
[2](𝑥, 𝑦, 𝑧)𝐻

 }   

olup, 

𝐴𝑛−2
[2] (𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝐻

 ( 𝐿𝑦
 
𝑛−1
− 𝐿𝑦

 
𝑛
−) { 𝐴𝑛

[2](𝑥, 𝑦, 𝑧)𝐻
 } 

=
1

𝑛(𝑛 − 1)
𝐷𝑥
−2𝐷𝑦

 2 { 𝐴𝑛
[2](𝑥, 𝑦, 𝑧)𝐻

 } 

elde edilir. 

Rekürans bağıntısında yukarıdaki özellik kullanılırsa 

𝐴𝑛+1
[2] (𝑥, 𝑦, 𝑧)𝐻

 = (∑
𝑛!

(𝑛 − 𝑘)! 𝑘!

(𝑛 − 𝑘)!

𝑛!
𝐷𝑥
−𝑘

𝑛

𝑘=0

𝐷𝑦
𝑘) { 𝐴𝑛

[2](𝑥, 𝑦, 𝑧)𝐻
 } 𝜃𝑘 

+(∑
𝑛!

(𝑛 − 𝑘)! 𝑘!

(𝑛 − 𝑘)!

𝑛!
𝐷𝑥
−𝑘

𝑛

𝑘=0

𝐷𝑦
𝑘) { 𝐴𝑛

[2](𝑥, 𝑦, 𝑧)𝐻
 } 𝜌𝑘 

+𝑥 { 𝐴𝑛
[2](𝑥, 𝑦, 𝑧)𝐻

 } + (2𝑛𝑦
1

𝑛
𝐷𝑥
−1 𝐷𝑦

 ) { 𝐴𝑛
[2](𝑥, 𝑦, 𝑧)𝐻

 } 

+(3𝑧𝑛(𝑛 − 1)
1

𝑛(𝑛 − 1)
𝐷𝑥
−2𝐷𝑦

2) { 𝐴𝑛
[2](𝑥, 𝑦, 𝑧)𝐻

 } 

olup, 

𝐿𝑦
 
𝑛
+ = [∑

𝜃𝑘
𝑘!

𝑛

𝑘=0

𝐷𝑥
−𝑘𝐷𝑦

𝑘 +∑
𝜌𝑘
𝑘!

𝑛

𝑘=0

𝐷𝑥
−𝑘𝐷𝑦

𝑘 + 𝑥 + 2𝑦𝐷𝑥
−1 𝐷𝑦

 + 3𝑧𝐷𝑥
−2𝐷𝑦

2] 

+[𝑥 + 2𝑦𝐷𝑥
−1 𝐷𝑦

 + 3𝑧𝐷𝑥
−2𝐷𝑦

2]                                                                                                 (3.51) 
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ikinci arttıran operatörü elde edilir. 

Ve benzer olarak 

𝐴𝑛−𝑘
[2] (𝑥, 𝑦, 𝑧)𝐻

 = ( 𝐿𝑧
 
𝑛−𝑘+1
− 𝐿𝑧

 
𝑛−𝑘+2
− … 𝐿𝑧

 
𝑛−1
− 𝐿𝑧

 
𝑛
−) { 𝐴𝑛

[2](𝑥, 𝑦, 𝑧)𝐻
 } 

=
(𝑛 − 𝑘)!

𝑛!
𝐷𝑥
−2𝑘𝐷𝑦

𝑘 { 𝐴𝑛
[2](𝑥, 𝑦, 𝑧)𝐻

 } 

𝐴𝑛−1
[2] (𝑥, 𝑦, 𝑧)𝐻

 = 𝐿𝑧
 
𝑛
− { 𝐴𝑛

[2](𝑥, 𝑦, 𝑧)𝐻
 } =

1

𝑛
𝐷𝑥
−2𝐷𝑧

 { 𝐴𝑛
[2](𝑥, 𝑦, 𝑧)𝐻

 } 

olup, 

𝐴𝑛−2
[2] (𝑥, 𝑦, 𝑧) =𝐻

 ( 𝐿𝑧
 
𝑛−1
− 𝐿𝑧

 
𝑛
−) { 𝐴𝑛

[2](𝑥, 𝑦, 𝑧)𝐻
 } 

=
1

𝑛(𝑛 − 1)
𝐷𝑥
−4𝐷𝑧

 2 { 𝐴𝑛
[2](𝑥, 𝑦, 𝑧)𝐻

 } 

dir. Burada elde edilen özellikler rekürans bağıntısında yerine yazılırsa 

𝐴𝑛+1
[2] (𝑥, 𝑦, 𝑧)𝐻

 = (∑
𝑛!

(𝑛 − 𝑘)! 𝑘!

(𝑛 − 𝑘)!

𝑛!
𝐷𝑥
−2𝑘

𝑛

𝑘=0

𝐷𝑧
𝑘) { 𝐴𝑛

[2](𝑥, 𝑦, 𝑧)𝐻
 } 𝜃𝑘 

+(∑
𝑛!

(𝑛 − 𝑘)! 𝑘!

(𝑛 − 𝑘)!

𝑛!
𝐷𝑥
−2𝑘

𝑛

𝑘=0

𝐷𝑧
𝑘) { 𝐴𝑛

[2](𝑥, 𝑦, 𝑧)𝐻
 } 𝜌𝑘 

+(𝑥 + 2𝑛𝑦
1

𝑛
𝐷𝑥
−2 𝐷𝑧

 ) { 𝐴𝑛
[2](𝑥, 𝑦, 𝑧)𝐻

 } 

+(3𝑧𝑛(𝑛 − 1)
1

𝑛(𝑛 − 1)
𝐷𝑥
−4𝐷𝑧

2) { 𝐴𝑛
[2](𝑥, 𝑦, 𝑧)𝐻

 } 

olup, 𝐿𝑧
 
𝑛
+ arttıran operatörü 
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𝐴𝑛+1
[2] (𝑥, 𝑦, 𝑧)𝐻

 = [∑
𝜃𝑘
𝑘!

𝑛

𝑘=0

𝐷𝑥
−2𝑘𝐷𝑧

𝑘 +∑
𝜌𝑘
𝑘!

𝑛

𝑘=0

𝐷𝑥
−2𝑘𝐷𝑧

𝑘 + 𝑥 + 2𝑦𝐷𝑥
−2 𝐷𝑧

  

+3𝑧𝐷𝑥
−4𝐷𝑧

2] { 𝐴𝑛
[2](𝑥, 𝑦, 𝑧)𝐻

 }                                                                                                     (3.52) 

şeklinde elde edilir. 

3.2.5. Teorem 

İki kez yinelenen Hermite tabanlı Appell polinomları için diferensiyel denklemler 

[𝑥𝐷𝑥 + 2𝑦𝐷𝑥
2 + 3𝑧𝐷𝑥

3 +∑
𝜃𝑘
𝑘!

𝑛

𝑘=0

𝐷𝑥
𝑘+1 +∑

𝜌𝑘
𝑘!

𝑛

𝑘=0

𝐷𝑥
𝑘+1 − 𝑛]    

× { 𝐴𝑛
[2](𝑥, 𝑦, 𝑧)𝐻

 } = 0,                                                                                                                (3.53) 

[𝑥𝐷𝑦 + 2𝑦𝐷𝑥
−1𝐷𝑦

2 + 3𝑧𝐷𝑥
−2𝐷𝑦

3 +∑
𝜃𝑘
𝑘!

𝑛

𝑘=0

𝐷𝑥
−𝑘𝐷𝑦

𝑘+1 +∑
𝜌𝑘
𝑘!

𝑛

𝑘=0

𝐷𝑥
−𝑘𝐷𝑦

𝑘+1   

−(𝑛 + 1)𝐷𝑥] { 𝐴𝑛
[2](𝑥, 𝑦, 𝑧)𝐻

 } = 0,                                                                                            (3.54)     

[𝑥𝐷𝑧 + 2𝑦𝐷𝑥
−2𝐷𝑧

2 + 3𝑧𝐷𝑥
−4𝐷𝑧

3 +∑
𝜃𝑘
𝑘!

𝑛

𝑘=0

𝐷𝑥
−2𝑘𝐷𝑧

𝑘+1 +∑
𝜌𝑘
𝑘!

𝑛

𝑘=0

𝐷𝑥
−2𝑘𝐷𝑧

𝑘+1  

−(𝑛 + 1)𝐷𝑥
2] { 𝐴𝑛

[2](𝑥, 𝑦, 𝑧)𝐻
 } = 0                                                                                            (3.55) 

olarak verilir [31]. 

İspat   

( 𝐿𝑥
 
𝑛+1
− 𝐿𝑥

 
𝑛
+) ( 𝐴𝑛

[2](𝑥, 𝑦, 𝑧)𝐻
 ) = 𝐴𝑛

[2](𝑥, 𝑦, 𝑧)𝐻
  

özelliği kullanılırsa 
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𝐴𝑛
[2](𝑥, 𝑦, 𝑧)𝐻

 =
1

𝑛 + 1
𝐷𝑥 [𝑥 + 2𝑦𝐷𝑥

 + 3𝑧𝐷𝑥
2 +∑

𝜃𝑘
𝑘!

𝑛

𝑘=0

𝐷𝑥
𝑘 +∑

𝜌𝑘
𝑘!

𝑛

𝑘=0

𝐷𝑥
𝑘] 

× { 𝐴𝑛
[2](𝑥, 𝑦, 𝑧)𝐻

 } 

olup, 

[𝑥𝐷𝑥 + 2𝑦𝐷𝑥
2 + 3𝑧𝐷𝑥

3 +∑
𝜃𝑘
𝑘!

𝑛

𝑘=0

𝐷𝑥
𝑘+1 +∑

𝜌𝑘
𝑘!

𝑛

𝑘=0

𝐷𝑥
𝑘+1 − 𝑛] 𝐴𝑛

[2](𝑥, 𝑦, 𝑧)𝐻
 = 0              (3.56)  

ile verilen ilk diferensiyel denklem elde edilir. 

( 𝐿𝑦
 
𝑛+1
− 𝐿𝑦

 
𝑛
+) ( 𝐴𝑛

[2](𝑥, 𝑦, 𝑧)𝐻
 ) = 𝐴𝑛

[2](𝑥, 𝑦, 𝑧)𝐻
  

𝐴𝑛
[2](𝑥, 𝑦, 𝑧)𝐻

 =
1

𝑛 + 1
𝐷𝑥
−1𝐷𝑦

 [𝑥 + 2𝑦𝐷𝑥
−1𝐷𝑦

 + 3𝑧𝐷𝑥
−2𝐷𝑦

2 +∑
𝜃𝑘
𝑘!

𝑛

𝑘=0

𝐷𝑥
−𝑘𝐷𝑦

𝑘 

+∑
𝜌𝑘
𝑘!

𝑛

𝑘=0

𝐷𝑥
−𝑘𝐷𝑦

𝑘] { 𝐴𝑛
[2](𝑥, 𝑦, 𝑧)𝐻

 }   

=
1

𝑛 + 1
𝐷𝑥
−1 [𝑥𝐷𝑦

 + 2𝑦𝐷𝑥
−1𝐷𝑦

2 + 3𝑧𝐷𝑥
−2𝐷𝑦

3 +∑
𝜃𝑘
𝑘!

𝑛

𝑘=0

𝐷𝑥
−𝑘𝐷𝑦

𝑘+1 

+∑
𝜌𝑘
𝑘!

𝑛

𝑘=0

𝐷𝑥
−𝑘𝐷𝑦

𝑘+1] { 𝐴𝑛
[2](𝑥, 𝑦, 𝑧)𝐻

 }  

den 

[𝑥𝐷𝑦 + 2𝑦𝐷𝑥
−1𝐷𝑦

2 + 3𝑧𝐷𝑥
−2𝐷𝑦

3 +∑
𝜃𝑘
𝑘!

𝑛

𝑘=0

𝐷𝑥
−𝑘𝐷𝑦

𝑘+1 

+∑
𝜌𝑘
𝑘!

𝑛

𝑘=0

𝐷𝑥
𝑘𝐷𝑦

𝑘+1 − (𝑛 + 1)𝐷𝑥
 ] { 𝐴𝑛

[2](𝑥, 𝑦, 𝑧)𝐻
 } = 0                                                          (3.57) 
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ile verilen ikinci diferensiyel denklem bulunur. 

( 𝐿𝑧
 
𝑛+1
− 𝐿𝑧

 
𝑛
+) ( 𝐴𝑛

[2](𝑥, 𝑦, 𝑧)𝐻
 ) = 𝐴𝑛

[2](𝑥, 𝑦, 𝑧)𝐻
  

eşitliğinden 

𝐴𝑛
[2](𝑥, 𝑦, 𝑧)𝐻

 =
1

𝑛 + 1
𝐷𝑥
−2𝐷𝑧

 [𝑥 + 2𝑦𝐷𝑥
−2𝐷𝑧

 + 3𝑧𝐷𝑥
−4𝐷𝑧

2 +∑
𝜃𝑘
𝑘!

𝑛

𝑘=0

𝐷𝑥
−2𝑘𝐷𝑧

𝑘 

+∑
𝜌𝑘
𝑘!

𝑛

𝑘=0

𝐷𝑥
−2𝑘𝐷𝑧

𝑘] { 𝐴𝑛
[2](𝑥, 𝑦, 𝑧)𝐻

 } 

=
1

𝑛 + 1
𝐷𝑥
−2 [𝑥𝐷𝑧

 + 2𝑦𝐷𝑥
−2𝐷𝑧

2 + 3𝑧𝐷𝑥
−4𝐷𝑧

3 +∑
𝜃𝑘
𝑘!

𝑛

𝑘=0

𝐷𝑥
−2𝑘𝐷𝑧

𝑘+1 

+∑
𝜌𝑘
𝑘!

𝑛

𝑘=0

𝐷𝑥
−2𝑘𝐷𝑧

𝑘+1] { 𝐴𝑛
[2](𝑥, 𝑦, 𝑧)𝐻

 } 

olup, 

[𝑥𝐷𝑧 + 2𝑦𝐷𝑥
−2𝐷𝑧

2 + 3𝑧𝐷𝑥
−4𝐷𝑧

3 +∑
𝜃𝑘
𝑘!

𝑛

𝑘=0

𝐷𝑥
−2𝑘𝐷𝑧

𝑘+1 

+∑
𝜌𝑘
𝑘!

𝑛

𝑘=0

𝐷𝑥
−2𝑘𝐷𝑦

𝑘+1 − (𝑛 + 1)𝐷𝑥
2] { 𝐴𝑛

[2](𝑥, 𝑦, 𝑧)𝐻
 } = 0                                                      (3.58) 

ile verilen son diferensiyel denklem bulunur. 
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4. İKİ KEZ YİNELENEN ÜÇ DEĞİŞKENLİ HERMITE TABANLI 

APPELL POLİNOMLARI İÇİN ÖRNEKLER 

Bu bölümde,  𝑎1(𝑡) ve 𝑎2(𝑡)’lerin özel seçimleriyle iki kez yinelenen üç değişkenli Hermite 

tabanlı Appell polinomları için örnekler verilecektir. Daha sonra da bu elde edilen 

polinomlar için rekürans bağıntıları, azalan ve arttıran operatörler ve diferensiyel denklemler 

verilecektir. 

4.1. İki Kez Yinelenen Üç Değişkenli Hermite Tabanlı Euler Polinomları 

(3.15) ile verilen doğurucu fonksiyonda 

𝑎1(𝑡) = 𝑎2(𝑡) =
2

𝑒𝑡 + 1
   

seçilirse iki kez yinelenen üç değişkenli Hermite tabanlı Euler polinomları  

𝐸𝑛
[2]( 𝑥, 𝑦, 𝑧)𝐻

 ≔ 𝐸𝑛
[2]

𝐻
  olmak üzere 

(
2

𝑒𝑡 + 1
)
2

𝑒𝑥𝑡+𝑦𝑡
2+𝑧𝑡3 = ∑ 𝐸𝑛

[2](𝑥, 𝑦, 𝑧)𝐻
 

∞

𝑛=0

𝑡𝑛

𝑛!
                                                                        (4.1) 

eşitliği ile tanımlanabilir. (2.30) da 𝛼 = 2, 𝜆 = 1 durumu olup, bu polinomlar 2. mertebeden 

üç değişkenli Hermite Euler polinomlarıdır.                    

4.1.1. Sonuç 

İki kez yinelenen üç değişkenli Hermite tabanlı Euler polinomlarının rekürans bağıntısı 

𝐸𝑛+1
[2] = −∑∑ (

𝑛

𝑘
) (
𝑘

𝑚
)

𝑘

𝑚=0

𝑛

𝑘=0

𝐸𝑘−𝑚
 𝐸𝑛−𝑘

[2]
 𝐻
 (𝑥, 𝑦, 𝑧) 

 
𝐻
 + 𝑥 𝐸𝑛

[2]
𝐻
 (𝑥, 𝑦, 𝑧) 

+2𝑦𝑛 𝐸𝑛−1
[2] (𝑥, 𝑦, 𝑧)𝐻

 + 3𝑧𝑛(𝑛 − 1) 𝐸𝑛−2
[2] (𝑥, 𝑦, 𝑧)𝐻

  

dir. 
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4.1.2. Sonuç  

İki kez yinelenen üç değişkenli Hermite tabanlı Euler polinomlarının arttıran operatörü, 

integro-arttıran operatörleri, azalan operatörü, integro-azalan operatörleri 

𝐿𝑥
 
𝑛
− ≔

1

𝑛
𝐷𝑥 ,  

𝐿𝑥
 
𝑛
+ ≔ −∑∑ (

𝑘

𝑚
)
𝐸𝑘−𝑚
 

 
 

𝑘!

𝑘

𝑚=0

𝑛

𝑘=0

𝐷𝑥
𝑘  + 𝑥 + 2𝑦𝐷𝑥 + 3𝑧𝐷𝑥

2, 

                                                            𝐿𝑦
 
𝑛
− ≔

1

𝑛
𝐷𝑥
−1𝐷𝑦,  

𝐿𝑦
 
𝑛
+ ≔ −∑∑ (

𝑘

𝑚
)
𝐸𝑘−𝑚
 

 
 

𝑘!

𝑘

𝑚=0

𝑛

𝑘=0

𝐷𝑥
−𝑘  𝐷𝑦

𝑘  + 𝑥 + 2𝑦𝐷𝑥
−1𝐷𝑦

  + 3𝑧𝐷𝑥
−2𝐷𝑦

2,  

 

𝐿𝑧
 
𝑛
− ≔

1

𝑛
𝐷𝑥
−2𝐷𝑧 , 

𝐿𝑧
 
𝑛
+ ≔ −∑∑ (

𝑘

𝑚
)
𝐸𝑘−𝑚
 

 
 

𝑘!

𝑘

𝑚=0

𝑛

𝑘=0

𝐷𝑥
−2𝑘  𝐷𝑧

𝑘   + 𝑥 + 2𝑦𝐷𝑥
−2𝐷𝑧

 + 3𝑧𝐷𝑥
−4𝐷𝑧

2       

ile verilir. Diferensiyel denklem 

[𝑥𝐷𝑥 + 2𝑦𝐷𝑥
2  + 3𝑧𝐷𝑥

3  −∑∑ (
𝑘

𝑚
)
𝐸𝑘−𝑚
 

 
 

𝑘!

𝑘

𝑚=0

𝑛

𝑘=0

𝐷𝑥
𝑘+1  − 𝑛] { 𝐸𝑛

[2]( 𝑥, 𝑦, 𝑧)𝐻
 } = 0  

ve integro-diferensiyel denklemler ise      

[𝑥𝐷𝑦
 + 2𝑦𝐷𝑥

−1𝐷𝑦
2 + 3𝑧𝐷𝑥

−2𝐷𝑦
3 −∑∑ (

𝑘

𝑚
)
𝐸𝑘−𝑚
 

 
 

𝑘!

𝑘

𝑚=0

𝑛

𝑘=0

𝐷𝑥
−𝑘  𝐷𝑦

𝑘+1 

−(𝑛 + 1)𝐷𝑥
 ] { 𝐸𝑛

[2]( 𝑥, 𝑦, 𝑧)𝐻
 } = 0, 
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[𝑥𝐷𝑧
 + 2𝑦𝐷𝑥

−2𝐷𝑧
2 + 3𝑧𝐷𝑥

−4𝐷𝑧
3 −∑∑ (

𝑘

𝑚
)
𝐸𝑘−𝑚
 

 
 

𝑘!

𝑘

𝑚=0

𝑛

𝑘=0

𝐷𝑥
−2𝑘  𝐷𝑧

𝑘+1 

−(𝑛 + 1)𝐷𝑥
 2] { 𝐸𝑛

[2]( 𝑥, 𝑦, 𝑧)𝐻
 } = 0  

olarak bulunmuştur. 

4.2. İki Kez Yinelenen Üç Değişkenli Hermite Tabanlı Bernoulli Polinomları 

(3.15) ile verilen doğurucu fonksiyonda 

𝑎1(𝑡) = 𝑎2(𝑡) =
𝑡

𝑒𝑡 − 1
 

seçilirse iki kez yinelenen üç değişkenli Hermite tabanlı Bernoulli polinomları 

𝐵𝑛
[2]( 𝑥, 𝑦, 𝑧)𝐻

 ≔ 𝐵𝑛
[2]

𝐻
  olmak üzere  

(
𝑡

𝑒𝑡 − 1
)
2

𝑒𝑥𝑡+𝑦𝑡
2+𝑧𝑡3 =  ∑ 𝐵𝑛

 
𝐻
 (𝑥, 𝑦, 𝑧)

∞

𝑛=0

𝑡𝑛

𝑛!
                                                                        (4.2) 

eşitliği ile tanımlanabilir. (2.28) de 𝛼 = 2, 𝜆 = 1 durumu olup, bu polinomlar 2. mertebeden 

üç değişkenli Hermite Bernoulli polinomlarıdır.      

4.2.1. Sonuç 

İki kez yinelenen üç değişkenli Hermite tabanlı Bernoulli polinomlarının rekürans bağıntısı 

𝐵𝑛+1
[2] = −2∑∑ (

𝑛

𝑘
) (
𝑘 + 1

𝑚
)

𝑘+1

𝑚=0

𝑛

𝑘=0

𝐵𝑚
 

 
 

𝑘 + 1
𝐵𝑛−𝑘
[2] (𝑥, 𝑦, 𝑧)𝐻

 
𝐻
 + 𝑥 𝐵𝑛

[2](𝑥, 𝑦, 𝑧)𝐻
  

+2𝑦𝑛 𝐵𝑛−1
[2] (𝑥, 𝑦, 𝑧)𝐻

 + 3𝑧𝑛(𝑛 − 1) 𝐵𝑛−2
[2]

𝐻
 (𝑥, 𝑦, 𝑧)      

dir.        
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4.2.2. Sonuç  

İki kez yinelenen üç değişkenli Hermite tabanlı Bernoulli polinomlarının arttıran operatörü, 

integro-arttıran operatörleri, azalan operatörü, integro-azalan operatörleri 

𝐿𝑥
 
𝑛
− ≔

1

𝑛
𝐷𝑥 ,  

𝐿𝑥
 
𝑛
+ ≔ −2∑∑ (

𝑘 + 1

𝑚
)

𝐵𝑚
 

 
 

(𝑘 + 1)𝑘!

𝑘+1

𝑚=0

𝑛

𝑘=0

𝐷𝑥
𝑘  + 𝑥 + 2𝑦𝐷𝑥 + 3𝑧𝐷𝑥

2,    

𝐿𝑦
 
𝑛
− ≔

1

𝑛
𝐷𝑥
−1𝐷𝑦,    

𝐿𝑦
 
𝑛
+ ≔ −2∑∑ (

𝑘 + 1

𝑚
)

𝐵𝑚
 

 
 

(𝑘 + 1)𝑘!

𝑘+1

𝑚=0

𝑛

𝑘=0

𝐷𝑥
−𝑘  𝐷𝑦

𝑘  + 𝑥 + 2𝑦𝐷𝑥
−1𝐷𝑦

  + 3𝑧𝐷𝑥
−2𝐷𝑦

2,   

𝐿𝑧
 
𝑛
− ≔

1

𝑛
𝐷𝑥
−2𝐷𝑧 , 

𝐿𝑧
 
𝑛
+ ≔ −2∑∑ (

𝑘 + 1

𝑚
)

𝐵𝑚
 

 
 

(𝑘 + 1)𝑘!

𝑘+1

𝑚=0

𝑛

𝑘=0

𝐷𝑥
−2𝑘  𝐷𝑧

𝑘  + 𝑥 + 2𝑦𝐷𝑥
−2𝐷𝑧

 + 3𝑧𝐷𝑥
−4𝐷𝑧

2 

                                                           ile verilir. Diferensiyel denklem 

[𝑥𝐷𝑥 + 2𝑦𝐷𝑥
2  + 3𝑧𝐷𝑥

3  − 2∑∑ (
𝑘 + 1

𝑚
)

𝐵𝑚
 

 
 

(𝑘 + 1)𝑘!

𝑘+1

𝑚=0

𝑛

𝑘=0

𝐷𝑥
𝑘+1  − 𝑛] { 𝐵𝑛

[2]( 𝑥, 𝑦, 𝑧)𝐻
 } = 0 

ve integro-diferensiyel denklemler ise          

[𝑥𝐷𝑦
 + 2𝑦𝐷𝑥

−1𝐷𝑦
2 + 3𝑧𝐷𝑥

−2𝐷𝑦
3 

−2∑∑ (
𝑘 + 1

𝑚
)

𝐵𝑚
 

 
 

(𝑘 + 1)𝑘!

𝑘+1

𝑚=0

𝑛

𝑘=0

𝐷𝑥
−𝑘  𝐷𝑦

𝑘+1 − (𝑛 + 1)𝐷𝑥
 ] { 𝐵𝑛

[2]( 𝑥, 𝑦, 𝑧)𝐻
 } = 0, 
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[𝑥𝐷𝑧
 + 2𝑦𝐷𝑥

−2𝐷𝑧
2 + 3𝑧𝐷𝑥

−4𝐷𝑧
3 

−2∑∑ (
𝑘 + 1

𝑚
)

𝐵𝑚
 

 
 

(𝑘 + 1)𝑘!

𝑘+1

𝑚=0

𝑛

𝑘=0

𝐷𝑥
−2𝑘  𝐷𝑧

𝑘+1 − (𝑛 + 1)𝐷𝑥
 2] { 𝐵𝑛

[2]( 𝑥, 𝑦, 𝑧)𝐻
 } = 0    

olarak bulunmuştur. 

4.3. İki Kez Yinelenen Üç Değişkenli Hermite Tabanlı Bernoulli-Euler Polinomları 

(3.15) ile verilen doğurucu fonksiyonda 

𝑎1(𝑡) =
2

𝑒𝑡 + 1
   

ve 

𝑎2(𝑡) =
𝑡

𝑒𝑡 − 1
      

seçilirse iki kez yinelenen üç değişkenli Hermite tabanlı Bernoulli-Euler polinomları 

𝐵𝑒𝑛
[2]( 𝑥, 𝑦, 𝑧)𝐻

 ≔ 𝐵𝑒𝑛
[2]

𝐻
  olmak üzere 

(
2

𝑒𝑡 + 1
) (

𝑡

𝑒𝑡 − 1
) 𝑒𝑥𝑡+𝑦𝑡

2+𝑧𝑡3 = ∑ 𝐵𝑒𝑛
[2](𝑥, 𝑦, 𝑧)𝐻

 
𝑡𝑛

𝑛!

∞

𝑛=0

                                                     (4.3) 

eşitliği ile tanımlanabilir. 

4.3.1. Sonuç 

İki kez yinelenen üç değişkenli Hermite tabanlı Bernoulli-Euler polinomlarının rekürans 

bağıntısı  

 𝐵𝑒𝑛+1
[2]

𝐻
 (𝑥, 𝑦, 𝑧) = −

1

2
 ∑∑ (

𝑛

𝑘
) (
𝑘

𝑚
)

𝑘

𝑚=0

𝑛

𝑘=0

𝐸𝑘−𝑚 
 𝐵𝑒𝑛−𝑘

[2]
𝐻
 (𝑥, 𝑦, 𝑧) 

  

−∑∑ (
𝑛

𝑘
) (
𝑘 + 1

𝑚
)

𝑘+1

𝑚=0

𝑛

𝑘=0

𝐵𝑚
 

 
 

𝑘 + 1
𝐵𝑒𝑛−𝑘

[2] (𝑥, 𝑦, 𝑧)𝐻
 + 𝑥 ( 𝐵𝑒𝑛

[2]
𝐻
 (𝑥, 𝑦, 𝑧)) 
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+2𝑦𝑛 ( 𝐵𝑒𝑛−1
[2]

𝐻
 (𝑥, 𝑦, 𝑧)) + 3𝑧𝑛(𝑛 − 1) ( 𝐵𝑒𝑛−2

[2]
𝐻
 (𝑥, 𝑦, 𝑧)) 

dir. 

4.3.2. Sonuç 

İki kez yinelenen üç değişkenli Hermite tabanlı Bernoulli-Euler polinomlarının arttıran 

operatörü, integro-arttıran operatörleri, azalan operatörü, integro-azalan operatörleri 

𝐿𝑥
 
𝑛
− ≔

1

𝑛
𝐷𝑥 ,   

𝐿𝑥
 
𝑛
+ ≔ 𝑥 + 2𝑦𝐷𝑥 + 3𝑧𝐷𝑥

2 −
1

2
 ∑∑ (

𝑘

𝑚
)

𝑘

𝑚=0

𝑛

𝑘=0

𝐸𝑘−𝑚
 

 
 

𝑘!
𝐷𝑥
𝑘 −∑∑ (

𝑘 + 1

𝑚
)

𝑘+1

𝑚=0

𝑛

𝑘=0

𝐵𝑚
 

 
 

(𝑘 + 1)𝑘!
𝐷𝑥
𝑘,  

𝐿𝑦
 
𝑛
− ≔

1

𝑛
𝐷𝑥
−1𝐷𝑦,       

𝐿𝑦
 
𝑛
+ ≔ 𝑥 + 2𝑦𝐷𝑥

−1𝐷𝑦
  + 3𝑧𝐷𝑥

−2𝐷𝑦
2  −

1

2
 ∑∑ (

𝑘

𝑚
)

𝑘

𝑚=0

𝑛

𝑘=0

𝐸𝑘−𝑚
 

 
 

𝑘!
 𝐷𝑥

−𝑘𝐷𝑦
𝑘 

−∑∑ (
𝑘 + 1

𝑚
)

𝑘+1

𝑚=0

𝑛

𝑘=0

𝐵𝑚
 

 
 

(𝑘 + 1)𝑘!
𝐷𝑥
−𝑘𝐷𝑦

𝑘, 

𝐿𝑧
 
𝑛
− ≔

1

𝑛
𝐷𝑥
−2𝐷𝑧 ,   

𝐿𝑧
 
𝑛
+ ≔ 𝑥 + 2𝑦𝐷𝑥

−2𝐷𝑧
 + 3𝑧𝐷𝑥

−4𝐷𝑧
2   −

1

2
∑∑ (

𝑘

𝑚
)

𝑘

𝑚=0

𝑛

𝑘=0

𝐸𝑘−𝑚
 

 
 

𝑘!
𝐷𝑥
−2𝑘𝐷𝑧

𝑘 

−∑∑ (
𝑘 + 1

𝑚
)

𝑘+1

𝑚=0

𝑛

𝑘=0

𝐵𝑚
 

 
 

(𝑘 + 1)𝑘!
𝐷𝑥
−2𝑘𝐷𝑧

𝑘   

ile verilir. Diferensiyel denklem 
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[𝑥𝐷𝑥 + 2𝑦𝐷𝑥
2 + 3𝑧𝐷𝑥

3 −
1

2
 ∑∑ (

𝑘

𝑚
)

𝑘

𝑚=0

𝑛

𝑘=0

𝐸𝑘−𝑚
 

 
 

𝑘!
𝐷𝑥
𝑘+1 

−∑∑ (
𝑘 + 1

𝑚
)

𝑘+1

𝑚=0

𝑛

𝑘=0

𝐵𝑚
 

 
 

(𝑘 + 1)𝑘!
𝐷𝑥
𝑘+1 − 𝑛] { 𝐵𝑒𝑛

[2]( 𝑥, 𝑦, 𝑧)𝐻
 } = 0  

ve integro-diferensiyel denklemler ise 

[𝑥𝐷𝑦
 + 2𝑦𝐷𝑥

−1𝐷𝑦
2 + 3𝑧𝐷𝑥

−2𝐷𝑦
3 −

1

2
 ∑∑ (

𝑘

𝑚
)

𝑘

𝑚=0

𝑛

𝑘=0

𝐸𝑘−𝑚
 

 
 

𝑘!
𝐷𝑥
−𝑘𝐷𝑦

𝑘+1 

−∑∑ (
𝑘 + 1

𝑚
)

𝑘+1

𝑚=0

𝑛

𝑘=0

𝐵𝑚
 

 
 

(𝑘 + 1)𝑘!
𝐷𝑥
−𝑘𝐷𝑦

𝑘+1 − (𝑛 + 1)𝐷𝑥] { 𝐵𝑒𝑛
[2]( 𝑥, 𝑦, 𝑧)𝐻

 } = 0,   

[𝑥𝐷𝑧
 + 2𝑦𝐷𝑥

−2𝐷𝑧
2 + 3𝑧𝐷𝑥

−4𝐷𝑧
3 −

1

2
 ∑∑ (

𝑘

𝑚
)

𝑘

𝑚=0

𝑛

𝑘=0

𝐸𝑘−𝑚
 

 
 

𝑘!
𝐷𝑥
−2𝑘𝐷𝑧

𝑘+1 

 

−∑∑ (
𝑘 + 1

𝑚
)

𝑘+1

𝑚=0

𝑛

𝑘=0

𝐵𝑚
 

 
 

(𝑘 + 1)𝑘!
𝐷𝑥
−2𝑘𝐷𝑧

𝑘+1 − (𝑛 + 1)𝐷𝑥
2] { 𝐵𝑒𝑛

[2]( 𝑥, 𝑦, 𝑧)𝐻
 } = 0   

olarak bulunmuştur. 
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5. SONUÇ VE ÖNERİLER 

Bu tez, öncelikli olarak Appell ve Hermite polinomlarını tanıtmakta ve bu polinomların 

tarihçesine ve genel özelliklerine odaklanmaktadır. Tezde Appell ve Hermite polinomlarını 

kapsayan kapsamlı bir literatür bulunmaktadır. Bu polinom ailelerini içeren iki değişkenli 

aileler doğurucu fonksiyonlar aracılığıyla tezde tanıtılmış ve özellikleri verilmiştir. Ayrıca, 

[19, 20] de daha geniş bir aile olan üç değişkenli bir polinom ailesi tanıtılmış ve özelliklerine 

değinilmiştir. Bu polinom ailelerinin ve doğurucu fonksiyonun özelliklerinden yola çıkarak, 

bu aileleri kapsayan üç değişkenli polinom aileleri için daha genel bir aile üzerinde çalışılmış 

ve bu polinom ailelerini içeren yeni özellikler ve sonuçlar elde edilmiştir. 

Bu tezde tanımlanan ailede  𝑎1(𝑡) ve 𝑎2(𝑡) nin özel seçimleriyle yeni alt aileler 

tanımlanabilir ve bu ailelerin özellikleri de bulunabilir. Diğer taraftan 𝑥 yerine 𝑥 + ⅈ𝑤 

alınarak cosinüs ve sinüs iki kez yinelenen üç değişkenli Hermite tabanlı Appell polinom 

aileleri üzerinde çalışmalar yapılabilir. 
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