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OZET

Siral1 vektor uzaylarinda, sadece siralamayi kullanarak yakinsamayi tanimlamanin birkag
dogal yolu vardir. Bunlar ¢ogunlukla sira yakinsamalar olarak bilinir. Ilgili calismalarda
aglarin sira yakinsamasi yaygin olarak kullanilmaktadir. Mesela, normlu Riesz uzaylari
calisilirken, sira siirekli normlar igin sira yakinsama kullamilir.  Aym1 zamanda sira
yakinsama, Riesz uzaylar1 arasindaki operatorler icin bu yakinsamaya gore siirekli olan
operatorlerden olan sira siirekli operatorleri tanimlarken kullanilir. Aglar icin yaygin olarak
kullanilan yakinsaklik tanimlari, diziler i¢in verilen yakinsaklik tanimlarindan kaynaklanir.
Ancak, bu yakinsamanin bir sorunu, agin sira yakinsamasinin sadece kuyruguna degil, ayn
zamanda baglangicina da bagl olmasidir. 2005 yilinda Abramovich ve Sirotkin, Riesz uzay1
teorisinde aglarin yakinsamasi i¢in yeni ve gelistirilmig bir tanim Onerdiler. Sonrasinda bu
tamim, Riesz uzaylarinda yakinsama ile iligkilendirilen ¢alismalarda kullanildi. Diger
yandan, sirali vektor uzaylarinda sira birim norm gibi kullaniglt bir norm genellikle yoktur.
Ancak, goreceli diizgiin yakinsama diye adlandirilan benzer bir yakinsama kavramiyla
bdyle bir norm tanimlanabilir. Bu ¢alismada, bu iki sira yakinsama taniminin yani sira son
zamanlarda yapilan ¢calismalarda ele alinan ve uzayin yapisina gore sonuglar1 genisleten sira
yakinsamalar da incelenmistir.
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ABSTRACT

In ordered vector spaces, there are several natural ways to describe convergence using only
ordering. These are commonly known as order convergences. Order convergence of nets is
widely used in related studies. For example, order convergence is used for order continuous
norms when studying normed Riesz spaces. At the same time, order convergence is used to
define order continuous operators, which are continuous concerning this convergence for
operators between Riesz spaces. Commonly used convergence definitions for nets derive
from the convergence descriptions given for sequences. However, one problem with this
convergence is that it depends on the tail and the beginning of the net’s row convergence. In
2005, Abramovich and Sirotkin proposed a new and improved definition for the
convergence of nets in Riesz space theory. Subsequently, this definition has been used in
studies related to convergence in Riesz spaces. On the other hand, in ordered vector spaces,
there is usually no norm that is as proper as the order unit norm. However, such a norm can
be defined by a similar concept called relative uniform convergence. In this study, in
addition to these two order convergence definitions, order convergences, which have been
discussed in recent studies and which expand the results according to the structure of the
space, are also examined.
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SIMGELER VE KISALTMALAR

Bu caligmada kullanilan simgeler ve kisaltmalar, agiklamalar1 ile birlikte asagida

sunulmustur.

Simgeler Aciklamalar

K Bir vektor uzayi i¢inde bir koni

(X,K) K konisi ile X siral1 vektor uzay1

X9 X siral1 kiimesinin Dedekind kesitlerinin kiimesi
xVy x ve y elemanlarinin supremumu

XAy x ve y elemanlarinin infimumu

xt x elemaninin pozitif kismi

X~ x elemaninin negatif kismi1

|x| x elemaninin modiilii

X Tx (x;,) artan ag ve sup; oo X3 = X

X3 dx (x; ) azalan ag ve infy .5 x; = x

Xy > x (x;) ag1 x elemanina sira yakinsar

X, B3 x (x,) ag1 x elemanina sira-2 yakinsar

x Bx (x5 ) ag1 x elemanina sira-3 yakinsar

Il Bir vektor uzay iistiinde bir norm

-1l Bir vektor uzayi iistiinde u sira birimiyle bir yari norm
(X,K, 1) K konisi ve ||-|| normu ile X sirali normlu uzay1
(X, K, Il,,) K konisi ve ||-||, yart normu ile X sira birimli uzay1
L(X,Y) {T | T : X — Y lineer operator} uzay1

Ly(X,Y) {T | T : X — Y sira sinirli operator} uzayi
Z(X,Y) {T |X =Y : T norm sinirh operatdr} uzay1
int(K) K konisinin igi

A" A kiimesinin st sinirlari kiimesi

Al A kiimesinin alt sinirlari kiimesi

uo-yakinsaklik Siursiz sira yakinsaklik

uopy-yakinsaklik DeMarr’1n sinirsiz sira yakinsakligi



1. GIRIS

Bu tez calismasinda, sirali vektdr uzaylari ve sirali normlu uzaylarlarda yakinsaklik
kavramlar1 incelenmistir.  Ozellikle, norm yakinsama, sira yakinsama ve sImirsiz sira
yakinsama gibi temel kavramlar detayli bir sekilde ele alinmigtir. Calismanin amaci, bu
kavramlarin matematiksel yapilarimi ve oOzelliklerini inceleyerek sirali vektor uzaylari

teorisine katki saglamaktir.

Matematiksel analiz ve fonksiyonel analiz gibi alanlarda, yakinsaklik kavramlar1 biiyiik
Ooneme sahiptir. Bu kavramlar, bircok matematiksel yapinin temelini olusturur ve gesitli
uygulamalarda kritik rol oynar. Sirali vektor uzaylar1 ve yakinsaklik tiirlerinin detayl
incelenmesi, hem teorik matematik hem de uygulamali bilimler i¢in degerli bilgiler

sunmaktadir.

Sirali vektor uzaylarinda yakinsaklik kavramlar iizerine yapilan ¢aligmalar, bu alandaki
onemli gelismeleri ve mevcut bilgi birikimini agiga ¢ikarir. Bu ¢alismalar, konunun daha iyi
anlagilmasini saglayan temel prensipleri ve teorileri ortaya koyar. Literatiirde, 6zellikle
norm yakinsama ve sira yakinsama {izerine yapilan arastirmalar dikkat c¢ekicidir. Bu
calismalar, cesitli matematiksel yapilarin ve fonksiyonel analiz yOntemlerinin

gelistirilmesine katkida bulunmustur.

Bu calismada, sirali vektor uzaylarinda yakinsaklik tiirlerinin analizi yapilmistir. Tezde,
kapal1 koniler, yar1 monoton normlar ve Arsimedyan sirali vektor uzaylar1 gibi kavramlar
detayl bir sekilde ele alinmistir. Ayrica, sira yakinsama cesitleri, genisleme ve kisitlama
siirecleri ile smirsiz sira yakinsaklik konulari iizerinde durulmustur. Calismanin temel
yontemi, bu kavramlarin teorik analizini yapmak ve elde edilen sonuglari matematiksel

olarak ispatlamaktir.

Tez bu girisle birlikte bes ana boliimden olusmaktadir. Ikinci boliimde, bir topolojik uzayin
yapisini agiklamada dizilerin yakinsamasinin yetersiz kaldi8i, ancak bu yetersizligi aglarin
yakinsamasinin tamamladigi aciklanmagtir. Bu sebeple, sirali vektdr uzaylarinda
yakinsaklik kavrami aglar iizerinden hem genel hem de uzayin latis yapisi varken, yani uzay

Riesz uzay1 iken verilmistir. Ugiincii boliimde, dnce sirali normlu uzaylarda kapali koniler



ve yart monoton normlar incelenip sira birimli uzaylarda yakinsaklik verilmis, sonra
normun olmadigi durumda Arsimedyan sirali vektor uzaylarinda benzer bir yakinsama
kavrami olarak goreceli diizgiin yakinsama iizerine yogunlagilmistir. Ddrdiincii boliimde,
sira yakinsama cegitleri ve sinirsiz sira yakinsaklik detayl bir sekilde analiz edilmigtir. Son
boliimde ise, derlenen bulgular Ozetlenmis ve gelecekte yapilabilecek calismalar igin

onerilerde bulunulmustur.

Bu calisma, sirali vektor uzaylarinda yakinsaklik kavramlari ilizerine yapilan teorik
aragstirmalara katki saglamay1 hedeflemektedir. Sonuclar, hem matematiksel teori hem de

uygulamali bilimler i¢in degerli bilgiler sunmaktadir.



2. TEMEL KAVRAMLAR

Bu boliimde, ilerleyen boliimlerde ihtiya¢ duyulan bilgiler ve teoremler verilecektir.

2.1. Topolojik Uzaylarda Dizilerin ve Aglarin Yakinsamasi

Burada verilen topolojik altyapi i¢in [1-9] kaynaklarina bakilabilir.

Bir topolojik uzayda bir x noktasinin komsulugu, x € U sartin1 saglayan herhangi bir U agik
kiimesidir. Bu tanimdan da anlasilacagi tizere, tezimizde komsuluklar her zaman agik olarak
aliacaktir. Bir x noktasinin her komsulugu yeterince biiyiik » indisleri i¢in x;, elemanlarini
iceriyorsa (x,) dizisi x noktasina yakinsar. Bu yakinsama x, — x bigiminde gosterilir ve x
noktasinin (x,) dizisinin bir limiti oldugu sdylenir. Bir (x,) dizisi x noktasina yakinsarsa

(x,,) dizisinin her alt dizisi de x noktasina yakinsar.

Herhangi bir (X,d) metrik uzayi, tim x € X ve € > 0 icin ‘temel agiklar’ B(x,€) =
{y € X :d(x,y) < €} agik yuvarlari olan bir topolojiye sahiptir. Metrik uzaylar arasindaki
bir f: X — Y siirekli fonksiyonu i¢in X i¢inde x,, — x iken Y i¢inde f(x,) — f (x) saglanir.
Yani metrik uzaylar arasinda taniml siirekli fonksiyonlar dizilerin yakinsamasim korur,

bagka bir deyisle dizisel siireklidirler.

Bir topolojik uzayda herhangi iki farkli x ve y noktalarmin ayrik olan birer komsulugu
bulunabiliyorsa bu topolojik uzaya ‘Hausdorff uzay’ denir. Diziler genelde birden fazla
limite sahip olabilir. Ancak bir Hausdorff uzayda dizilerin limiti varsa tektir. Yani, bir
Hausdorff uzayda yakinsak bir dizinin belli bir yerden sonra terimleri iki ayrik komgulukta

olamaz.

N ={1,2,3,...} dogal sayilar kiimesinden X kiimesine orten fonksiyon varsa X sayilabilir

kiimedir. Sayilabilir kiimelerin sayilabilir bir birlesimi de sayilabilirdir.

Bir topolojik uzayda bir kiimenin her bir elemaninin, bu kiime tarafindan kapsanan en az bir
komsulugu varsa bu kiime ‘acik kiime’dir. Bir kiimenin tiimleyenindeki herhangi bir dizinin

bu kiimenin i¢inde bir limiti yoksa bu kiime ‘dizisel ac¢ik kiime’dir.



2.1.1. Onerme

Metrik uzay icinde bir kiimenin agik olmasi icin gerek ve yeter sart o kiimenin dizisel agik

olmasidir.

Ispat

X metrik uzaymin A alt kiimesi agik kiime olmak iizere X \A i¢inde bir dizi (x,) olsun. Her
bir x € A noktasinin A tarafindan kapsanan bir U komgulugu vardir ve (x;) dizisinin hi¢bir
terimi U i¢inde degildir. Dolayisiyla (x,) dizisinin A iginde bir limiti olamayacagindan A
kiimesi dizisel agiktir. Tersine A agik kiime olmadiginda, her bir komsulugu X \A ile kesisen

bir x € A vardir. Bu durumda, her n € N i¢in

%0 €B (x, %) N (X\A)

olacak bi¢imde X \A i¢inde olusturulan (x;) dizisi x noktasina yakinsadigindan A dizisel agik

degildir.
2.1.2. Onerme

Topolojik uzaydaki herhangi bir acik kiime dizisel agiktir.

Ispat

Onerme 2.1.1’in ispatimin ilk kismina benzerdir.

Yukaridaki 6nermenin tersi dogru degildir. Her bir dizisel acik kiimesi agik kiime olan
topolojik uzaya ‘dizisel (topolojik) uzay’ denir. Simdi, dizisel olmayan bir topolojik uzay

ornegi verelim.



Ornek

X sayilamaz kiimesini 7 sayilabilir tiimleyenler topolojisi ile birlikte ele alalim. X icindeki
herhangi bir kiimenin kapali olmas1 icin gerek ve yeter sart bu kiimenin X’e esit veya
sayilabilir kiime olmasidir. X iginde x, — x olacak bigcimde bir (x,) dizisi alindiginda x
elemaninin {x} U (X\{x, : n € N}) komsulugu, yakinsama tanimindan dolay1 yeterince
biiyiik n’ler i¢in x, elemanlarini igerir. Bu durumda yeterince biiyiik »’ler icin x,, = x olmak
zorundadir. Sonug olarak, X in herhangi bir A alt kiimesindeki bir dizi yakinsaksa, yalmizca
A’nin bir elemanina yakisayabildiginden X’in her alt kiimesi dizisel agiktir. Ancak, X’in

acik olmayan alt kiimeleri de var oldugundan (X, 7) dizisel uzay degildir.

Ornek

X sayilamayan kiimesinin &?(X) kuvvet kiimesi ayrik topolojiyle verilsin. &7 C Z(X), X

kiimesinin sayilamayan tiim alt kiimelerinin ailesi olsun. .7 acik degildir. Gergekten, her

temel acik sonlu kiimeleri icerir. Ancak <7 ailesinin dizisel olarak acik oldugunu iddia

ediyoruz. (X,), X’in sayilabilir alt kiimelerinin bir dizisi olsun. X, — Y oldugunu

varsayalim. Herhangi bir x € X alindiginda x € Y olmas1 icin gerek ve yeter sart yeterince

biiyiik 7 i¢in x € X;, olmasidir. Bu durumda Y C UNXn saglanir. Ancak UNXn sayilabilir
ne ne

kiimelerin sayilabilir bir birlesimidir. Dolayisiyla, bir sayilabilir kiimeler dizisi yalnizca

sayilabilir kiimelere yakinsayabildiginden <7 dizisel olarak agiktir.

Dizisel uzaylar aym1 zamanda bir topolojik uzaydan bagka bir topolojik uzaya tanimlanan
herhangi bir fonksiyonun siirekliliginin dizilerle dogru bir bi¢cimde tanimlanabildigi

uzaylardir.

2.1.3. Lemma

X topolojik uzayinin bir A alt kiimesinin dizisel a¢ik olmasi i¢in gerek ve yeter sart A icinde

limiti olan her dizinin sonlu sayida terimi hari¢ diger terimleri A icindedir.



Ispat

A C X alt kiimesinin dizisel a¢ik olmadigi, X \A i¢inde sonsuz terimli ve limiti A i¢cinde olan
bir dizi varsa ispatlanabilir. A alt kiimesi dizisel a¢ik degilse, o zaman tanimi geregi terimleri

X\A i¢inde olan ve limiti A i¢inde olan bir dizi vardur.

Tersine (x,) dizisinin X \A i¢inde bir dizi ve x € A noktasina yakinsayan sonsuz sayida terim
iceren bir dizi oldugu varsayilsin. O zaman (x,) dizisi X \A i¢inde x € A noktasina yakinsayan

bir alt diziye sahiptir. Yani A alt kiimesi dizisel acik degildir.

2.1.4. Onerme

X topolojik uzay olsun. Asagidaki ifadeler denktir.

1) X diziseldir,

2) Y herhangi bir topolojik uzay iken bir f : X — Y fonksiyonunun siirekli olmasi i¢in gerek

ve yeter sart f nin dizilerde yakinsaklig1 korumasidir.

Ispat

(1 = 2) X dizisel olsun. Herhangi bir siirekli fonksiyon dizilerin yakinsamasini korur. Bu
nedenle f : X — Y fonksiyonu yakinsamayi koruyorsa f fonksiyonunun siirekli oldugunu
ispatlamak yeterlidir. f fonksiyonunun siirekli olmadigin1 kabul edelim. En az bir U C Y
acik kiimesinin f~!'(U) ters goriintiisii X icinde acik degildir. X dizisel uzay oldugundan
f~Y(U) dizisel agik degildir. Dolayisiyla X\~ (U) iginde bir x € f~!(U) noktasina
yakinsayan (x,) dizisi vardir. Ancak (f(x,)) dizisi Y \U kapali kiimesinde bir dizidir. f(x)’i
limit olarak alamaz. Bu durum f fonksiyonunun yakinsamay1 korumasiyla celisir. O halde

f siirekli olmak zorundadir.

(2 = 1) (X, 1) topolojik uzay1 dizisel olmasin. 7z, = {A C X : A T’ ya gore dizisel a¢ik}

olsun. & ve X dizisel agciktir ve dizisel acik kiimelerin herhangi bir birlesimi de dizisel



aciktir. 7y;, kiimeler ailesinin X {iistiinde topoloji oldugunu gormek icin geriye iki dizisel
acik kiime olan A ve B kiimelerinin kesisiminin de dizisel agik oldugunu ispatlamak kalir.
Bunun igin bir (x,) dizisinin limiti x € A N B noktasi olsun. Lemma 2.1.3’den (x,,) dizisinin
belli bir yerden sonraki terimleri A i¢cinde ve bagka belli bir yerden sonraki terimleri B i¢ginde
oldugundan (x,) dizisinin sonlu sayida terimi diginda kalan tiim terimleri A N B i¢indedir.

Lemma 2.1.3’den A N B dizisel agiktir.
I: (XaT) - (X7Tdiz)

0zdeslik doniigtimii siirekli degildir. Ancak bu doniisiim yakinsamay1 korur. Gergekten,
(X,7) i¢inde x, — x oldugunu varsayalim. (X, 7,;,) icinde x noktasinin herhangi bir agik
komsulugu (X,7) iginde dizisel agik oldugundan Lemma 2.1.3’den (x,) dizisinin sonlu
sayida terimi hari¢ tiim terimleri bu agik komsuluktadir. Dolayisiyla (X, 7y;,) i¢inde x,, — x

saglanir.
Ornek

7= {9,A CR | X\A sayilabilir kiime} topolojisi ve 7. alisilmis topolojisiyle donatilan R
reel sayilar kiimesinden kendisine 7 : (R, 7) — (IR, 7)); I(x) = x dzdeslik doniisiimiinii ele

alalim ve x,, — xo olsun. A = (R\ {x, : n € N}) U{xp} kiimesi i¢in

X\A={x,:neN}N(R\{x0}) C{x,:neN}

oldugundan X\A sayilabilir ve bdylece x, LN xo olur. Yani, I 6zdeslik doniisiimii verilen

topolojilerle dizisel siireklidir, yani dizilerde yakinsakligi korur. Ancak (0,1) € 1
olmasma ragmen /'(0,1) = (0,1) ¢ 7 oldugundan I Ozdeslik doniisiimii verilen
topolojilerle siirekli degildir.  Onerme 2.1.4°den sayilabilir tiimleyenler topolojisiyle

donatilan R reel sayilar kiimesi dizisel uzay degildir.
2.1.5. Tanim

U = {U, : n € N} topolojik uzayda bir x elemaninin komsuluklarinin bir sayilabilir ailesi

olmak iizere, x elemaninin her V komsulugu i¢in U, C V olacak bicimde bir n € N varsa



2 ’ya ‘x’in bir sayilabilir taban1’ denir. Her noktasinin sayilabilir bir tabana sahip oldugu

topolojik uzay ‘birinci sayilabilir uzay’ diye adlandirilir.
Ornek

Metrik uzayin herhangi bir x elemaninin bir sayilabilir tabani {B (x, %) :neN } oldugundan

metrik uzay birinci sayilabilirdir.
2.1.6. Onerme

Her birinci sayilabilir uzay dizisel uzaydir.

Ispat

Onerme 2.1.2’den dolay1 sadece dizisel acik olan her A kiimesinin agik oldugunun
ispatlanmasi yeterlidir. A kiimesinin acik olmadigimi kabul edelim. Bu durumda her
komsgulugu X\A ile kesisen bir x € A vardir. {U, :n € N} ailesi x’in bir sayilabilir tabani
olsun. Bu durumda x’in herhangi bir V komgulugu icin U,, C V olacak bi¢imde ny € N

vardir. Her n € N i¢in terimleri

X, € (X\A) N (ﬁ U,')
i=1

olacak bicimde alinan (x,) dizisi i¢in ng < n iken x,, € V olur. Yani (x,) dizisi X i¢inde x € A

noktasina yakinsayan bir dizidir. Bu nedenle A kiimesi dizisel a¢ik degildir.

Simdi metrik uzaylarin boliimleri olarak dizisel uzaylari ele alalim. Once boliim uzayinin
tanimin1 hatirlatalim. (X, 7) bir topolojik uzay ve X iistiinde bir denklik bagintisi ~ olsun.
X topolojik uzaymnin denklik siniflar1 kiimesi X/ ~ ve 7 : X — X/ ~ izdiisim doniisiimii
g6z oniinde bulundurulsun. 7. = {A C X/ ~: 77 1(A) T’ya gore acik} ailesi X/ ~ iistiinde

topolojidir. Bu topolojiye ‘boliim topolojisi’ denir.

Herhangi iki topolojik uzay arasinda verilen bir f : X — Y oOrten fonksiyonu icin A



kiimesinin Y iginde acik olmasi igin f~!'(A) kiimesinin X icinde acik olmasi gerekip
yetiyorsa, Y topolojik uzay1 X topolojik uzayinin bir boliim uzayi olarak diisiiniilebilir.
Gergekten, X iistiinde x ~ y < f(x) = f(y) ile tammlanan ~ denklik bagintis1 g6z niine
alindiginda herhangi bir x € X elemanmin denklik smifim f(x)’e esleyen X/ ~ — Y

doniisiimii bir homeomorfizmdir.
2.1.7. Onerme

Bir dizisel uzayin herhangi bir boliim uzay1 da dizisel uzaydir.

Ispat

X dizisel uzay: iistiinde herhangi bir denklik bagintis1 ~ olmak iizere, X/ ~ i¢indeki bir A
kiimesi agik olmasin. Boliim uzayinin tanimi geregi 7! (A), X icinde acik degildir. X dizisel
uzay oldugundan X\7~!(A) igindeki bir (x,) dizisi bir x € 77!(A) elemanina yakinsar. 7
stirekli oldugundan dizilerin yakinsamasini korur. Dolayistyla (7 (x,)), (X / ~) \A iginde bir

dizi ve limiti 7 (x) € A oldugundan A kiimesi dizisel agik degildir.
2.1.8. Onerme

Her X dizisel uzay1 en az bir metrik uzayin bir bolimiidiir.

Ispat

X i¢inde ilk terimlerine yakinsayan yani x, — xo olan tiim (x,) dizilerinin kiimesi % olsun.
Standart metrik ile R reel sayilar kiimesinin V = {1 :n € N} U{0} alt uzaym ele alalim.
Boylece A C V alt kiimesi agiktir gerek ve yeter sart 0 ¢ A veya A alt kiimesi V' alt uzayinin
sonlu elemant hari¢ tiim elemanlarini icerir. V, bir metrik uzayn alt uzay1 oldugundan metrik

uzaydir. Simdi asagidaki ayrik toplami (yani kategori teorisindeki es carpimi) ele alalim:

W= @ {(xn)} x V.

(xn)€?



10

W uzayinin temel kiimesi

U {Ga)}xv

(xn)€¥

olur. Herhangi bir A C W alt kiimesi a¢ik olmast igin gerek ve yeter sart her (x,) € € i¢in
{veV:((x,),v) €A}

kiimesinin V i¢inde agik olmasidir. W uzayr metrik uzaylarin ayrik toplami olarak

metriklenebilir.

W —=X; f((x),0) =x0 VehermGNiginf((xn),nlJ = Xm

biciminde tanimlanan f doniisiimiiyle X uzayi, W uzaymin bir boliimii olur. Gergekten f
ortendir ve tiim x € X igin X igindeki sabit dizi x noktasina yakinsar. Yani x = f((x),0)
olur. Geriye A C X alt kiimesi acik oldugunda f~'(A)’nin, W icinde agik oldugunu
gostermek kalir. A C X alt kiimesinin agik oldugunu varsayalim. X dizisel oldugundan
Lemma 2.1.3’den X i¢indeki bir @ € A noktasina yakinsayan her (x,) dizisinin A alt
kiimesinde sonlu sayida terim hari¢ tiimii var olmalidir. Yani ((x,),0) € f~!(A) ise (bu (x,)
dizisinin xy € A noktasina yakinsadig1 anlamina gelir), bu durumda f~'(A), {(x,)} x V’nin

sonlu sayida elemani harig¢ tiim elemanlarini i¢erecektir. Yani, her bir (x,) € € igin
{veV:((x),v) e fﬁl(A)}
kiimesi V icinde agiktir. Dolayisiyla f~'(A), W icinde aciktir.

Tersine, A alt kiimesi X icinde agik degilse, X \A icinde bir a € A noktasina yakinsayan bir
(xp,) dizisi vardir. O halde

(veV:i((x),v)ef (A} ={0}

kiimesi V iginde acik degildir, yani f~!(A), W iginde acik degildir.
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2.1.9. Sonug

Bir topolojik uzayin dizisel uzay olmasi i¢in gerek ve yeter sart bu topolojik uzayin bir metrik

uzayin bir boliimii olmasidir.

Ispat

(=) Onerme 2.1.8’den asikardur.

(«<=) Her metrik uzay diziseldir ve dizisel uzayin herhangi bir boliim uzayi da dizisel

oldugundan (Onerme 2.1.7) asikardir.

Artik diziselligin birinci sayilabilirlikten daha zayif bir kavram oldugunu ispatlayabiliriz.
2.1.10. Onerme

Birinci sayilabilir olmayan dizisel uzay vardir.

Ispat

Standart topoloji ile R reel sayilar kiimesini ve R iistiindeki ~ denklik bagintisin1 dogal

sayilarla tanimlayalim. Yani denklik siniflart N ve her x € R\N i¢gin {x} olarak alalim.
R\ ~ boliim uzay1 bir metrik uzayin boliimii olarak dizisel uzaydir.

R\ ~ boliim uzayinin birinci sayilabilir olmadigini, dzellikle N dogal sayilar kiimesinde
sayilabilir taban olmadifini iddia ediyoruz. Bir {U,:n € N} ailesinin N dogal sayilar
kiimesinin bir say1labilir komsuluklar ailesi oldugunu varsayalim. Her n € N i¢in 7! (Up),
R icinde standart topolojiyle n noktasinin bir komsulugudur. Bagka bir deyisle, bir &, > 0
icin B(n,&,) C n~'(U,) saglamir. Bu durumda 7 (U,cn B (1,€,/2)), X\ ~ iginde N dogal

sayilar kiimesinin bir komsulugudur. Ancak bu komsuluk, herhangi bir n € N i¢in U,
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kiimesini kapsamaz. Yani {U, :n € N} kiimesi N dogal sayilar kiimesinde sayilabilir bir

taban degildir.

Buraya kadar yapilan aciklamalarda, acik ve dizisel agik kiimelerle ilgili kisimda dizilerin
yakinsamasinin bize topoloji hakinda tam bilgi vermedigini goriiyoruz. Mesela, sayilamaz
bir X kiimesindeki ayrik topoloji ve sayilabilir tiimleyenler topolojisi ayn1 yakinsak dizilere
sahiptir, yani x, — x olmasi i¢in gerek ve yeter sart yeterince biiyiikk »’ler icin x, = x
olmasidir. Halbuki, ayrik topoloji sayilabilir tiimleyenler topolojisinden kesinlikle daha
incedir. Ayrik topoloji diziseldir, ancak sayilabilir tiimleyenler topolojisi acik olmayan

dizisel acik kiimeleri icerir.

Dizilerin yakinsamalar1 birinci sayilabilir uzaylarda iyi calisir. Ciinkii bir noktadaki sayila-
bilir taban o noktaya bir dizi ile giizel bir bicimde yaklasmamizi saglar. Ancak bir x nok-

tasinin sayilabilir bir taban1 yoksa, o zaman diziler x noktasina yaklasmay1 basaramayabilir.

Aglar dizilerin yetersizliklerini giderebilmek icin tanimlanir. Ag kavrami dizi kavramini
sadece genellestirmez, ayni zamanda dizilerden daha derin ve daha genis alanda
kullanilabilir. Diziler her dogal sayiy1 bir nokta ile iligkilendirir. Aglar ise, yonlii bir

kiimenin her elemanina bir nokta baglayabildiklerinden daha geneldir.

2.1.11. Tamim

Yansima ve gecisme Ozelliklerine sahip bir bagintiyla ele alinan A kiimesindeki herhangi iki

elemaninin bir {ist sinir1 yine A’da oluyorsa, A’ya yonlii kiime denir.

Her tamamen sirali kilme (mesela, < alisilmig siralamasiyla N dogal sayilar kiimesi) bir

yonlii kiimedir.

Yonli kiime taniminda dikkat edilmesi gereken durum, bir eleman ciftinin en kiigiik bir
tist sinira sahip olmasimin istenilmedigidir. Sadece en az bir iist sinirin var olmasi yeterli

olacaktir.
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Ornek

Ikili kesisimler altinda kapali olan herhangi bir kiime ailesi

X<Y&YCX

ile tanimlanan ters kapsama bagintisiyla yonlii bir kiimedir.

Ozellikle bir topolojik uzayin herhangi bir x noktasi verildiginde, x noktasmin tiim

komsuluklarinin ailesi .4 (x), ters kapsama bagintisiyla yonlii bir kiimedir.

Ornek

A ve I yonlii kiimeler olsun. A x I" kiimesi

A, <(A,p)eb<hvey<p

ile tantmlanan bagintiyla yonlii bir kiimedir.

2.1.12. Tamim

1) Yonlii bir A kiimesinden herhangi bir X kiimesine tanimlanan herhangi bir f fonksiyonuna
X iginde bir ag denir. Genellikle tim A € A igin f(A) = x; yazilir ve f fonksiyonu (x; ), o5

veya kisaca (x, ) ile gosterilir.

2) X topolojik uzay1 iginde bir ag (xj);co Ve x € X olmak iizere, x noktasinin her U
komsulugu i¢in A < 7y iken x, € U olacak bicimde bir A € A varsa (x; ), ., ag1 x noktasina

yakinsar denir ve bu durum x; — x ile gosterilir.

Simdi aglarin yakinsamasinin (dizilerin yakinsamasindan farkli olarak) uzayin topolojisini

tamamen belirleyebildigini ispatlayalim.
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2.1.13. Onerme

Herhangi bir topolojik uzayda bir kiimenin acik olmasi icin gerek ve yeter sart bu kiimenin

tiimleyenindeki herhangi bir agin bu kiime i¢inde bir limitinin olmamasidir.

Ispat

X bir topolojik uzay ve A kiimesi X in bir agik alt kiimesi olsun. X\A iginde bir (x;), o
ag1 ve herhangi bir x € A noktas1 alinsin. A kiimesi a¢ik oldugundan x’in bir komsulugunu A
icerir. Bu komguluk agin higbir terimini icermez. Dolayisiyla x noktasi (x; ) agiin bir limiti

degildir.

Tersine A kiimesinin a¢ik olmasi. Bu durumda her komsulugu X \A kiimesi ile kesisen bir
X € A noktasi vardir. Boylece x noktasinin her bir U komsulugu i¢in xiy € U N (X\A) olacak
bigimde (xy)y .. v (x) 881 vardir. x noktasinin her U komsulugu i¢in U <V (yani V C U)
iken xy € U saglanir. Dolayisiyla (xy) ag1 X\A kiimesinin i¢inde olan ve x € A noktasina

yakinsayan bir agdir.

Diziler i¢in oldugu gibi aglarin yakinsamasi da siirekli fonksiyonlar tarafindan korunur.

Ancak aglar icin bunun tersi de gecerlidir.
2.1.14. Onerme

X ve Y topolojik uzaylar1 arasindaki bir f : X — Y fonksiyonunun siirekli olmasi i¢in gerek

ve yeter sart X iginde x; — x iken Y i¢inde f (x; ) — f(x) olmasidir.

Ispat

f fonksiyonunun siirekli oldugunu ve x; — x oldugunu varsayalim. Y i¢inde f(x) nokta-

stnin bir U komsulugunu alalim. f~!(U), X icinde x noktasinin bir komsulugudur. Aglarin
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yakinsamast tanimindan her ¥ > 4 icin x, € f~!(U) olacak bigimde bir A € A vardur.

Buradan her ¥ > A igin f (xy) € U olur. Bu f (x;) — f(x) anlamna gelir.

Tersine f fonksiyonu siirekli olmasin. Yani, Y i¢inde bir U kiimesi acik iken X icinde
f~Y(U) kiimesi agik olmasin. Onerme 2.1.13’den X\ f~!(U) kiimesinde x € f~1(U)
noktasina yakinsayan bir (x3);c, agt vardir. Ancak Y\U kapal kiimesindeki (f (x3))1eca
ag1 f(x) € U noktasina yakinsamaz. Bu nedenle f fonksiyonu aglarin yakinsamasini

korumaz.

Bir dizi gibi bir agin da birden fazla limiti olabilir. Ancak Hausdorff uzaylarda her yakinsak
dizinin tek limiti vardir. Diziler Hausdorff olmayan uzaylarda da tek limite sahip olabilirler.

Oysa aglar Hausdorff uzaylar1 tam olarak karakterize etmeyi basarir.
2.1.15. Onerme

Bir topolojik uzayin Hausdorff uzay olmasi icin gerek ve yeter sart bu uzaydaki aglarin farkl

iki limitinin olmamasidir.

Ispat

X Hausdorff uzayindaki bir (x; ); cx agmin farkl iki limitinin x ve y oldugunu kabul edelim.
x noktasinin U ve y noktasinin V komsuluklart ayrik alinirsa A, < yikenxy € U ve A, <y
iken xy € V olacak bicimde A, ve A, vardir. A kiimesi yonlii kiime ve y elemaninin A, ile A,
elemanlarinin iist sinir1 olmasindan dolay1 xy € U NV elde edilir. Ancak bu durum U ve V

komguluklarinin ayrik olmasiyla celisir. Bu nedenle (x; ) agiin iki farkli limiti olamaz.

Tersine X uzaymin Hausdorff uzay olmadigim kabul edelim. Bu durumda farkli iki x ve
y noktalarinin kesisimleri bos olmayan sirasiyla birer U ve V komsuluklar1 vardir. Boyle

komsuluklar i¢in x(y; yy € U NV alinarak bir (x(U’V)) ag1 olusturulabilir. Bir

(U V)YeN (x)x AN (y)
Uy € A (x) ve (Up,X) < (U,V) olacak bicimde bir (U,V) € A (x) x A (y) i¢in U C Uy
ve dolayistyla x; vy € UNV C Up oldugundan x yy — x olur. Benzer bigimde x ) — y

oldugu gosterilebilir. Yani (x(; v)) UV ) ) (y) 281 iKi limite sahiptir.
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Simdi topolojik uzaylarin kompaktligmni inceleyelim. Oncelikle bir topolojik uzaym kom-
pakt olabilmesi i¢in her acgik Ortiisiiniin sonlu bir alt Ortiisiiniin olmas1 gerektigini

hatirlayalim. Bunun i¢in temel agiklarin ortiilerini ele almak yeterli olacaktir.

Denk olarak, bir uzayin kompakt olmasi icin gerek ve yeter sart sonlu kesisim ozelliine
sahip (yani her bir sonlu kesisimi bos olmayan) her kapali kiime ailesinin bos olmayan bir

kesisiminin var olmasidir.

Tychonoff’un 6nemli bir teoremi, kompakt uzaylarin herhangi bir carpiminin kompakt

oldugunu ifade eder [10, 11].

Bir topolojik uzaydaki her dizinin yakinsak bir alt dizisi varsa bu uzaya dizisel kompakt
uzay denir. Bir metrik uzayin kompakt olmasi icin gerek ve yeter sart dizisel kompakt
olmasidir. Ancak, acik kiime ve dizisel acik kiime arasindaki farki diisiinerek, genel olarak
bu denkliklerin her iki yoniiniin saglanmasi konusunda ¢ok siiphe duyulur. Aslinda denk-

ligin her iki yonii her topolojik uzayda gecerli degildir.
2.1.16. Onerme

Kompakt olan, ancak dizisel kompakt olmayan bir topolojik uzay vardir.

Ispat

{0, 1} ayrik topolojiye sahip olmak iizere {0, 1}[071) uzayii ¢arpim topolojisi ile ele alalim.
Tychonoff’s Teoremi’ne goére {0, 1}[0,1)’ kompakt uzaylarin carpimi olarak kompakt

olmasina ragmen dizisel kompakt degildir [9].
2.1.17. Onerme
Dizisel kompakt olan, ancak kompakt olmayan bir topolojik uzay vardir [9].

Bununla birlikte aglar1 kullanarak kompakt uzaylar1 karakterize edebiliriz.
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2.1.18. Tanim

(x2)2ep bir ag ve I' yonlii bir kiime olmak iizere f : I' — A fonksiyonu tanmimlansin.

(xf(r))yel" ag1 asagidaki sartlar1 sagliyorsa (x; ), o aginin bir alt ag1 diye adlandirilir:

Dy <7pise f(y1) < f(1) olur. Yani f fonksiyonu siray1 korur.

2)Her A € Ai¢in A < f(y) olacak bigimde y € I vardir. Yani f(I"), A kiimesinde essonludur.
2.1.19. Onerme

Bir topolojik uzayin kompakt olmasi icin gerek ve yeter sart o uzaydaki her agin yakinsak

bir alt aga sahip olmasidir.

Ispat
X kompakt uzay ve (x3); 4 bir ag olsun.
Xpen = {xy: A< }/}

kiimeleri sonlu kesisim 6zelligine sahiptir. Kompaktliktan dolayr bu kiimelerin kapanis-
larinin kesigimi bog olmayan bir kiimedir. Bu sebepten x € |J; 5 X; alinirsa, x noktasinin
her U komgulugu her bir A € A i¢gin X, ile kesisir. Diger bir ifadeyle, her bir A € A igin
xy € U olacak bigimde bir y > A vardir. (B&yle bir x noktasi (x ) aginin bir y1gilma noktasi

olarak adlandirilir.)
I'={(AU)eAx AN (x):x, €U},

kiimesini ele alalim. I" kiimesi (A;,U;) < (A3,U;) <= A1 < Ay ve U, C U] ile tanimlanan
bagintiyla yansiyan ve geciskendir. Bu bagintiyla I yonlii kiimedir. Gergekten, I" kiimesinin
iki eleman cifti (A;,U;) ve (A2,U>) icin A kiimesinde A; ve A, elemanlarinin bir iist sinirt
vardir ve x noktasi (x; ) agmin bir y1gilma noktasi oldugundan x,» € Uy N U, olacak bigimde

Y > y vardir. Bu durumda (y,U; NU,), T kiimesindeki (A;,U;) ve (A,U,) elemanlarinin
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bir iist siniridir. Dolayistyla I" yonlii bir kiimedir.

f: T = A
AU) — A

izdiisiimii bir sira koruyan fonksiyondur. Ayni zamanda her A € A igin A = f(4,X) oldu-
gundan ortendir. Yani, (x ( /LU)) (AU)eT ag1 (x3 ), ca agimn bir alt agidir. Ayrica, x noktasinin
herhangi bir U komsulugu i¢in bu noktanin se¢iminden dolay1 x;, € U olacak bicimde A € A
vardir. I kiimesinin tammi geregi her (y,V) > (4,U) igin x4(y,y) € U saglanir. Buradan

Xp(o,u) — X elde edilir.

Tersine, X uzaymin kompakt olmadigini varsayalim. Bu durumda sonlu kesisim 6zelligine
sahip, ancak arakesiti bos olan kapal1 kiimelerden olusan bir <7 ailesi vardir. ID kiimesi <7
ailesinin sonlu alt ailelerinden olugsun ve kapsama bagintisiyla ele alinsin. D bir yonli
kiimedir. Her sonlu # C & i¢in xg € (44 A olacak bicimde (xz) 4. agin segebiliriz.
(x#)gep afmm bir x € X noktasma yakinsayan bir alt agi (xf(x)>yer olsun. Bu
varsayimdan x ¢ A olacak bigimde bir A € .o/ vardir. A kapali oldugundan U NA = 0 olacak
bicimde x noktasinin bir U komgulugu vardir. Dolayisiyla her 2 > {A} i¢in x4 ¢ U olur. A
kiimesi i¢inde f(I') essonlu oldugundan {A} < f(y1) olacak bi¢imde bir y; € I' vardur.
Ancak her y > 7, i¢in xy(,) € U olacak bi¢imde bir 9, € I" de vardir. Diger yandan ¥, % ve
% elemanlarinin bir iist smir ise xp,) € U olur ve {A} < f (1) < f(y) saglanir.  Yani

Xf(y) & U olur ki bu bir geligkidir. O halde (xz) 4.y, aginin yakinsak bir alt ag1 yoktur.

Kompakt bir uzayda her agin yakinsak bir alt ag1 vardir. Dolayisiyla kompakt bir uzayda her
dizinin yakinsak bir alt dizisi var olacagi, yani her kompakt uzayin dizisel kompakt olacagi
beklenir. Ancak, Onerme 2.1.16’dan bunun dogru olmadigin biliyoruz. Bunun sebebi, bir
dizinin her alt aginin bir alt dizi olmasinin gerekmemesidir. Bu da, alt a§ tanimindaki f

fonksiyonunun birebir olmasinin gerekmemesinden kaynaklanir.

2.2. Sirali Vektor Uzaylar: ve Sira Yakinsakhik

Burada verilen siralama altyapisi icin [12, 13] kaynaklarina bakilabilir.
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2.2.1. Tamim

X bir vektor uzayi olsun.

1) X istiindeki kismi siralama bagintis1 < olmak iizere

(@) Herx,y,ze X iginx<yikenx+z<y-+z

(b) Her x € X ve her a € [0,) igin x <y iken ax < ay

sartlar1 saglaniyorsa bu siralamaya ‘vektor uzay siralamasi’ denir.

Herhangi iki x,y € X icin x <y ve x # y saglaniyorsa x < y yazilir. 0 < x ise x’e ‘pozitif

eleman’ denir. x,y € X, x < yi¢in
ey ={zeX:x<z<y}

kiimesi ‘sirali aralik’” diye adlandirilir. Herhangi bir A C X kiimesinin iist sinirlarinin ve alt

sinirlarinin kiimesi sirasiyla asagidaki gibi gosterilir:

A"={ueX:herx€Aicinx <u}

Al={leX :herxcAicinl <x}

Tez boyunca (A“)! kiimesi yerine kisaca A kisaltmasi kullanilacaktir. A C [l,u] olacak
bicimde /,u € X varsa A kiimesine ‘sira sinirli” kiime denir. Her x,y € A, x < y i¢gin [x,y] C A

varsa A kiilmesine ‘dolu kiime’ denir.

2) X iginde bog olmayan bir kiime K olmak iizere her x,y € K ve her a,b € [0, ) i¢cin ax +

by € K oluyorsa K kiimesine X iistiinde bir ‘kama’ denir.

3) K kiimesi KN (—K) = {0} 6zelligiyle X iistiinde bir kama ise o zaman K kiimesine X

ustiinde bir ‘koni’ denir.
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4) K, X tistiinde bir kama olmak iizere X = K — K ise K kiimesine ‘iireten kama’ denir.

Bir A C X kiimesini igeren en kii¢iik kama
n

1

pozarf (A) = { ojai:neNjie{l,...;n},a €[0,),aq GA}

1

kiimesi olur. Vektor uzayindan alinan bir koni yardimiyla uzay iistiinde vektor uzay

siralamasi tanimlanabildigi gibi vektor uzay siralamasi yardimiyla da koni elde edilebilir.
2.2.2. Onerme

X bir vektor uzay1 olsun.

1) K, X icinde bir koni olsun. X iistiinde

x<yey—xek 2.1)
seklinde tanimlanan < siralama bagintis1 bir vektor uzay siralamasidir.

2) X ustiinde < bir vektor uzay siralamasi olsun. X i¢indeki tiim pozitif elemanlarin kiimesi
Koy={xeX:0<x} (2.2)
X iistiinde bir konidir.

3) K, X iistiinde herhangi bir koni olsun. Es. 2.1°de verilen siralama < ve Es. 2.2’de verilen

koni Ky ise K = K saglanir.
Not

X vektor uzayinda bir kama K ve Es. 2.1°de tanimlanan siralama bagintis1 < ise, < bagintisi
yansima, gecisme 6zelliklerini ve Tamim 1.1°in (a) ve (b) dzelliklerini saglar. Ote yandan <
Tanim 2.2.1’in (a) ve (b) 6zelliklerini saglayan, X iistiinde yansima ve gecisme 6zelliklerini

saglayan bir baginti ise Es. 2.2 ile tanimlanan K kiimesi de X i¢inde bir kamadir.
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X vektor uzayinda bir K konisi verilmigse X uzayini (2.1)’de tanimlanan < vektdr uzay1
sirast ile donatilir ve (X,K)’ya ‘(kismi) sirali vektor uzayr’ denir. K kiimesinin dnceden

sabit olmasi kosuluyla bazen (X, K) yerine X yazilir.
Sonraki 6nerme kismi sirali vektor uzaylari ile basit yapilar saglar.
2.2.3. Onerme

1) (X,K) sirali vektor uzayr ve Z, X uzaymn alt uzayi olsun. O zaman (Z,ZNK) sirali

vektor uzayidir.

2) I bostan farkli bir kiime ve her i € [ i¢in (X;,K;) sirali vektor uzayir olmak iizere,

(ITicr Xi, ;e Ki) kartezyen ¢arpimi da sirali vektor uzayidir.
(1)’de ZNK konisi ile belirlenen Z iistiindeki siralamaya ‘indirgenmis siralama’ denir.
Ornek

1) Her X vektor uzay: i¢in (X,{0}) bir sirali vektor uzayidir. {0} konisi ile belirlenen
siralamaya X iistiinde ‘asikar siralama’ denir. Bu siralama X i¢indeki her bir vektorii sadece

kendisiyle karsilagtirir.

2) [0, 00) konisi ile reel sayilarin R uzay1 sirali vektor uzayidir. Bu koni ile belirlenen siralama
herkes tarafindan bilinen < kiiciik esit siralamasidir ve bu siralama R {iistiinde ‘aligilmis

siralama’ diye adlandirilir.

3) A bos olmayan bir kiime olsun. R =TT;cosR = {f | f: A — R} vektor uzaym ve RY =
{f € R : her a € A i¢in f(a) > 0} alt kiimesini ele alalim. (R4 ,R?) kismi siralt vektor
uzayidir. Rﬁ konisine ‘standart koni’ ve bu koni ile belirlenen siralamaya ‘standart siralama’

veya ‘noktasal siralama’ denir.

4) (3)’tin 6zel bir durumu olarak R = {(xy,...,x,) : heri € {1,...,n} igin x; > 0} konisi ile

R" = R{L-"} kismi siral vektdr uzayidir.
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5) (3)’de verilen R* uzaymin

@A) ={feR: Y [f(@) <=} (p>0)

acA

coo(A) ={feRY: {acA: f(a) #0} sonlu}

alt uzaylar1 kendi {iizerlerine indirgenmis siralamalarla kismi sirali vektor uzaylaridir.
Caligmalarda genellikle bu uzaylarin A = N i¢in olan ¢”(N) ve coo(N) 6zel durumlari, yani

0P ve cqq dizi uzaylari ele alinir.
2.2.4. Tamim
(X, K) siralt vektor uzayi olsun.

1) A C X olmak iizere her x,y € A i¢in x < z ve y < z olacak bicimde z € A varsa A kiimesine

< bagintisi ile ‘(yukar1) yonlii kiime’ denir.

2) Bir u > 0 ve her x € X i¢in x € [—au, au| olacak bicimde a € (0,o0) varsa u’ya ‘sira birim’

denir.

X sirali vektor uzayinin yonlii bir A alt uzayr ayn1 zamanda asag1 yonlidiir. Yani her x,y € A
icin x > z ve y > z olacak bigimde z € A vardir. X i¢indeki bir u elemaninin sira birim olmasi

icin gerek ve yeter sart her x € X i¢in x < au olacak bigimde bir a € (0,00) var olmasidir.

Tezin bundan sonraki kisimda, yonlii kismi sirali vektor uzaylar ile ilgili asagidaki dnerme

siklikla kullanilacaktir.

2.2.5. Onerme

(X, K) siral vektor uzayi olsun.

1) K konisi iiretendir gerek ve yeter sart X yonliidiir.

2) X uzayinda bir u > 0 sira birimi varsa K {iiretendir.
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Sayfa 21°deki 6rnegin (1) maddesinde X # {0} i¢in X uzayr yonli degildir, ancak (3)

maddesinde standart siralamayla R4 yonliidiir.

Ornek

1) A bos olmayan bir kiime ve B(A) tiim sinirli fonksiyonlardan olusan R4 uzayinin alt uzay1
olsun. B(A) uzaymin 1:A — R; 1(a) = 1 sabit fonksiyonunu igeren her X alt uzayinda 1
fonksiyonu bir sira birimdir. A sayilabilirse B(A) yerine £*°(A) yazilir. A = N 6zel durumunda

ise B(N) yerine sadece ¢* yazilir.

2) Bos olmayan bir A kompakt Hausdorff uzay1 icin C(A) ile A iistiindeki tiim reel siirekli
fonksiyonlarin vektor uzay: gosterilir. C(A) uzay1 noktasal siralama ile donatildiginda, yani
C(A) uzay1, R4 uzayindan indirgenmis siralama ile ele alindiginda her a € A icin f(a) > 0

sartin1 saglayan her bir f € C(A), C(A) uzayinda bir sira birimdir.

3) ¢P (p > 0 sonlu) ve cop uzaylarinda sira birim yoktur.

2.2.6. Tanim

X sirali vektor uzayi ve x,y € X olmak iizere her n € N i¢in nx < y iken x < 0 oluyorsa X’e

‘Arsimedyan’dir denir.

2.2.7. Onerme

(X,K) sirali vektor uzayinin bir alt uzay1 Z olsun. (X,K) Arsimedyan ise (Z,ZNK) da
Arsimedyandir.

Ornek

Sayfa 21°de verilen R? uzay1 standart siralama ile Arsimedyandir. Bu durumda R” uzay1 ve

ayrica Sayfa 23’de verilen B(A) ve C(A) uzaylar1 da Arsimedyandir.
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Ornek

n > 2 iken R” uistiinde sozliiksel siralama, her x = (xy,...,x,) ve y = (y1,...,y,) i¢in

x1 <y yada
X<y < birk=2,...nveheri=1,...,k—1i¢in x; = y; ve x; < y; yada

u=v

biciminde tanimlanir. Bu siralamayla R” uzay1 Arsimedyan degildir. Gercekten, her m € N

i¢in m(0,1,0,...,0) < (1,0,0,...,0) olmasma ragmen (0,1,0,...,0) £ (0,0,0,...,0) olur.

Simdi sirali vektor uzaylarinda boliim uzayini ele alalim. (X, K) sirali vektor uzayi ve Y, X
uzayinin alt uzay1 olsun. Her x € X i¢in [x] = {y € X : y —x € Y} kiimeleri (bagka bir deyisle
denklik siniflar1) ele alindiginda vektor uzaylar teorisinden, kanonik islemlerle donatilmis
X =X/Y = {[x] : x € X} ‘boliim uzayr’ bir vektor uzayidir ve g = X — X, x — [x] ‘boliim
doniisiimii” lineer ve 6rtendir. K = {[x] : x € K}, X boliim uzayinda bir kamadir. ¢ doniisiimii
K’y1 K’ya esler. Ayrica Y dolu (yani her x,y € Y igin [x,y] C Y) ise K, X boliim uzayinda bir

konidir.

2.2.8. Onerme

(X,K) sirali vektor uzay1 ve Y, X uzaymin dolu alt uzay1 olsun. (X,K) boliim uzay1 siral

vektor uzayidir. K iiretense K da iiretendir.

Ispat

[x] € KN (—K) olsun. Bu durumda u,—v € K olacak bigimde u,v € [x] vardir ve boylece
0 <u<u-—veY saglanir. Y dolu oldugu i¢in u € Y ve buradan x € Y olur. Bu ise [x] =
Y = [0] oldugu anlamina gelir. K iireten ve y € X olsun. y = ¢(x) olacak bigimde x € X
vardir. x = u — v olacak bigimde u,v € K var oldugundan y = ¢(u) — ¢(v) bulunur. Yani, K

iiretendir.
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Onerme 2.2.8’deki hipotezler altinda K’ya ‘boliim konisi’ ve X uzayi iistiinde [x] < [y] <

y—x € K ile verilen siralamaya ‘boliim siralamas1’ denir.

2.2.9. Onerme

(X,K) sirali vektor uzay1 ve A C X igin supA var olsun.

1) {—a:a € A} kiimesinin infimumu vardir ve inf{—a : a € A} = —supA,

2)Herx € X icin sup{x+a:a €A} =x+supA,

3)Her A € R i¢in sup{Aa:a € A} = A supA saglanir.

Burada, sirali vektor uzaylarinda sira yakinsama aglar icin tanimlanacaktir. A kiimesi
istiinde tamimli < bagintis1 yansima, ge¢isme ve yonlendirme 6zelliklerine sahip olsun. X
sirali vektor uzayindaki bir ag x : A — X dontigiimiidiir. Bu dontigiim genellikle (x3);ca

veya (x; ) seklinde gosterilir.

2.2.10. Tanim

(X, K) siral vektor uzayi olsun.

1) (x3)aen X iginde bir ag olmak iizere, her A,y € A i¢in A < ¥ iken x; < xy oluyorsa bu
aga ‘artan ag’ denir ve bu durum x; 7 ile gosterilir. Benzer bi¢imde, her A,y € Ai¢in A <y
iken xy < x; oluyorsa bu aga ‘azalan a8’ denir ve bu durum x, | ile gosterilir. x, T ve

sup; ca Xy = x ise kisaca xj T x; xy | veinfy 5 x) = xise kisaca x; | x yazilir.

2) (x3)aep X de bir ag olsun. X’de y; | 0 olacak bigimde bir (y; );ca a8t varsa ve her A € A
icin +(x; —x) <y, esitsizligi saglaniyorsa (x));ca agna x noktasina ‘sira yakinsar’ veya

‘sira yakinsaktir’ denir ve bu yakisama x; — x ile gosterilir.

3) A C X olsun. Herhangi bir (x;)3ca C A igin (x;)zea a8l x noktasina sira yakinsak iken

x € A oluyor ise A kiimesine ‘sira kapali kiime’ denir.
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Sira kapali kiimelerin kesisimi de sira kapalidir. Sira yakinsamanin temel 6zelliklerini

verelim.

2.2.11. Onerme

(X, K) sirali vektor uzay1 olsun.

1) (x;) ag1 X de hem u noktasina hem de v noktasina sira yakinsak ise # = v olur.

2) (x3)aea Ve (Vy)yer X icinde iki ag olsun. x,y € X, a € R i¢in x; % x ve Vy Sy ise

(x2 +y7)(/1,y)e/\xr % x-+yveax 2 ax saglanir.

Ispat

1) £(xy —u) <y L 0ve £(x) —v) <z {0 esitsizliklerinden
+tu—v)=Ftu—x)+x,—v)<yr+z, 40

olur. Buradan u = v elde edilir.

2) Bu ifade Onerme 2.2.9’in dogrudan sonucudur.

Sira yakinsama kavrami, ayn1 zamanda sira siireklilik kavraminin varligina yol acar.
2.2.12. Tanim

(X1,K1) ve (X»,K,) siralt vektor uzaylari olmak iizere X; i¢indeki herhangi bir (x; )< agt
ve x € X; i¢in x; = x iken f(x;) = f(x) oluyorsa f fonksiyonuna ‘sira siirekli fonksiyon’

denir.
2.2.13. Onerme

(X1,K1) ve (X7, K3) sirali vektor uzaylari olmak iizere, f : X; — X» lineer doniisiimiiniin sira
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stirekli olmast i¢in gerek ve yeter sart X; icindeki her (x; ), ca ag1iginxy % 0iken f (x2) %0

olmasidir.

2.3. Riesz Uzaylari ve Sira Yakinsakhk

(X, K) siralt vektor uzayi olsun. Her x,y € X i¢in {x,y} kiimesinin sirasiyla x\Vy ve x Ay ile
gosterilen bir en kiiciik tist sinirt (supremum) ve en biiyiik alt sinir1 (infimum) varsa (X, K)
sirali vektor uzayina ‘Riesz uzayr’ veya ‘vektor latis’ denir. Bu kesimde Riesz uzaylarinin

temel Ozellikleri cogunlukla ispatsiz olarak verilecektir.
2.3.1. Onerme

(X, K) siralt vektor uzay1 olsun. Asagidaki ifadeler denktir.
1) Her x,y € X i¢in {x,y} kiimesinin supremumu vardir.

2) (X, K) Riesz uzayidir.

3) X vektor uzaymin bos olmayan her sonlu alt kiimesinin bir supremumu ve bir infimumu

vardir.

Riesz uzaylarinda reel sayilardan agina oldugumuz bir ¢ok 6zellik gegerlidir. Her x,y,z € X

icin

xA(yVz)=(xAy)V(xAz)

xV(yAz)=(xVy)A(xVz)
ve x+y=xAy+xVysaglanir.
2.3.2. Onerme

(X,K) Riesz uzay1 ve A C X olsun.
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1) supA varsa her x € X igin sup{xAa:a € A} da vardir ve sup{xAa:a €A} =xAsupA

saglanir.

2) infA varsa her x € X i¢in inf{xVa:a € A} da vardir ve inf{xVa:a € A} = xVinfA

saglanir.

X Riesz uzay1 olsun. x € X igin ‘xX’in pozitif kism1® x* = xV 0, ‘X’in negatif kism1’ x~ =

—xV 0 ve ‘x’in modulii’ |x| = xV (—x) ile tanimlanr.

2.3.3. Onerme

(X,K) Riesz uzay1 ve x,y,z € X olsun. Asagidaki ifadeler saglanir:
Dx|=xt+x,xTAx =0vex=x"—x"

2)y,z € K olmak lizere x =y —zisex" <yvex <z
3)(2)dey,z€Kicinx=y—zveyAz=0isey=x" ve z=x"

4) [x| Ayl = g (Jx+y] = x =) ve x| V [y = 5 (b +y] +[x )
5) [l = Iy Il < e 4yl < x| 4yl

6) [xVz—yVz] <|x—y[ve|xAz—yAz < [x—)|

N x,y,z€KiginxA(y+2z) <xAy+xAz

(x,y) = xAy, (x,y) > xVy,x = xT,x = x~ vex — |x| doniigiimlerine ‘latis iglemleri’ denir.

Bu islemler arasindaki iliski x Ay = 3(x +y— [x—y|), xVy = S(x+y+[x—)|), [x—y| =
xVy—xAy ve Onerme 2.2.9°dan dolay1

(x=y)" =(—y+x)V(=y+y)=—y+(xVy)

(x=y)" =(=x+y)V(=x+x)=—x+(yVx)
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esitlikleriyle verilir. X Riesz uzay1 ve A, X’in lineer alt uzay1 olsun. Her x,y € AiginxVy €
A varsa A’ya ‘Riesz alt uzay1’ denir. Riesz uzayi iistiindeki siralamanin Riesz alt uzayina

kisitlanmasi ile Riesz alt uzay1 da bir Riesz uzayidir.
Ornek

Bir A kiimesinden R’ye fonksiyonlarin R? kiimesi noktasal olarak tanimlanan latis
islemleriyle (mesela f,g € R4 igin a € A iken (fV g)(a) = max{f(a),g(a)}) Riesz
uzayidir. Ozel olarak R” = R{l-"} Riesz uzayidir. Benzer olarak B(A), C(A), €7 ve co
uzaylart birer Riesz uzayidir. [0, 1] iistinde tanimli siirekli tiirevlenebilen fonksiyonlarin
C'[0,1] vektor uzay1 noktasal siralama ile sirali vektor uzayidir, ancak Riesz uzayi degildir.
Aym sekilde herhangi bir k € N icin k-kez siirekli tiirevlenebilir fonksiyonlarn C¥[0, 1]

vektor uzay1 Riesz uzay1 degildir.
Arsimedyanlik sirali vektor uzaylar1 ve Riesz uzaylar icin su sekilde karakterize edilebilir:
2.3.4. Onerme

1) (X,K) sirali vektor uzaymin Arsimedyan olmasi i¢in gerek ve yeter sart her x € K igin

inf{1x:n € N} infimumu vardir ve sifira esittir.

2) X Riesz uzayimin Arsimedyan olmasi i¢in gerek ve yeter sart herhangi iki x,y € X ve her

n € Nigin 0 < nx <y iken x = 0 olmasidir.
2.3.5. Tanim

X Riesz uzaymin her bos olmayan iistten smirli kiimesinin bir supremumu varsa X’e

‘Dedekind tam’ denir.

Her Dedekind tam Riesz uzay1 Arsimedyandir. Ustelik, Bir Dedekind tam Riesz uzayinm

her alt uzay1 Arsimedyan sirali vektor uzayidir.
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Ornek

R ve B(A) Dedekind tam, ancak C[0, 1] Dedekind tam degildir.
Latis iglemlerinin sira siirekli oldugunu asagidaki 6nerme ile verelim.
2.3.6. Onerme

(X,K) Riesz uzay1, X iginde iki (x) )3 ca, (Vy)yer ag1 ve x,y € X igin x; — x ve yy — y olsun.

0 4 + o — 0, _ 0 v
Bu durumda x; Vyy, = xVy, x3 Ayy = x Ay, x; = x*, x5 = x~ ve [x3| = |x| saglanur.

Ispat
lx, —x| <vy [ Ove ‘yy—y‘ <wyl Oise

‘x,l \/yy—x\/y| = ‘x,l Vyy—x)3 Vy+x, \/y—x\/y|
< vyr—x vyl +g vy —xvyl
< |yy =]+ xa —xl

SW}/‘{‘VA\LO

saglanir. Diger ifadeler Onerme 2.2.11 yardimiyla elde edilebilir.

Lineer doniistimlerin sira siirekliligi i¢in O noktasinda sira siirekliligi dikkate almak yeterli

olacaktir.

Simdi Riesz uzaylar1 arasindaki pozitif operatorlerle ilgili bir ka¢ hatirlatma yapalim ve

ardindan bu operatorlerin aglarin yakinsakliklar1 korumasiyla ilgili ifadeleri verelim.
2.3.7. Tamim

X,Y siral vektor uzaylari ve T : X — Y lineer operator olmak iizere her x € X i¢in T'(x) €

YT ise T’ye ‘pozitif operator’ denir.
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2.3.8. Tanim

X ve Y sirali vektor uzayr olmak iizere, 7 : X — Y operatorii her x,y € X icin x < y iken

T (x) < T(y) onermesini sagliyorsa T operatoriine ‘sira koruyan operatdr’ denir.

2.3.9. Tanim

X,Y sirali vektor uzaylari ve T : X — Y operator olmak iizere her x,y € X i¢in T(x+y) =

T (x)+ T (y) esitligi saglaniyorsa T operatéruna ‘toplamsal operator’ denir.

2.3.10. Teorem

X, Y siral1 vektor uzaylari ve T : X — Y lineer operatoriiniin pozitif olmasi i¢in gerek ve yeter

sart sira koruyan olmasidir.

2.3.11. Teorem

X ve Y Riesz uzay1 olmak iizere T : XT — Y toplamsal operatériiniin X uzayindan Y
uzayma pozitif lineer genislemesi vardir ve bu genisleme tektir (Riesz-Kantarovich

Teoremi).

2.3.12. Teorem

X,Y swrali vektor uzaylart ve L(X,Y) = {T | T : X — Y lineer operator} olmak tizere her
S,T € L(X,Y)i¢in S <T < herx € X7 i¢in S(x) < T(x) siralamasi ile L(X,Y) sirali vektor

uzayidir.

2.3.13. Teorem

X ve Y Riesz uzay1 ve T : X — Y operator olmak iizere TV (—T) € L(X,Y) oluyorsa, T V

(—T) € L(X,Y) operatoriine ‘T operatoriiniin modiili” denir ve |T| ile gosterilir.
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Not

X,Y Riesz uzaylari ve T : X — Y pozitif operator olmak iizere, her x € X i¢in | T (x)| < T'(|x|)

saglanir.
2.3.14. Teorem

X,Y Riesz uzaylari ve T : X — Y operatdr olmak iizere, her x € X ™ icin sup {|T ()| : |y| < x}

supremumu varsa |7’ | operatorii vardir ve |T'| (x) = sup{|T(y)]| : |y| < x} esitligi saglanir.
2.3.15. Tanim

X ve Y Riesz uzay1 olmak iizere 7 : X — Y lineer operatorii X uzayimin sira sinirh alt
kiimelerini Y uzaymin sira sinirlt alt kiimelerine doniistiiriiyorsa bu operatore ‘sira sinirl

operatdr’ denir. Sira sinirh operatorlerin kiimesi L, (X,Y) ile gosterilir.
2.3.16. Tanim

X ve Y Riesz uzay1 ve T : X — Y operator olmak iizere her (x;) C X ag1 icin x;, 2 0 iken
Tx; = 0 oluyorsa T operatoriine ‘sira siirekli operator’ denir. Sira siirekli operatorlerin

kiimesi L, (X,Y) ile gosterilir.
2.3.17. Teorem

X ve Y Riesz uzay1 olmak iizere T : X — Y lineer operatorii igin || mevcut ise T operatorii

sira sinirhidir.
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3. SIRALI NORMLU UZAYLARDA YAKINSAKLIK

Bu bolimde (X,K) sirali vektor uzayi ||-|| normu ile ele alinacaktir. (X,K,||-||) uzayma
‘stralt normlu uzay’ denir. Siralama ve norm arasinda dogrudan bir iligki yoktur. Ancak bazi
orneklerde birkag sekilde baglantili olduklar: goriilebilir. Burada ilgili kavramlar ve sonuglar

incelenecektir. Daha fazla ayrint1 i¢in [12, 13] kaynaklarina bakilabilir.

3.1. Kapali Koniler ve Yar1 Monoton Normlar

Siralt normlu uzaylarin yapisini anlamak icin kapali konilerden faydalanilir.
3.1.1. Onerme

(X,K,||-||) siralt normlu uzay1 olmak iizere, K konisinin kapali olmasi i¢in gerek ve yeter
sart X icindeki herhangi iki (x,), (y,) dizisi ve x,y € X i¢in x, M X, Yn M y ve her n € N i¢in

Xp < yp ise x < y olmasidir.
Yukaridaki 6nermede diziler yerine aglar alindiginda 6nermenin ifadesi degismez.
3.1.2. Onerme

(X,K,||-||) siralt normlu uzayinda K kapali ise X Arsimedyandir.

Ispat

x,y € X olmak iizere her n € N i¢in nx <y olsun. Bu durumda x < %y ve ayrica (%y) dizisi

||-|| normuna gore sifira yakinsak oldugundan x < 0 elde edilir.

Sirasiyla K ve L konileriyle sirali normlu uzaylar X ve Y olmak iizere
Z(X,Y)={T :X — Y | T lineer ve norm sinirli }

bi¢ciminde tamimlanan #(X,Y) kiimesi operator normuyla normlu uzaydir. 2 (X,Y) =

{T € Z(X,Y): T pozitif} kiimesi .2 (X,Y) i¢cin bir kamadir. X =Y oldugunda .Z(X) =
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Z(X,X) ve L4 (X) = Z+(X,X) yazilir. Y =R ise X uzaymin X' = £ (X,R) norm duali
i¢in bir kama K’ = X’ NK* ‘dual kama’dur.

3.1.3. Onerme

1) K — K’nin norm kapanig1 X e esit ise .2, (X,Y) bir konidir.

2) Y # {0} olmak iizere .Z; (X,Y) koni ise K — K’in norm kapanig1 X e esittir.

3) L kapali ise .Z; (X,Y) kapalidir.

fspat

1) K — K’nin norm kapanigt X’e esit ve +7 € Z, (X,Y) olsun. Her x € K i¢in T(x) =0
oldugundan K — K iistiinde 7" = 0 elde edilir. T siirekli oldugundan X iistiinde 7 = O olur.

Buradan .Z; (X,Y)’in bir koni oldugu sonucu elde edilir.

2) K — K’nin norm kapanist Xy ve Xo # X olsun. Hahn-Banach teoreminden X iistiinde
f = 0 olacak bigcimde bir f € X"\{0} operatorii vardir. Sonug olarak +f € K’ olur. z €
Y\{0} sabit olmak iizere T'(x) = f(x)z bi¢giminde tanimlanan 7 : X — Y operatorii i¢in ,

+T € Z.(X,Y)\{0} oldugundan £ (X,Y) koni degildir.

3) L kapal1 iken operatdr normuna yakinsama noktasal yakinsamayi gerektirdiginden kapanis

teoremi yardimiyla %, (X,Y') kapali olur.

K — K’nin norm kapanig1 X e esit ise (Z(X,Y),.Z+(X,Y),||:]|) uzay1 siralt normlu uzaydir.

3.1.4. Sonug

(X,K,|]-]|) siralt normlu uzay olsun.
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1) K’ dual kamasinin koni olmasi i¢in gerek ve yeter sart K — K nin norm kapanigi X e esit

olmasidir.
2) X’ i¢inde K’ dual kamasi kapalidir.

Sonug 3.1.4 (1)’in kosulu ile K’ dual kamasina ‘dual koni’ denir. Bu durumda (X', K’, ||-||)

kapal1 konili sirali normlu uzaydir.

3.1.5. Onerme

(X,K,|]-]|) siralt normlu uzay ve K kapali koni olsun.

1) Her x € X\K igin f(x) < 0 olacak bigcimde bir f € K’ fonksiyoneli vardir.

2) x € X olmak iizere x € K olmasi igin gerek ve yeter sart her f € K’ i¢in f(x) > 0 olmasidur.

3) Her x € K\{0} i¢in f(x) > 0 olacak bi¢cimde f € K’ fonksiyoneli vardir.

Ispat

1) x € X\K olsun. K bog olmayan kapali konveks kiime ve x ¢ K oldugundan Hahn-Banach
teoreminden bir f € X’ ve bir ¢ € R i¢in f(x) < ¢ ve K iistiinde f > ¢ saglanir. 0 € K
oldugundan 0 = f(0) > ¢ ve boylece f(x) < 0 elde edilir. Geriye f € K’ oldugunu gostermek
kalir. n € Nve v € K iken f(v) = % f(nv) > ¢ saglamr. X Arsimedyan oldugundan f(v) >0

ve buradan f € K’ olur.
2) (1)’deki ifadenin dogrudan bir sonucudur.

3) Her x € K\{0} i¢in —x ¢ K oldugundan (1)’in ifadesinden dolay1 f(—x) < O ve boylece
f(x) > 0 olacak bigimde bir f € K’ fonksiyoneli vardir.

Siralama ve norm arasinda 6nemli bir uyumluluk kosulu yar1 normlar araciligiyla verilir.
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3.1.6. Tanim

(X, K) sirali vektor uzayi ve p yari norm olmak iizere, her x,y € X i¢in 0 < x <y iken p(x) <
Np(y) olacak bi¢cimde bir N > 0 sabiti varsa p’ye ‘yari monoton’, p(x) < p(y) oluyorsa p’ye

‘monoton’dur denir.

X sirali vektor uzayi iistiinde p bir yart norm ve A C X olmak iizere bir M sabiti ve her x € A

icin p(x) < M oluyorsa A kiimesine ‘p-sinirl kiime’ denir.

3.1.7. Lemma

(X, K) siral vektor uzayi ve p, X iistiinde yar1 monoton yar1 norm olsun. X igindeki her sira

sinirh kiime p-sinirhidir.

Ispat

p yart monoton oldugundan tanim geregi bir N € (0,00) sabiti ve her x,y € X icin 0 <x <y
iken p(x) < Np(y) olur. A C X kiimesi sira sinirli, yani A C [a, b] olacak bi¢imde a,b € X var
olsun. Herhangi bir x € A i¢in 0 < x —a < b —a oldugundan p(x —a) < Np(b — a) saglanir.
Boylece p(x) = p(x—a+a) < p(x—a)+ p(a) < Np(b—a)+ p(a) elde edilir.

Monoton normlu siralt normlu uzayin konisinin kapali olmasi gerekmez. Koninin kapanisi

ile ilgili asagidaki onermeyi verebiliriz:

3.1.8. Onerme

(X, K, ||-||) monoton normlu sirali vektdr uzayi olsun. K’nin kapanigt K bir konidir ve norm

(X,K) iistiinde de monotondur.

Ispat

K konisinin kapanist K’nin bir kama oldugu asikardir. x € KN (—K) olsun. Bu durumda
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Xn — X ve y, — —x olacak bicimde K konisinde (x,) ve (y,) dizileri vardir. (X,K) sirali
vektor uzayinda 0 < x,, < x,, +y, olup buradan ||x,|| < ||x, + y.|| elde edilir. ||x, + y,|| — 0
oldugundan x, — 0 olur. Dolayisiyla x = 0 elde edilir. Boylece K bir konidir. Normun
(X,K) iistiinde monoton oldugunu gosterelim. x,y € K i¢in x, — x ve y, — y olacak bicimde
K konisinde (x,) ve (y,) dizileri var oldugundan her n icin ||x,|| < ||x, + yx|| ve boylece

||lx|| < [[x+y]|| saglanir. Buradan normun monoton oldugu sonucuna ulagilir.
3.2. Sira Birimli Uzaylarda Yakinsakhk
(X, K) swrali vektor uzayinin sira birimi u olsun. Her x € X i¢in

||lx]|,, = inf{a € (0,00) : —au < x < au} 3.1)

ile tanimlanan ||-||,, doniisiimii X iistiinde bir yar1 normdur. X Arsimedyan ise ||-||, X Ustiinde
bir normudur. Her x € X i¢in +x < au olacak bi¢imde en kiigiik a € (0,00) eleman1 var
oldugundan bu norma ‘sira birim normu’ ya da ‘u-norm’ denir. (X,K,||-||,) sirali normlu
uzayina da ‘sira birimli uzay’ denir. |lu||, = 1 ve u-norm monotondur. u,v € K\{0} sira

birimlerine karsilik gelen |[|-||, ve ||-||, normlart denktir.
3.2.1. Lemma
(X,K,|-|l,) sira birimli uzay olsun.

1) (x,) X iginde bir dizi ve x € X olmak iizere x;, ML” x olmasi i¢in gerek ve yeter sart a,, — 0

ve her n € N igin +(x, —x) < a,u olacak bigimde (a,) € (0,e0) dizisinin var olmasidur.

2) K konisi ||-||, normuna gére kapalidir.

Ispat

1) ifadesi agikardir.
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2) K konisinde bir dizi (x,) ve x € X olmak tizere x;, ML” x olsun. (1)’den dolay1 a, — 0 ve
her n € Nigin +(x, — x) < a,u olacak bigimde (a,) € (0,o0) dizisi vardir. Buradan —x < a,u

olur. X Arsimedyan oldugundan —x < 0, yani x > 0 elde edilir.
Ornek

A bos olmayan kompakt Hausdorff uzayr olmak iizere C(A) uzay1 Arsimedyandir ve u = 1

sabit fonksiyonu bir sira birimdir. ||-||, sira birim normu diizgiin norma esittir.

(X,K,||-||,) sira birimli uzayinda K konisinin i¢i int(K) olmak iizere u € int(K) saglanir. u

merkezli 1/2 yaricaph kapali yuvar K konisinin igerdigi [%u,%u] kiimesidir. Tersine

konisinin i¢i bos olmayan her sirali normlu uzay, bir sonraki 6nermede gosterilecegi gibi bir
sira birime sahiptir. Bunun ispati igin asagidaki temel 6zellikler kullanilacaktir. (X,K, |||,
stralt normlu uzayinda int(K) # @ iken her x € int(K) ve a € (0,00) i¢gin ax € int(K) olur.

Ayrica x € int(K) ve x < yise y € int(K) saglanir.

3.2.2. Onerme

(X,K,||-||) siralt normlu uzay ve int(K) # & olsun.

1) u € K\{0} sira birimdir ancak ve ancak u € int(K) olur.

2) u € int(K) igin ||-||, yart normu ||-|| normundan daha zayiftir.

3) X Arsimedyan ise K kapalidir.

Ispat

1) u sira birim ve u > 0 olsun. int(K) # @ iken bir v € int(K) ve bir a € (0,00) igin —au <v <
au saglanir. Buradan 2v < u ve béylece u € int(K) elde edilir. Tersine u € int(K) olsun. Bu

durumda bir r € (0,00) igin K konisi i¢inde u merkezli r yaricapli B(u, r) agik yuvari vardir.



39

Herhangi bir x € X\ {0} i¢in. u+ Mx € B(u,r) C K yani

-

Ut ——x>0 (3.2)
2|

saglanir. a = M secilirse —au < x < au elde edilir. Dolayisiyla u sira birimdir.

2) (1)’de her x € X i¢in [|x||, < % ||lx|| oldugu gosterilmistir.
3) K konisinde bir dizi (x,) ve x € X igin x, U x ise (2)’den ||x, —x||, — O elde edilir. X

Arsimedyan oldugundan Lemma 3.2.1°den K konisi ||-||, normuna gore kapalidir.

Bir sonraki 6rnekte gosterilecegi gibi X Arsimedyan olsa bile Onerme 3.2.2 (2)’deki normlar
genel olarak denk degildir. Bunun anlami, konisinin i¢ noktalarinin kiimesi bos olmayan

herhangi bir Arsimedyan sirali normlu uzay sira birimli olmak zorunda degildir.
Ornek

Sayfa 38’deki ornekte oldugu gibi standart koni K ve sabit fonksiyon u = 1 sira birimi ile
C[0,1] uzaymi ele alalm. |||, sira birim normu diizgiin norma esit oldugundan |||,
normuna goére koninin i¢i U = {x € C[0, 1] : her s € [0, 1] igin x(s) > 0} kiimesidir. CJ[0,1]
uzay1 iistiinde tanimli siirekli olmayan bir f fonksiyoneli ele alindidinda her x € C[0, 1] igin
||lx|| = ||x||,, +1f(x)| bigiminde tanimlanan ||-|| normu ile |||, sira birim normu esit degildir.
Ancak bu iki norma gore koninin iglerinin esit oldugunu gosterelim. ||| normuna gore
koninin i¢i V ise [|-|| normunun topolojisi [|-||, normunun topolojisinden daha giiclii
oldugundan U C V olur. x € V\U oldugunu kabul edelim. Bu durumda x € K ve bir
t € [0,1] i¢in x(¢) = 0 saglanir. g: (R,|-|) — (C[0,1],]|-||); g(a) = x+ al doniisiimii stirekli
oldugundan g~ (V) C R acik kiimedir ve 0 € g~!(V) saglamr. Oyleyse ag < 0 olacak
bigimde ag € g~ (V) vardir ve (x+apl) < 0 saglanir. Bu durum x +agl € V C K olmasi ile

celigir.

Simdi sonlu boyutlu uzaylar i¢in gegerli olan bir 6nerme verelim:
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3.2.3. Onerme

(X,K,||-||,) sonlu boyutlu sirali normlu uzay olsun. K konisinin iireten olmasi igin gerek ve

yeter sart int(K) # & olmasidir.

Ispat

(=) X, n boyutlu uzay ve K konisi iireten olsun. Bu durumda bir {xj,...,x,} C K lineer

n

bagimsiz kiimesi vardir. u = Y x; alinirsa u € K olur. u € int(K) oldugunu gosterelim. X
i=1

sonlu boyutlu oldugundan norm yakinsama ile X vektor uzayinin {xj,...,x,} tabanina gére

noktasal yakinsama aynidir. #’nun

n
U= {Zaixi:herie {1,...,n} i¢in |a; — 1| < 1}
i=1

komgulugundaki her bir a; katsayis1 pozitif oldugundan U C K elde edilir.

(<) Onerme 3.2.2 ve Onerme 2.2.5’den elde edilir.

Onerme 3.2.2 ve Onerme 3.2.3’den asagidaki sonug elde edilir:

3.2.4. Sonug

Her sonlu boyutlu yonlii Arsimedyan sirali vektor uzayin konisi kapalidir.

Sonug 3.2.4 Arsimedyan sirali vektor uzaylarini karakterize etmek i¢in kullanilir.
3.2.5. Onerme

(X, K) sirali vektor uzay1 Argimedyan olmasi igin gerek ve yeter sart X in boyutu 2 olan her

Y alt uzay1 i¢in Y N K kiimesi Y uzayinin standart topolojisine gore kapalidir.
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Ispat

(X, K) Arsimedyan sirali vektor uzaymin boyutu 2 olan bir ¥ altuzayii¢in Yo=Y NK—-Y NK
ya 0 ya da 1 boyutlu ise Y N K kapalidir. Yp, 2 boyutlu ise (Y,¥Y NK) yonliidiir. ¥ Arsimedyan
oldugundan Sonug 3.2.4’den Y N K kapalidir.

Herhangi iki x,y € X ve her n € N i¢in nx < y olsun ve Y = geren{x,y} alahm. Y NK
kapali oldugundan Onerme 3.1.2°den Y uzay1 Arsimedyandir ve x < 0 olur. Sonug olarak X

Arsimedyandir.

3.2.6. Onerme

(X,K,||-||) sonlu boyutlu sirali normlu uzay olmak iizere, K iireten ve kapali ise ||-|| normu

yart monotondur.

Ispat

K konisi iireten oldugundan Onerme 3.2.3°den u € int(K) ve Onerme 3.2.2’den u sira
birimdir. Ayrica, K kapali oldugundan Onerme 3.1.2°den X Arsimedyandir ve bdylece
u-yar1 normu bir normdur. X sonlu boyutlu oldugu i¢in ||-|| normu monoton olan #-normuna

denktir. Dolayisiyla ||| normu yar1 monotondur.

Simdi, konisinin i¢i bos olmayan sirali normlu uzaylarin 6zelliklerini verelim.

3.2.7. Onerme

(X,K,||-||) sirali normlu uzay ve int(K) # 0 olsun.

1) X ustiindeki her pozitif lineer fonksiyonel siireklidir.

2) Her u € int(K) ve f € K'\{0} igin f(u) > 0 saglanir.
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Ispat
1) u € int(K) ve f : X — R pozitif lineer fonksiyonel olsun. ||x|[, < 1 sartim1 saglayan her

x € X i¢in |f(x)| < f(u) olur. Dolayisiyla f fonksiyoneli u-yar1 normuna gore siireklidir.

Onerme 3.2.2 (2)’den f fonksiyoneli ||-|| normuna gore siireklidir.

2) f € K'\{0} olsun. |[x]|, <1 ve f(x) # 0 olacak bicimde x € X vardir. Buradan 0 <
[f(x)] < f(u) elde edilir.

Simdi hangi kosullar altinda siirekli operatdr uzaylari ile sira sinirli operatdr uzaylarinin

cakistig1 incelenecektir.

3.2.8. Lemma

(X,K,||-||) sirali normlu uzay olmak iizere K konisinin i¢i bostan farkli ve ||-|| normu yar1
monoton olsun. Bir A C X kiimesinin norm sinirli olmasi icin gerek ve yeter sart A’nin sira

sinirli olmasidir.

Ispat

Lemma 3.1.7°den dolay1 her sira sinirli kilme norm sinirlidir. Tersini gostermek igin u €
int(K) sabit ve A C X norm simrli olsun. Onerme3.2.2°den u sira birimdir ve ||-||, sira birim
normu ||-|| normundan daha zayiftir. Bu durumda A kiimesi ||-||, normuna gére sinirhidur.

||-||, normu igin kapali yuvarlar sira araliklar oldugundan A sira sinirhidur.

Sonraki 6nerme yukaridaki Lemma 3.2.8’nin dogrudan sonucudur.

3.2.9. Onerme

(X,Kx,||"|lx) ve (Y,Ky,||-|ly) sirali normlu uzaylar olmak iizere Kx ve Ky konilerinin igleri
bos olmayan kiimeler ve her iki norm yart monoton olsun. Z(X,Y) = L,(X,Y) esitligi

saglanir.
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3.2.10. Sonug

X ve Y sonlu boyutlu Argimedyan yonlii sirali uzaylar olmak iizere L(X,Y) = Z(X,Y) =
Ly(X,Y) saglanir.

Ispat

X ve Y uzaylart sonlu boyutlu oldugundan L(X,Y) = £ (X,Y) saglamr. Onerme 3.2.9’un
hipotezlerinin saglandigini goérelim. Onerme 3.2.3’ten X ve Y uzaylarindaki konilerin igleri
bos olmayan kiimelerdir. Sonuc 3.2.4’den her iki koni kapali ve bdylece Onerme 3.2.6’dan

X ve Y uzaylar iistiindeki normlar yart monotondur.

Bu boliimiin geri kalan kisminda sira birim uzaylarmin diizgiin tamlamasi ele alinacaktir.
Stra birimli uzay istiindeki ||-||, normunun monoton oldugu verilmisti. Bu ozellikten daha

giiclii olan bir 6zellik agsagida verilmistir.

3.2.11. Lemma

(X,K,||-||,) stra birimli uzay olmak iizere her x,y € K i¢in ||y —x||, < |[x+y]|, esitsizligi

saglanir.

Ispat

Ix+yl|, <aise —au <x+y < au oldugundan y —x <y < x+y < au saglanir. Diger yandan
—au < —(x+y) < —x < y—x oldugundan ||y —x||, < a elde edilir. Boylece ||y —x|[, <

|x+ v, saglanmis olur.

3.2.12. Tanim

(X,K,|||,) sira birimli uzay olsun. X uzayimn ||-||, normuna ve K konisinin kapanigi K
yardimiyla olusturulan siralamaya gore Z tamlamasi X uzayinin diizgiin tamlamasi diye

adlandirilir.
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3.2.13. Onerme

(X,K,||-||,) sira birimli uzay ise X uzayimin diizgiin tamlamasi (Z,K) da sira birimli uzaydir

ve kapsama doniisiimii i : X — Z bipozitiftir.

Ispat

Z uzay iistiinde [|-|| normuna gore (Z,K) da monoton oldugundan Onerme 3.1.8°den K, Z
uzayinda bir konidir. K kapali oldugundan (Z, K) siral1 vektor uzay1 Arsimedyandir. Lemma

3.2.1’den dolay1 i : X — Z kapsama doniisiimii bipozitiftir.

wnun Z uzayinda bir sira birim oldugunu ve Z uzayindaki normun u-norm oldugunu
gosterelim. z € Z ve ||z|| < a olsun. ||x, —z|| — 0 olacak bigimde X uzayinda bir (x,) dizisi
vardir. ||x,||, = ||x,|| = ||z|| oldugundan bir n; € N i¢in n; < niken ||x,||, < a saglanir. (x,)
dizisi ||-||-Cauchy dizisi oldugundan ayn1 zamanda ||-||,-Cauchy dizisidir. Dolayistyla € > 0
verildiginde n, < n,m iken —éeu < x, — x,, < €u olacak bi¢cimde n, € N vardir.
ny =mak{ny,ny} ahinirsa, ng < n iken x, < x, + €u, ayrica ||x,,||, < a ve boylece —au <
Xn, < au oldugundan x, < (a+ €)u elde edilir. v, = (a+ €)u — x, tanimlansin. v, € K ve
Vo = (a+ &)u — 72— (x, — z) oldugundan (vu,Vpy+1,...) dizisi (a + €)u — z noktasina
yakinsar. Buradan (a+ €)u —z € K, yani (Z,K) i¢inde z < (a + €)u olur. Sonug olarak u,
(Z,K) iginde bir sira birimdir. Benzer bigimde —z < (a + €)u elde edildiginden

l|z||,, < a+ € sonucuna ulasilir ve ||z||,, < ||z|| saglanmus olur.

lzl| <llzll, oldugunu géstermek igin ||z||, < a olsun. —au < z < au ve bdylece au — z, au+
z € K olur. Ayrica x,, — au—z ve y, — au+z olacak bigimde K konisinde (x,) ve (y,) dizileri
vardir. Lemma 3.2.11°den her n € N igin||y, — x4 || = |[yn —Xall,, < [|yn +2xall, = [[yn +xa]|
oldugundan limitler alinarak ||2z|| < ||2au|| sonucuna ulasilir. ||u||, = 1 oldugundan ||z|| <a

ve dolaysiyla ||z|| < ||z||, elde edilir. Boylece (Z,K) iistiindeki norm u-normudur.
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3.3. Goreceli Diizgiin Yakinsakhik

Sirali vektor uzaylarinda genel olarak Es. 3.1°de verilen sira birim normu gibi uygun bir

norm yoktur. Ancak benzer bir yakinsama kavrami tanimlanabilir.
3.3.1. Tanim
(X, K) sirali vektor uzayinda bir ag (x3),cx ve x € X olsun.

1) Bir u € K, bir 4 € A ve [0,00) arahifinda azalan bir (ay)j,<aca agl icin
inf{ay :ApxA €A} = 0 ve ayrica Ay < A olacak bigcimde her A € A igin

—aju < x; —x < ayuoluyorsa ‘(x; );ca ag1 x’e goreceli diizgiin yakinsak’ denir.

2) Bir u € K, bir A € A ve [0,00) arahinda azalan bir (a3)p,<a1ea a8t igin
inf{a; : o x A €A} =0ve A < A,7,{ olacak bicimde her A,7,{ € Ai¢in A < 7, iken

—aju < xy—x¢ < ayu oluyorsa (x2)2en agina ‘goreceli diizgiin Cauchy ag1” denir.

3) X icindeki her goreceli diizgiin Cauchy ag1 X i¢inde goreceli diizgiin yakinsak ise (X, K)

siral1 vektor uzayina ‘diizgiin tam uzay’ denir.

4) Bir A C X kiimesi i¢inde x € X elemanina goreceli diizgiin yakinsayan herhangi bir ag var

iken x € A oluyorsa A kiimesine ‘goreceli diizgiin kapali kiime’ denir.

Bir sonraki énermede goriilecegi iizere sirali vektor uzay1 Arsimedyan ise goreceli diizgiin

limit tektir.

3.3.2. Onerme

(X,K) Argimedyan sirali vektor uzay1 i¢inde bir ag (x ), c olsun.

1) (x;) ag1bir x € X elemanina goreceli diizgiin yakinsak ise bu noktaya sira yakinsaktir.

2) (x;,) ag1 x,y € X elemanlarina goreceli diizgiin yakinsak ise x =y olur.
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Ispat

1) (x3)aea ag1 x noktasina goreceli diizgiin yakinsak olsun. Tanimdan bir u € K, bir 4y € A
ve [0,00) araliginda azalan bir (ay ), ca agl icin inf{ay : 4o < A € A} =0 ve 49 < A4 olacak
bigimde her A € A i¢in —aju < xj —x < a; u saglamr. X Arsimedyan oldugundan Onerme

2.3.4den inf{aju: Ay <A € A} =0 elde edilir. Boylece (x3)pca agl x noktasina sira

yakinsak olur.

2) (1) ve Onerme 2.2.11°den limit tektir.

Yukaridaki 6nermede Arsimedyan olma sartinin kaldirilamayacagina dair bir 6rnek verelim.
Ornek

K = {(x1,x) :x; >0 yada (x; =0 ve xo > 0)} konisi ile X = R? uzayu iistiinde sozliiksel
siralama verilir. Bu siralamayla R? Arsimedyan degildir. « = (1,0), x = (0,1), y = (0,0)
ve her n € N i¢in x, = (0,0) olsun. Her n € N i¢in —%u <xp—x< %u oldugundan (x,),eN
ag1 (dizisi) x noktasina goreceli diizgiin yakinsar. Ayrica (x,),en agt x’den farkli olan y

noktasina da goreceli diizgiin yakinsar.

Arsimedyanlik sartt Tanim 3.3.1°deki goreceli diizgiin yakinsama ve goreceli diizgiin Cauchy

ag1 tanimlarini yeniden ele almamizi saglar.
3.3.3. Onerme
(X,K) Arsimedyan sirali vektor uzayi icinde bir ag (x ) ca olsun.

1) (x;) aginin x € X noktasina goreceli diizgiin yakinsak olmasi igin gerek ve yeter sart bir

u € K ve her € > 0i¢in 4g < A iken —eu < x; — x < €u olacak bi¢cimde Ay € A vardur.

2) (x;) agmnin goreceli diizgiin Cauchy agi olmasi i¢in gerek ve yeter sart bir u € K ve her

€ > 0igin A9 < A, yiken —eu < x; —xy < €u olacak bigimde Ag € A vardir.
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Ispat

1) (x2)aea @81 x noktasina goreceli diizgiin yakinsak, u € K ve A9 € A olsun. Her 4p < A
icin —ayu < x; —x < ayu yazilabilir. Herhangi bir € > 0 ve bir A} € A i¢in A} < A iken

a) < € ve boylece x) —x < aju < €u saglanir. Benzer bigimde x; —x > —é&u bulunur.

Tersini gostermek i¢in € > 0 olsun. Bir u € K i¢in Ay < A iken —eu < x; —x < €u olacak
bigimde Ao € A vardir. Ozel olarak € = 1 almirsa, bir Ay € Aicin Ag < A iken —u <x; —x<u

saglanir. A9 < A iken genel terimi
ay =inflac[0,1]: A g ye Aigin —au <xy—x <au}

ile tanimlanan (a; );,<1ca @81 azalandir. Bu durumda Ag < A olacak bicimdeki her A € A
ve her n € N i¢in —(ay + %)u <xy—x < (ay+ %)u saglanir. X Arsimedyan oldugundan
—aju < x; —x < ayu elde edilir. Simdi @) 'nin infimumunun 0 oldugunu gosterelim. Tekrar
hipotezden herhangi bir € € (0, 1] igin A; < A iken —eu < x; —x < €u olacak bigimde A; € A
var oldugundan 4; < A iken a; < ay, < € saglanir. Buradan inf{a; : 4o < 4 € A} =0 olur.

Boylece (x)5.ca a8l x noktasina goreceli diizgiin yakinsar.

2) (x3)2en a8t goreceli diizgiin Cauchy agi1 olsun. Bir u € K, bir A9 € A ve [0,00) araliginda
azalan bir (a; )1, <1 a81icin Ao < A ve A <y, € iken —aju < xy—x¢ < ajusaglanir. € >0
olsun. Herhangi bir € > 0 ve A9 < 4; olacak bigimdeki bir A} € Aigin 4} < A ikenay < €
ve boylece A < 7, ¢ iken xy—x¢ < ay,u < gu saglanir. Benzer bigimde xy —x; > —é€u elde

edilir.

Tersini gostermek igin € > 0 olsun. Bir u € K'igin g < A,y € Aiken —eu <xj —xy < €u
olacak bicimde Ay € A vardir. Ozel olarak € = 1 alinirsa, bir A9 € A igin A9 < A, Y iken

—u < x3 —xy < usaglanir. A9 < A iken genel terimi
a) =inf{la € [0,1]: A ¥, € Aigin —au < xy —x¢ < au}

ile tammlanan (a; ), <1ca ag1 azalandir. Bu durumda A < A olacak bigimdeki her A € A

ve hern € Nigin A < 7,§ iken —(a), + %)u <xy—xg < (ap+ %)u saglanir. X Arsimedyan
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oldugundan —ayu < xy —x¢ < ayu elde edilir. (1)’dekine benzer bigimde inf{a; : Ao < A €

A} =0 oldugu goriiliir. Boylece (x; )z ea ag1 goreceli diizgiin Cauchy agidr.

(X, K) sirali vektor uzayini 3.1°daki gibi u sira birimiyle ve bu sira birime kargilik gelen |||,
sira birim normuyla ele alalim. Onerme 3.3.3 yardimiyla Lemma 3.2.1°deki ifade aglara

kadar genisletilebilir.
3.3.4. Onerme

(X,K), u sira birimli Argimedyan sirali vektor uzay1 olmak tizere X i¢inde bir ag (xj ) ea Ve

x € X olsun.

1) (x3)aea agmn x noktasma goreceli diizgiin yakinsak olmasi i¢in gerek ve yeter sart

(X, |-||,) normlu uzayinda (x ); < aginin x noktasina yakinsak olmasidir.

2) (xp)aea agmin goreceli diizgiin Cauchy agr olmasi i¢in gerek ve yeter sart (X, |[|-|[,)

normlu uzayinda (x; )3 ca agnin Cauchy agi olmasidir.

3) (X, K) uzaymin diizgiin tam olmasi i¢in gerek ve yeter sart (X, ||-||,) normlu uzayinin tam

olmasidir.

Ispat
Here >0ve A,y € Aigin

lxp —x||, <€ & —eu<x;—x<euve

HXA _XYHM <€ & —€u<x)—xy<E€u

oldugundan Onerme 3.3.3’den (1), (2) ifadeleri ve (3) ifadesinin (<) yoni saglanir. (3)
ifadesinin (=) yOniinii gostermek i¢in (X, K, ||-||,) uzay: diizgiin tam uzay1 iginde (x3 ) ca
ag1 Cauchy ag1 olsun. Onerme 3.3.3’den (x),);cx ag1 bir x € X noktasina goreceli diizgiin

yakinsar. Bu durumda bir v € X ve her n € N i¢in ¥, < ¥ € A iken —%v <xy—x< %v
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olacak bigcimde 7y, € A vardir. Diger yandan herhangi bir € > 0 i¢in A < A,7 € A iken

—eu < xy —xy < €u olacak bigimde A, € A var oldugundan A < A,y ve ¥, < Yiken
1
X} —X=X) —Xy+xXy—x< £u+r—lv

saglanir. Ayrica X Arsimedyan oldugundan x; —x < €u elde edilir. Benzer bi¢imde —eu <

x; — x oldugundan x; ML” x olur.
Ornek

Sayfa 38 de verilen 6rnekteki C(A) uzay1 supremum normuyla bir Banach uzayidir. Onerme

3.3.4 (3)’den dolay1 C(A) uzay1 diizgiin tam olur.
3.3.5. Onerme

(X, K) Riesz uzay1 Dedekind tam ise diizgiin tamdir.

Ispat

(x2)2en ag1 X uzayinda goreceli diizgiin Cauchy ag1 olsun. Bu durumda bir u € K, bir g € A
ve [0,00) araliginda azalan bir (a; ) <1ea a1 icin inf{ay : g A €A} =0ve Ap A €
Adgin A 57,8 € Aiken —aju < xy—xz < ayu saglanir. (x3);cp agmin goreceli diizgiin
yakinsak oldugunu limsup kavramini kullanarak gosterelim. A9 < A € A igin {xy;A < 7}

kiimesi bog olmayan ve iistten x; + a; u ile sinirlt bir kiimedir. X Dedekind tam oldugundan
yy =sup{xy: A S y€A}

alimirsa Ag < A olacak bigimdeki her A € Aiginy;, <x, +ayu ve ayricaxy —ay,u <x; <y,
saglamir. x = inf{y; : Ao < A € A} olsun. (x3),ca afinin x noktasina goreceli diizgiin
yakinsaktir. Gergekten, Ay < A olacak bicimdeki her A € A i¢in y; < x; + a;u oldugundan
x <x) +ayuve —aju < x; —x olur. Ayrica A < 7y olacak bi¢imdeki her y € A i¢in x); —

aju < xy < yy oldugundan x; —x < aju elde edelir. (yy)a,<yea a8l azalan oldugundan
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X3 —ayu < x veburadan x; —x < a,u olur. Boylece (xj ) ca ag1 x noktasina goreceli diizgiin

yakinsaktir.
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4. SIRA YAKINSAKLIK VE SINIRSIZ SIRA YAKINSAKLIK

Sira yakinsaklik 1yi topolojik 6zelliklere sahip degildir. Bu boliimde Tanim 2.2.10 ile verilen
sira yakinsaklik yeniden ele alinacak ve topolojik eksiklikleri incelenecektir. Daha fazla

ayrinti i¢in [12, 13] kaynaklarina bakilabilir.

4.1. Sira Yakinsama Cesitleri
Bir agin sira yakinsak oldugu yer sadece o agin kuyruklarina bagh degildir.
Ornek

X # {0} Arsimedyan Riesz uzay1 ve a € X\{0} pozitif sabit olsun. A=NU{l:neN}
indis kiimesi standart siralama ile donatilsin. X icinde xo = a ve A € A\{0} i¢in genel
terimi x; = %a olan (x3)jca agm tanimlayalim. Bu ag X icinde sira yakinsak degildir.
Gergekten, bir x € X icin x; — x oldugu kabul edilirse, X icinde y; | 0 ve her A € A icin
—yy < x) —x <y, olacak bigimde (y;)zea agt vardir. Her n € N i¢in na —x = X1 —x <
i < yo ve X Arsimedyan oldugundan a = 0 olur. Bu durum hipotezle ¢elistiginden kabul
yanlistir, yani (x3)2ca ag1 X iginde sira yakinsak degildir. Ancak, (x;);<1ea = (Xn)nen a8l

icin x, = 0 saglanir. Dolayisiyla (x2)2.ea agmin kuyrugu sira yakinsak olup kendisi sira

yakinsak degildir.

Diziler i¢in yukaridaki ornekteki gibi bir durumun olusamayacagina dikkat edilmelidir. Bir
dizinin her kuyrugundan 6nce yalnizca sonlu sayida eleman gelir. Bu nedenle dizinin sira
yakinsak olmasi i¢in gerek ve yeter sart dizinin kuyruklarindan herhangi birinin sira
yakinsak olmasidir. Dolayisiyla dizilerin yakinsakliginda bu ornekteki gibi bir durum

karsimiza ¢cikmaz.

Yukaridaki 6rnek ile deginilen sorunu ¢6zmenin bir ka¢ yolu vardir. Abramovich ve Sirotkin

[14]°de sira yakinsakligin asagidaki bi¢cimini 6nermektedir:
4.1.1. Tanim

X sirali vektor uzayinda bir ag (x) ), ca ve x € X olsun. Bir g € Ai¢in 4o < A € Aikeny, |0
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ve +(xj —x) <y, olacak bicimde X iginde (yj)z,<1ca a8l varsa (x3)aea a8l x noktasina

stra-2 yakinsaktir denir ve bu yakinsama x; 2 xile gosterilir.

[15]’deki calismasinda Wulich, ag se¢ciminde daha fazla 6zgiirliikk saglayarak yakinsama

tanimin1 asagidaki bicimde gelistirmistir.
4.1.2. Tamim

X siral1 vektor uzayinda bir ag (x3)pcp vex € X olsun. yy 1 0,zy L Oveher ye T, y € W, bir
Ao € Aigin Ag < A € Aiken —yy < xj —x < zy olacak bicimde X icinde (yy)yer ve (2y)yew
aglar1 varsa (x);ca a8l x noktasina sira-3 yakinsaktir denir ve bu yakinsama x; A xile

gosterilir.

Bir agin sira yakinsakligi sira-2 yakinsakliini, sira-2 yakinsaklifi sira-3 yakinsakligini
gerektirir. Sira-3 yakinsaklik i¢in bir baskin agin var olmasinin gerekip yetecegi asagidaki

onermeyle ifade edilir.
4.1.3. Onerme

X sirali vektor uzayinda bir a8 (x; )pea ve x € X olsun. (x))3eca agmin x noktasina sira-3
yakinsak olmasi igin gerek ve yeter sart y, | 0 ve her y € I', bir g € Aigin A9 < A € A iken

—yy < x), —x < yy olacak bicimde bir (yy)yer ag1 var olmasidur.

Ispat

(=) (xa)aea a8t x noktasina sira-3 yakinsak olsun. wg | 0, zy L Ovehero € X, y € ¥,
bir Ao € Aigin g < A € A iken —wg < x) —x < zy olacak bigimde (Wg)gex Ve (2y)yew
aglarini var oldugundan ¥ x ¥ indis kiimesini ve (wg + zl,,)((,’l,,)dxxp agini ele aldigimizda
Wo + 2y | ve 0 bu agn bir alt siirdir. (We + 2y ) (6,y)exxw agmin herhangi bir alt sinirt v
olsun. Her o € X ve her y € W igin v < wg +zy oldugundan v < wgs +infzy = ws ve buradan

v <infwg = 0, yani wg + 2y | 0 bulunur. Her y = (0,y) € Zx ¥ =T i¢in yy = ws + 2y
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alinirsa yy | O ve her y € I', bir 49 € Aigin Ag < A € A iken
—yy=—(wo+zy) <—we <x) —x <2y <Wo+2y =Yy
saglanir.

(<) ¥ =T ve (zy)yew = (Vy)yer alindiginda (x; )5 ca ag1 x noktasina sira-3 yakinsak olur.

Bir agin sira-2 yakinsak olmasi sira yakinsak olmas1 anlamina gelmemektedir. Sayfa 51°deki
ornek bize bunu gostermektedir. Asagidaki 6rnekte goriilecegi gibi bir agin sira-3 yakinsak

olmasi da sira-2 yakinsak olmasi anlamina gelmemektedir.
Ornek

A sayilamayan ayrik bir uzayin tek-nokta kompaktlastirmasi olmak iizere X iistiinde tanimli
reel degerli siirekli fonksiyonlarin uzayr C(A) olsun. A icindeki ayrik tek nokta
kiimelerinden olusan bir ({x,}),en dizisine karsihk C(A) icinde karakteristik
fonksiyonlardan olusan (X{xn})neN dizisi O fonksiyonuna sira-2 yakinsaktir, ancak sira

yakinsak degildir ( [14], Example 1.4).

Herhangi bir Riesz uzayinda sira yakinsaklik ve sira-3 yakinsaklik arasinda yakin bir iligki

vardir.
4.1.4. Onerme

X Riesz uzayinda bir a8 (x;)1ca, X € X ve X uzaymin Dedekind tamlamasi X% olsun. X
uzayinda (x;),ca aginin x noktasina sira-3 yakinsak olmasi i¢in gerek ve yeter sart X 5

uzayinda (x),); ca aginin x noktasina sira yakinsak olmasidir ( [14], Proposition 1.5).



54

Ispat
(=) X9 Dedekind tam oldugundan saglanur.

(«<=) X9 uzayinda (x; ); o agumn x noktasina sira yakinsak olsun. X% uzayinda (x; ) ca ag1 x
noktasina sira-2 yakinsak oldugundan bir Ap € Aigin Ao < A € Aikeny; L0 ve |x) —x| <y,

olacak bicimde (yj)zen C X® vardir. T'= {ye X : Ao <A € Aikeny; <7} olsun. Her

7,7 € I'icin

NSy e rin

bigiminde tanimlanan < bagmtisiyla I' sirali kiimedir. y; | oldugundan I" kiimesi (asag1)
yonlii kiimedir. X, X? icinde sira yogun oldugundan her y € T icin zy = Y bi¢iminde
tanimlanan (zy)yer ag1 icin X iginde zy | O saglamr. Ayrica her y € T i¢in y; <7 =z

olacak bigimde A; € A vardir. Oyleyse A; < A iken |x; —x| <y; <y;, <zybulunur
4.1.5. Onerme

X ve Y Riesz uzaylar1 arasindaki herhangi bir 7 : X — Y operatorii sira yakinsamayi

koruyorsa sira-3 yakinsamay1 da korur ( [14], Proposition 1.6).

Ispat

T : X — Y sira yakinsamay1 koruyan operator, bagka bir deyisle 7" sira siirekli operator olsun.
Bu durumda 7 sira siirlidir ( [14], Theorem 2.1). T operatoriinii X uzayindan ¥ ¢ Dedekind
tamlamasina bir operator olarak ele aldigimizda |T| : X — Y modiil operatOrii mevcuttur ve
sira yakinsakligi korur ( [13], Theorem 4.3). Dolayisiyla |T|’nin sira yakinsakligi koruyan
]T]5 : X% — Y9 geniglemesi vardir ( [13], Theorem 4.12).

X icinde (x;) ag1 ve x € X igin x 2 x ise Onerme 4.1.4°den X° icinde x; = x saglanir.

T 8 sira yakinsaklig1 korudugundan Y?® icinde |T 8 x; —x| 2 0 saglanir. Dolayisiyla
y g g ¢ A g yisty
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|Tx), —Tx| < |T||x) —x| = |T|‘s lx;, — x| oldugundan Y? icinde Tx; > Tx olur. Onerme
4.1.4den Y icinde Tx;, 2 Tx elde edilir.

4.1.6. Teorem

X ve Y Riesz uzaylar olmak iizere herhangi bir T : X — Y pozitif operatoriiniin sira
yakinsaklig1 korumas: icin gerek ve yeter sart sira-3 yakinsaklifi korumasidir ( [14],

Theorem 1.7).

Ispat
X ve Y Riesz uzaylar1 olmak tizere T : X — Y pozitif operator olsun.
(=) Onerme 4.1.5’den saglanur.

(<) T pozitif operatdriiniin sira-2 yakinsamayi korudugunu varsayalim ve x; — O sira
yakinsak olsun. Tiim A9 < A4 i¢in |x; | <y, olacak bicimde y, | 0 ve Ay vardir. T pozitif
oldugundan Ty, asag1 yonlidiir ve pozitif elemanlardan olusur. y; sifira sira-2 yakinsak
oldugu i¢in Ty, sifira sira-2 yakinsaktir ve bu nedenle 7'y, | O olur. 7T pozitif oldugundan

tim Ag < A i¢in |Tx) | < Ty, olur. Dolayisiyla Tx; sifira sira yakinsaktir.

Dedekind tam Riesz uzaylarinda pozitif sinirli bir agin 0 noktasina sira yakinsamasini

asagidaki onerme ile karakterize edebiliriz.
4.1.7. Onerme

X Dedekind tam Riesz uzay1 icinde her 4 € Aigin 0 <x; ve sup; 5 x;, € X olacak bicimdeki

(x2)2en a8l icin asagidaki ifadeler denktir.

Dx, >0
2)X;L (QO

3) infy cASUPy gyep Xy =0
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Ispat

Her A € Aigin {xy: A < y€ A} C {xy:y€ A} oldugundan sup, -, xy € X saglamr. X

Dedekind tam ve her A € Aigin 0 < sup; _, 5 Xy oldugundan infy c Supy 4yep Xy € X olur.
(1) = (2) Asikardir.

2) = (3) x, % 0 olsun ve infj ca SUP 5yep Xy 7 O oldugunu kabul edelim. Bu durumda
x = infjcasup{xy: A <Y€A} almrsa zy, | O ve her y € ¥, bir 4 € A icin
A < A € A iken x; < zy olacak bigimde X icinde (zy)yew agt var oldugundan
0 <x <supy <aeaXa < zy olur ki bu durum zy, | O olmasiyla ¢elisir. O halde kabuliimiiz

yanligtir, yani infy ¢ 5 supj <y Xy = 0 olmak zorundadir.

(3) = (1) infy cp supy 4yep Xy = 0 olsun. Her AEAiciny, = SUp; <yep Xy alinirsa yy |0 ve

her A € A icin 0 < x; <y, saglamir. Dolayisiyla x; — 0 elde edilir.
4.1.8. Teorem

X ve Y Arsimedyan Riesz uzay1 olmak iizere herhangi bir 7 : X — Y pozitif operatoriiniin
sira-2 yakinsaklig1 korumasi i¢in gerek ve yeter sart sira-3 yakinsaklig1 korumasidir ( [12],

Theorem 3.7.4).

Sira yakinsamanin tanimindaki bir bagska sorun, bu yakinsamaya karsilik gelen bir
topolojinin dogrudan kurulamamasidir. Bu durumu agsmak icin asagidaki bi¢cimde bir

tanimlama yapilir.
Bos olmayan bir X kiimesindeki yakinsaklik kavramini
{((x2)aen,X) : (x3)1ea X kilmesinde bir ag ve x € X }

kiimesi iistiinde tanimli bir ¢ Boole fonksiyonu yardimiyla ele alalim. Yani, c¢((x)en,X)

dogru ise X kiimesindeki (x; )y ca @81 x € X noktasina c-yakinsak olsun.
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4.1.9. Tanim
X kiimesi icinde bir ag (xj)jcp Ve x € X olsun. (x3),cx aginin x noktasina c-yakinsak

olmast, (x;);ca agmin x noktasina t-yakinsak olacak bigimde X iistiinde bir 7 topolojisinin

varligini gerektirip yetiriyorsa X icindeki c-yakinsaklik ‘topolojik’tir diye adlandirilir.

4.1.10. Tanim

A C X kiimesi i¢inde bir a8 (x;3)yca Ve x € X olmak iizere, (x3))ca a8l x noktasina c-

yakinsak iken x € A oluyorsa A kiimesine ‘c-kapalidir’ denir.

X lstiinde

T={X\A:A c-kapali} 4.1)

ile verilen 7 ailesi bir topolojidir. Diger yandan, X uzayindaki aglarin 7-yakinsaklig ile
c-yakinsakliginin denk olmasi icin gerek ve yeter sart c-yakinsaklifin topolojik olmasidir.
c-yakinsaklik topolojik degilse yakinsaklik kavraminin topolojiden bilinen ozellikleri

c-yakinsaklik i¢in saglanmayabilir [12].

Sira yakinsaklik, sira-2 yakinsaklik ve sira-3 yakinsaklik kavramlart genelde topolojik
yakinsaklik degildir. Ancak asagidaki sonu¢ dogrudur. Burada, 7y topolojisi Es. 4.1°de

tanimlanan topolojidir ve c-yakinsaklik, sira yakinsaklik kavramidir.

4.1.11. Teorem

X sirali vektor uzay1 ve A C X olmak lizere asagidaki ifadeler denktir:

1) A to-kapalidir.

2) A sira kapalidir.
3) A sira-2 kapalidir.
4) A sira-3 kapalidir.
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4.1.12. Teorem

X, Y sirali vektor uzayi ve T : X — Y pozitif operator olsun. Asagidaki ifadeler denktir ( [16],
Theorem 4.4).

1) T 7y-siireklidir.

2) T sira siireklidir.

3) T sira-2 yakinsaklig1 korur.
4) T sira-3 yakinsaklig1 korur.

Teorem 4.1.11 ve Teorem 4.1.12 sira kapali kiimeleri veya pozitif operatorlerin sira
stirekliligini igeren sonuglarin sira yakinsaklik yerine sira-2 yakinsaklik veya sira-3

yakinsaklik ile esit derecede oldugunu verir.

4.2. Sira Yakinsamanin Genislenmesi ve Kisitlanmasi

Bu kesimde pre-Riesz uzaylarinda sira yakinsaklik incelenecektir. Pre-Riesz uzay1 kavrami

van Haandel [17] tarafindan verilmistir.

4.2.1. Tamim

(X, K) swrali vektor uzay: olmak iizere her x,y,z € X i¢in {x+z,y+z}" C {x,y}" ikenz € K

oluyorsa X’e ‘pre-Riesz uzay1’ denir.

Tanim 4.2.1°deki 6nerme herhangi bir Riesz uzayinda, xVy < (x+2z)V (y+2z) = (xVy)+z
iken 0 < z 6nermesine indirgenir. Dolayisiyla her Riesz uzay1 pre-Riesz uzayidir. Pre-Riesz

uzayinin tanimini agagidaki bicimde yeniden sekillendirebiliriz.

4.2.2. Lemma

X sirali vektor uzayi olsun. Her x,y € X icin {x+y,y}" C {x,0}" olacak bi¢cimde 0 <y varsa

X pre-Riesz uzayidir.
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Ispat

vwy,z € X igin {v+y,z+y}" C {v,z}" olsun. x =v—zalalim. we€ {x+yy}'isew+z¢€
{x+y+zy+z' ={v+y,z+y}" C{v,z}" saglanir, yani w € {v —z,z — z}" = {x,0}" elde
edilir. Buradan {x+y,y}" C {x,0}" sonucu ortaya ¢ikar. Ozel olarak v = z (yani x = 0)

alinirsa 0 < y saglanir. Boylece X pre-Riesz uzayidir.

Pre-Riesz uzaylari, sirali vektdr uzaylarinin genis bir siifin1 olusturdugunu asagidaki

onerme ile verelim.

4.2.3. Onerme

Her pre-Riesz uzay1 yonliidiir ve her yonlii Arsimedyan sirali vektor uzayi pre-Riesz uzayidir

([17], Teorem 1.7(i1)) .

Ispat

(X, K) pre-Riesz uzayinin yonlii olmadigini, yani herhangi iki x,y € X i¢in {x,y} kiimesinin
tist siirt olmadigint kabul edelim. Bu durumda her z € X i¢in {x + z,y + z} kiimesinin
tist stmir1 mevcut degildir. Ozel olarak z = y — x almirsa, {x,y} kiimesinin bir iist sir1 y
degilse (yani x <y saglanmiyorsa), z ¢ K olur. Bu durum X’in pre-Riesz uzayi olmasiyla

celistiginden dolay1 X yonlii olmak zorundadir.

X yonli Arsimedyan sirali vektor uzayi ve x,y,z € X icin {x+z,y+z}" C {x,y}" olsun. X
yonlii oldugundan bir v € X icin v € {x,y}", dolayisiyla v+z € {x+z,y+z}" ve boylece
v+z € {x,y}" saglanir. Timevarimla, her n € N i¢in v+ nz € {x,y}" ve buradan x < v+ nz
oldugundan —nz < v —x elde edilir. X Arsimedyan oldugundan —z < 0 sonucu elde edilir

ki, bu da X’in pre-Riesz uzay1 oldugunu gosterir.

Pre-Riesz uzaylarda sira yakinsaklik Riesz uzay ortiilerindeki sira yakinsaklik ile ilgilidir.
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4.2.4. Onerme

Z siral1 vektor uzayi ve Y uzayi, Z uzayinin sira yogun alt uzayi olsun. o;, sira-2 yakinsakligi

ya da sira-3 yakinsaklig1 gostermek iizere

1) Z uzayinda bir ag (x; ) ve x € Z olmak iizere Z uzayinda x; 2 x ise Y uzayinda X) x
olur.
2) Z uzayinda bir ag (x;) ve x € Z olmak iizere Z uzaymda x; ~ x ise Y uzayinda x; — x
olur.

3) Y uzayinda J C Y o-kapali (0;-kapal) ise, Z uzayinda J N Z o-kapalidir ( 0;-kapalidir).

Ispat

1) Z uzaymda x; > x olsun. Z uzayimnda y; | 0 olacak bi¢imde bir (y;) ag1 vardir ve her
A igin y; > 0 olur. Onerme 1.6.2°den Y uzayinda inf(y; ) = 0 yani Y uzayinda y; | O olur.
Dolayisiyla ¥ uzaymnda x; > x elde edilir.

2) (1) ile benzer bicimde gosterilir.

3) (1) ve (2) ifadelerinin dogrudan sonucudur.

Onerme 4.2.4’in bir sonucu olarak sira kapali kiimelerin kisitlamas1 asagidaki teoremle

verilir.
4.2.5. Teorem

X pre-Riesz uzaymin bir Riesz uzay ortiisii (Y,i) olsun. J, ¥ uzaymn sira kapal bir alt

kiimesi ise {x € X : i(x) € J} kiimesi X uzayinda sira kapalidir.

Yukaridaki teorem [12]’nin Kesim 2.8’inde verilen sira kapali kiimeler i¢in (R) kisitlama

ozelligini saglar. Yani

L={ICX:Iswrakapali} ve M = {J CY :J sira kapali}
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olmak iizere, (R) kisitlama 6zelligi (L, M) kiime cifti igin saglanir. Onerme 4.2.4 (1)’deki
ifadenin karsit1 genel olarak dogru degildir. Yani bir sonraki ornekte verilecegi gibi dizinin
limiti Z uzayinda olsa bile Y uzayindaki sira yakinsama, Z uzayindaki sira yakinsama

anlamina gelmez.
Ornek

Y ={y= (yi)iez € £7(Z) : lim;_,0 y; var } Riesz uzayimin

[—>o0

oo X )
Z= {x: (xi)icz €Y : lglz—kk = 11mxl}

()

alt uzayim ele alalim. i € Z icin e!!) = (eEi))jeZ olmak iizere i = jise e;’ = 1 ve i # j ise

J
eg-i) = 0 olsun. Z alt uzayinin Y i¢inde sira yogun oldugunu gosterelim. y = (y;);cz €Y ve

[}

. Y—k
o=limy;— ) —
i kg’l 2k

alindiginda o« > 0 iken
X = v+ 20e(71) ve x?) = y +4qel?
olsun. x("), x) € Z ve y = x(V Ax(?) saglanir. o < 0 iken her m € N igin
Xy g i o)
i=m
olsun. x(") € Z ve y =inf {x(’") :meN } saglanir.

Z icindeki (e(’"))meN dizisinin Y i¢inde sira yakinsak oldugunu, ancak Z icinde sira
yakinsak olmadigin1 gosterelim. Oncelikle, (e(m))meN dizisinin Y Riesz uzayinda sira
yakinsak oldugunu gosterelim. Herhangi bir m € N igin y") = i el olsun. Her m € N
icin y(™ €Y olur ve Y iginde y™ |, 0 saglanir. Her m € N igin ZZ(’") <y (M) oldugundan

Y Riesz uzayinda e % 0 elde edilir.

Simdi (e(m))meN dizisinin Z alt uzayinda sira yakinsak olmadigin1 gosterelim. Z icinde
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em %y olacak bicimde v € Z oldugunu kabul edelim. Y icinde em 2y oldugundan v =0
olur. O halde Z alt uzayinda v |,, 0 olacak bi¢imde bir (v")),,cy dizisi vardir ve her
m € N i¢in em) <v (m) saglanir. i > m ise v (m) > (@) > el elde edilir. Dolayisiyla her

(m)

i > migin vl(m) > 1 oldugundan lim;_,e vfm) > 1 bulunur. Her m € N igin ), Vz;,f > 1 elde
k=1

oo (m)
edilir. Bu durumda her k£ € N~ {0} icin v(j',? dm 0 olamaz. Aksi takdirde Y Vz;,f Im O
k=1

olurdu. Dolayisiyla her m € N i¢in v(f;c) > § olacak bi¢imde bir k € N~ {0} ve bir § > 0

vardir. w = 8¢~ —28e(=%=1) alinirsa, w € Z olur ve her m € N icin w < Sel=k) < y(m),
w £ 0 saglanir. Bu durum inf {v(m) :meN } = 0 olmasu ile celistiginden kabul yanligtir.

4.2.6. Tamim

(X, K) sirali vektor uzayinin bir alt uzay1 Y olmak iizere, her x € K \ {0} i¢in y < x olacak

bicimde y € (KNY) \ {0} varsa Y’ye ‘yayilmis alt uzay’ denir.

4.2.7. Onerme

X Riesz uzaymnm Y sira yogun Riesz alt uzay1 X icinde yayilmistir. ( [12], Onerme 2.8.3)
4.2.8. Onerme

X Arsimedyan Riesz uzayinin Y biiyliyen yayilmis alt uzay1 X icinde sira yogundur. ( [12],
Onerme 2.8.5)

Pre-Riesz uzayi, Arsimedyan ve yayilmis uzay olursa Onerme 4.2.4 (2)’nin tersinin de

saglanacagi asagidaki onerme ile verilmisgtir.
4.2.9. Onerme

X yayilmig Arsimedyan pre-Riesz uzayi ve (Y,7), X uzaymin Riesz uzay ortiisii olmak iizere,
X uzayinda bir ag (x;).c ve x € X olsun. x; 3 x olmas i¢in gerek ve yeter sart i(x; ) 2 i(x)

olmasidir.
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Ispat

Gerek sart Onerme 4.2.4’nin bir sonucudur. Yeter sart icin X uzayinda bir ag (x3)3cp, X € X
ve i(x)) 3 i(x) olsun. yy40,zy LOveheryel, y € ¥, bir 4y € Aigin 49 < A € A iken

—yy <i(xy) —i(x) < zy olacak bicimde (yy)yer ve (2y)yew aglar vardur.

[12]’deki Lemma 3.7.11°den X icinde uy | 0, vy | O; bir y € I', her u € M igin i(uy) > yy,
bir y € W, her n € N i¢in i(vy) > zy olacak bicimde (uy)uem ve (vn)nen aglan vardir.
Dolayistylaher u € M, n € N, bir g € Aigin Ag < A € Aiken —i(uy) <i(xy)—i(x) <i(vy)

oldugundan uy, < x; —x < vy saglanir, yani x; 2 x elde edilir.

4.3. Simirsiz Sira Yakinsakhk

Sayfa 51°deki ornekte gosterilen sira yakinsama eksikligi sadece sinirli aglar ele alindiginda
acikca ortaya c¢ikmaz. Sinirli aglarin sira yakinsamasina dayanan bir bagka yakinsama
kavrami sinirsiz sira yakinsaklik veya kisaca uo-yakinsaklik diye adlandirilir. uo-yakinsak-
lik DeMarr tarafindan sirali vektor uzaylarinda tanitildi [18]. Son zamanlarda Riesz
uzaylar teorisinde bir arastirma konusu haline geldi [19, 20]. uo-yakinsakligin en yaygin
olan fonksiyon uzaylarinda noktasal veya hemen hemen her yerde yakinsaklik ile ¢akistig1

ortaya ¢cikmistir. uo-yakinsaklik sira yakinsamadan genellikle daha iyi 6zelliklere sahiptir.
Simdi DeMarr’1n uopys-yakinsaklik tanimini verelim.
4.3.1. Tanim

(X,K) sirali vektor uzayinda bir ag (x;),ca Ve x € X olsun. K konisinde bir (z) )3 ca a8t

icin agsagidaki 6zellikler saglaniyorsa (x) ) ca a8l x’e ‘uopy-yakinsar’ denir:

1)Her A € Aigin — z; < x; —x < z; saglanr,

2)Her A € Ai¢in 0 <y, <z, olacak bi¢imdeki her bir sinirli (y; ) ca ag10’a sira-3 yakinsar.
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Aslinda DeMarr Onerme 4.1.3°de verilen sira-3 yakinsaklik 6zelliini kullamr. Riesz

uzaylarinda asagida verilen 6nerme, uopys-yakinsakliga denk olan giincel tanimi verir.

4.3.2. Onerme

X Riesz uzayinda bir ag (x3 ),ca Ve x € X olsun. (xy ) ca aginin x’e uopy-yakinsak olmast

icin gerek ve yeter sart her u € X, i¢in (|x;, — x| Au)jca aginin 0’a sira-3 yakinsak olmasidir.

Ispat

(x2)2ea @81 x noktasina uopys-yakinsak olsun. Tanim 4.3.1°den dolay1 X iginde her A € A
icin —z; < x; —x <z olacak bi¢cimde (z3)jca a8t vardir ve her A € Aigin 0 <y; <z,
olacak bicimdeki her bir simirli (y; ), ca ag1 0’a sira-3 yakinsar. Bu durumda wy | O ve her
ye T, bir g € Aigin 49 < A € A iken y; < wy olacak bigimde bir (wy)yer ag1 vardir.
u € X4 olsun ve herhangi bir A € A i¢in y; = |x3 —x| Au alahm. (y;))ca ag1 sinirht bir
agdir ve her A € A'i¢in 0 <y, < z; saglanir. Bdylece wy | 0 ve her y € I, bir Ay € A i¢in

Ao < A € A iken y; < wy olacak bigimde bir (wy)yer ag1 var oldugundan her Ag < A € A

i¢in 0 < |x) — x| Au < wy saglamr. Yani, (|x) —x| Au)ycp ag1 0’a sira-3 yakinsar.

Tersine her u € X igin (|x); —x| Au); ag1 0’a sira-3 yakinsak olsun. Herhangi bir A € A
icin z3 = |x; —x| alalim. z; >0 ve —z; < xj —x < z; oldugu asikardir. Her A € A icin
0 <y, <z, olacak bigimde bir sinirli ag (y; )pca olsun. Biru € X, i¢cin A € Aikeny, <u
alinirsa, (|xy —x| Au), ag1 0’a sira-3 yakinsak oldugundan wy | O ve her y € T, bir 4g € A
i¢in A9 < A € Aiken |x; — x| Au < wy olacak bigimde bir (wy)yer ag1 vardir. Her Ao < A € A
i¢in 0 <y, < |x; —x[Au < wyoldugundan (y;)3ea a8t 0’a sira-3 yakinsar. Yani, (x)jcp

ag1 x’e uopyr-yakinsar.

Pre-Riesz uzaylarinin Riesz uzay ortiilerine gomiilmesi géz Oniine alindiginda, pre-Riesz
uzayindaki uo-yakinsamanin Riesz uzay ortiisiindeki uo-yakinsamaya denk olmasi arzu

edilmisti. Onerme 4.3.2’e bagh olarak asagidaki tanim verilmis ve pre-Riesz uzayin
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yayillmis ve Arsimedyan olmasi kosulu ile bu tanimin gomiilmeye gore uyumlulugu

gosterilmistir.

4.3.3. Tamim

(X.K) siralt vektor uzayinda bir ag (x;)pca Ve x € X olsun. Her u € K ve K konisinde

SEAL<S
icin, (y3 )aca ag1 0’a sira-3 yakinsiyorsa (x), ), ca a8l x’e uo-yakinsar denir.

ul
A € Aikeny, € U  {xs—xx—xs}"n {u}1> olacak bicimdeki her (y;)jep a8t

4.3.4. Lemma

X Riesz uzayinda bir ag (xy ) ca Ve x € X olsun. X iginde (x));ca a1 x’e uo-yakinsiyorsa,

X iginde (xy ) cn a8l x’e uopys-yakinsar.

Ispat

X uzayinda bir a8 (x; )aca, X € X ve (x3)5.ca a8l x noktasina uo-yakinsak olsun. Her bir A €
Aigin z; = |x; —x| alalim. Her A € Ai¢in 0 <y, < z; olacak bicimde bir sinirli ag (y; )1ca

olsun. (y; )z ea agimnin 0’a sira-3 yakinsak oldugunu gosterelim. Her A € A i¢in y, < u olacak

W)
z€ ({x —xx—x M N {u))? olur. |x; —x| Au € {x; —x,x—x; }*' N {u}! oldugundan z >

ul
bigimde bir u € X, secelim. Her A € A ve z € ( U {xs—xx—xs"'n {u}l) icin

ul
lxp —x| Au >y, elde ederiz. Buday, € U {xs—xx—xs""n{u}'| anlammna
SEAA<S
gelir. Boylece (y )5ca ag1 0’a sira-3 yakinsar.

4.3.5. Teorem

(X,K) yayilmig Arsimedyan pre-Riesz uzay1 ve (Y,i) bir Riesz uzay ortiisii olsun. X iginde
bir ag (xj )2 Ve x € X olmak iizere, X icinde (x) );cx aginin x’e uo-yakinsak olmasi i¢in

gerek ve yeter sart Y icinde (i(x),))ca a8inin i(x)’e uopy-yakinsak olmasidir.
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Ispat

Y iginde (i(x)))aea a8 i(x) noktasina uopy-yakinsak olsun. Herhangi bir u € K ve K
ul

konisinde A € A iken y; € U {xs—xx—xs}" n{u} olacak bigimdeki
W)

herhangi bir (y;);ca a1 igin Onerme 4.3.2°den (|i(xy) —i(x)| Ai(u))pca agl 0’a sira-3
yakinsar. Dolayisiyla Y iginde v, | O ve her u € M, bir A, € A icin A, < A € A iken
li(x;) —i(x)| Ai(u) < vy olacak bicimde bir (v )uem ag1 vardir. X Arsimedyan ve yayilmis
oldugundan [12]’deki Lemma 3.7.11°den X i¢inde uy | O ve her y € I'igin ty < 4 € M iken
vy < i(uy) olacak bigimde (uy)yer ag1 vardir. y € I' olsun. Her bir 1, < 4 € A igin

A <6 € A iken |[i(xs)—i(x)] Ai(u) < i(uy) oldugundan bunun sonucu olarak

u

Uy € U {xs—xx—xst" n{u}| saglamr. Dolayisiyla y, < uy oldugundan
SeAA<0

(¥a)2en a8l 0’a sira-3 yakinsar. Boylece X i¢inde (x) ) ca a8l x’e uo-yakinsar.

Tersini dogrulamak icin oncelikle Y nin Dedekind tam olmasini1 géz oniine alalim. X icinde
(x2)2ea a8l x’e uo-yakisak olsun ve Onerme 4.3.2°yi kullanalim. Bir u € Y, alahm.
(li(xy) —i(x)| Au)jep agimin 0’a sira-3 yakinsak oldugunu gostelim. (|i(xy) —i(x)| Au)pen
agimin 0’a sira-3 yakinsak olmadigini kabul edelim. z; = |i(x; ) —i(x)| A u alalim. Onerme
4.1.7’den z = inf) cpsup{zy : A < 8§ € A} > 0 olur. X yayilmig oldugundan 0 < i(a) < z
olacak bigimde a € X vardir. Her A € A i¢in y; = a olacak bigcimde segilen (yy ), cp a8l K

konisindedir. Burada i(b) > u olacak bi¢imde bir b € K segelim. Her bir A € A ve
u

SEAL<S
> z5 oldugundan i(y) > sup{z3 : A <6 € A} > z > i(a) olur. Buradan y > a =y, ve
ul
dolayisiyla y, = ( U {xs —x,x—x5}”lﬂ{w}1 elde edilir. O halde (y;)ca agt
ISHW )
0’a sira-3 yakinsar. Dolayisiyla X icinde vy L O ve her y € I', bir 4, € Aigin A, S A € A

y € ( U {xs—xx—xs'n{w}| icin A < 8 € A iken i(y) > |i(xs) —i(x)| Ai(b)

iken y; < vy olacak bi¢imde bir (vy)yer a1 vardir. Her y € T i¢in a = y;, < vy olup bu

vy J 0 olmastyla gelisir. Kabul yanlistir, yani Y icinde (i(x;))1ea a1 i(x)’e uopy-yakinsar.

Son olarak, X’in bir (Y,i) Riesz uzay ortiisiinii goz 6niine alalim. X icinde (x3);cp ag1 x’e
uo-yakinsak olsun. X Arsimedyan oldugundan [12]’deki Onerme 2.4.12°den Y Riesz uzay1

Argimedyandir. Dolayisiyla Y’nin Dedekind tamlamast (Y 5 J), Y’nin bir Riesz uzay
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ortistidiir. [12]’deki Lemma 1.6.3’den (Y 5 jo i)’nin X’in Riesz uzay ortiisii olur. Yeter
sartin ispatinin ilk kismindan dolayr Y icinde (j(i(x;)))aea a8 j(i(x)) noktasina
uoppy-yakinsar. Gerek sartin ispatinin ilk kismindan dolay1 Y iginde (i( xj))zea ag1 i(x)’e

uo-yakinsar. Lemma 4.3.4°den Y icinde (i( x3)) e @81 i(x) e uopy-yakinsar.
4.3.6. Sonug
X Argimedyan Riesz uzayinda bir ag (x; ), ca Ve x € X olsun. Asagidaki ifadeler denktir:

1) (x3)5eA ag1 x’e uo-yakinsar.
2) (x3)aea a8l x’e uoppy-yakinsar.

3) Her u € Xy igin (Jxy —x| Au)ycap agt 0 noktasina sira-3 yakinsaktir.
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5. SONUC VE ONERILER

Bu tez ¢alismasinda, sirali vektor uzaylari ve bu uzaylarda yakinsaklik kavramlar1 detayli bir
sekilde incelenmistir. Ozellikle, sirali normlu uzaylarda norm yakinsama ve sira yakinsama

kavramlarimin matematiksel yapilar1 ve 6zellikleri hakkinda 6nemli sonuglar verilmistir.

Sirali normlu uzaylarda, norm yakinsama ve sira yakinsama kavramlarinin birbirleriyle
iligkili oldugu ve bu iligkilerin matematiksel yapilar iizerinde Onemli etkileri oldugu

gorilmistiir.

Kapali koniler ve yart monoton normlar iizerine yapilan analizler, Arsimedyan sirali vektor

uzaylarinin karakterizasyonu i¢in yeni yontemler sunmustur.

Sinirsiz sira yakinsaklik kavraminin, sirali vektor uzaylarinda yeni ve Onemli bir
yakinsaklik tiirli olarak tanimlandig1 ve bu kavramin cesitli uygulamalar icin kritik oldugu

ortaya konulmustur.

Bu calisma, sirali vektor uzaylar1 ve sirali normlu uzaylarda yakinsaklik kavramlari iizerine
yapilan teorik arastirmalara katkilar saglayacaktir. Gelecekte yapilacak calismalar i¢in su

onerilerde bulunulabilir:

* Sirali normlu uzaylar teorisinin, daha genis matematiksel yapilar ve fonksiyonel analiz
yontemleri ile iligkilendirilmesi.

* Yakinsaklik kavramlarinin, farkli matematiksel ve uygulamali bilim alanlarindaki
problemler i¢in kullanilabilirliginin aragtirilmasi.

e Sirsiz sira yakinsaklik kavraminin yeni matematiksel yapilarin ve teorilerin

gelistirilmesinde kullanilmasi.

Sonug olarak, bu tez ¢alismasi sirali vektor uzaylar1 ve siralt normlu uzaylarda yakinsaklik
kavramlari iizerine yapilan bir arastirmadir ve derlenen bulgular, bu alandaki bilgi birikimine

degerli katkilar saglamaktadir.
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