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viii

SIMGELER VE KISALTMALAR

Bu calismada kullanilmis bazi simgeler ve kisaltmalar, agiklamalari ile birlikte

sunulmustur.

Simgeler

<a,b>

B,(fx)
C|a,b]
K,(fx)
K (£x)

[

L,[0,1]

max
xe[a,b]

f(x)|

pn,k (x)
P (£x)
X+

o( £,9)

il

Aciklama

[a,b].,[a,b).(a,b].(a,b),(—o0,®),(—0,a),(a,»)

araliklarindan biri

Bernstein operatorii

[a, b] araliginda siirekli fonksiyonlar uzay1
Kantorvich operatorii

Kantorvich-Stancu operatorii

X normlu uzayindan Y normlu uzayina doniisiim

yapan L operatdriiniin normu

[O, 1] araliginda integrallenebilir fonksiyonlar uzayi
Her x €[a,b] i¢in f'(X)’in alacag en biiyiik deger
Bernstein polinomu

Stancu operatorii

{feX:f(t)=0]

f fonksiyonunun siireklilik modiilii

Diizgiin yakinsama



1.GIRiS
Yaklagim teorisinde sonlu kapali aralik {izerinde siirekli fonkiyonlara lineer pozitif

operator dizileri ile yaklasim problemi 6nemli bir yer tutmaktadir. K. Weierstrass [1]

sonlu kapali aralik {izerinde tanimli siirekli fonksiyona yeterince yakin bir polinom
fonksiyonlar dizisi bulunabilecegini ispatlamistir. Ciinkii polinom fonksiyonlar,
bilgisayarda direkt olarak hesaplanabileceginden kullanima uygundur. Bu 6zellik
itibari ile pek c¢ok matematik¢i bu teoreme uygun diziler olusturmuslardir. Bu
dizilerin olusturulma teknigi lineer pozitif operatorlerle yaklasim problemini ortaya

cikartmustir.

[2,3]' de S. N. Bernstein, [O,l] araliginda taniml siirekli fonksiyonlar i¢in

olmak tlizere

X k

Bn(f;X):an,k(X)f(;j (1.1)
k=0

toplamsal operatorler dizisini tanimlamis ve [0,1] araliginda diizgiin olarak f

fonksiyonuna yaklastigini gostermistir. H. Bohman [4] ise ilk once 6zel bir lineer

pozitif operatorler dizisi tanimlayarak bu dizilerin [O,l] aralig1 lizerinde tanimh

stirekli fonksiyonlara yakinsaklik kosullar1 vermistir.

Daha sonra D. D. Stancu [5] ’de 0<a < f esitsizligini saglayan o ve S reel

sayilari i¢in Es.1.1 ile verilen operatorlerin bir modifikasyonu olan



operatorler dizisini tanimlamis ve [O,l] aralif1 lzerinde taniml siirekli

fonksiyonlara yaklasim 6zelliklerini incelemistir.

S. N. Bernstein operatorleri ile siireksiz fonksiyonlara yaklagsmak uygun

olmadigindan integrallenebilir fonksiyonlar uzayinda Korovkin teoremini incelemek

icin L. V. Kantorovich [6] , Es.1.1 operatorlerinden daha genel bir operatorler dizisi

tanimlamigtir. Bu operatdrler

Kn(f,x):(nJrl)kZ:;pn’k(x) I f(s)ds (1.2)

bi¢giminde tanimlanmustir.

Daha sonra D. Barbosu [7] Es.1.2 de verilen operatorlerden daha genel olan

Kantorovich — Stancu tip operatorleri calismistir. Bu operatorler;

feL[0,1] , neNolmak iizere,

K" L[0,1]— C[0,1]



k+a+1
n+p+1

K (f2)=(nt B+ Y p(x) [ f (s
n+p+1

seklinde tanimlanmustir.

Bu tez girig boliimii birinci boliim olmak {izere toplam ii¢ boliimden olugsmaktadir.
Ikinci boliimde temel kavram ve teoremler tanitilmistir. Buna bagli olarak fonksiyon

uzaylari lizerinde tanimli lineer pozitif operatorler ile ilgili tanim ve teoremler

verilmistir. Ayrica C [a, b] uzayinda diizgiin yakinsama tanimi ve Korovkin teoremi

ifadesi ve ispat1 verilmistir.

Ugiincii béliimde ise Kantorovich-Stancu operatdrler dizisinin [0, 1] araliginda

integrallenebilir fonksiyonlara yaklasim 6zellikleri verilmistir. Siireklilik modiili

yardimiyla [(), 1] araliginda tanimli integrallenebilir fonksiyonlara yaklasim hizi

lizerine teoremler incelenmistir.



2.TEMEL KAVRAMLAR
2.1. Normlu Uzay
2.1. Tanim

X bir lineer uzay1 olsun.

|- % >R o)
x> [+

fonksiyonu tanimlansin.

N1) ||x|| =0 < x=60
N2) [l =le|]

N3) [+ ]| <[]+

sartlar1 saglaniyorsa |||| fonksiyonuna X {izerinde norm ve ( X, ||) ikilisine ise

normlu uzay denir [8].
2.2. Sonlu Araliklarda Tamimh Siirekli Fonksiyonlar Uzay1
2.2. Tanim

[a, b] kapali, sonlu araliginda tanimli ve reel degerli siirekli fonksiyonlarin kiimesini

C[a,b] ile gdsterelim. C[a,b]kﬁmesi,

D(Frg)(x)=f(x)+g(x)

ii) A € R olmak iizere

(ADH(x)= A1(x)

islemleri ile bir lineer uzaydir.



[a,b] araligi tizerinde siirekli bir f* fonksiyonu Weierstrass teoremine gore

maksimum ve minumum degerleri yine [a,b]aralig1 iizerinde alir. C|a,b]iizerinde

norm

/(%)

7]/ = max

asx<b
seklinde tanimlanir.

Bu norma gore C [a,b] uzay1 Tanim 2.1°deki N1, N2 ve N3 sartlarini saglar.

N1 |71 =05 ] = mas

asx<bh

f(x)|=0

< Vxe[a,b] igin |f(x)|=0
< Vxela,b] igin f(x)=0
o f=0

N2) orf]| = max|af (<)

=rnax|a”f(x)‘

asx<b

/(%)

— || max
a<x<b

=|e]l/]
N3) |/ +g] = max|(f +g)(x)

= max
a<x<b

S (x)+g(x)

g(x)

+ max
asx<b

/(%)

< max
a<x<b



< 171+l

seklinde gdsterilmis olur. O halde (C [a,b],

. ||) bir normlu uzaydir.
2.3. Tanim

/), [a,b] aralig1 iizerinde tanmimli fonksiyonlar dizisi olsun. Ve >0icin n2>n,
oldugunda Vxe[a,b] igin ‘fn (x)—f(x)‘<5 olacak sekilde &’na bagh bir n,
dogal sayis1 bulunabiliyorsa ( fn) dizisine [a,b] tizerinde f fonksiyonuna diizgiin

yakinsaktir denir.

2.1. Teorem
Vx e[a,b] i¢in lim £, (x)= f(x) olsun ve VneN i¢in M, = sup ‘fn (x)—f(x)‘
n—0 a<x<b

yazilsi. Bu takdirde f, fonksiyonlar dizisinin [a,b] aralig lizerinde diizgiin olarak

f fonksiyonuna yakinsak olmasi i¢in gerek ve yeter sart lim M, =0 olmasidir. Yani

n—0

(M,) bir sifir dizisidir ve Ve>0igin 3n, dogal sayisi vardir ki Vn>n, i¢in

0<

£, (x) - f(x)‘ <M, <¢ esitsizligi saglanir.
jspat
f, fonksiyon dizisi f* fonksiyonuna diizgiin yakinsasin. O halde; herhangi bir

£>0 igin n>n, oldugunda Vx €[a,b] i¢in

£, (x) —f(x)‘ <§ olacak sekilde bir 7,

sayis1 vardir. Bu durumda n > n, igin sup
asx<b

f,,(x)—f(x)‘ S%<5 olur.

M = sup

n
a<x<b

f(x)-f (x)‘ oldugunda |M,|=M, <& olur. Buradan anlasilir ki,

limM, =0 dir.

n—>0



Karsit olarak lim M, =0 olsun. Herhangi bir ¢ >0 alinsin. limM, =0 oldugundan

n—»0 n—>0

n>n, oldugunda M, K <& olacak sekilde bir n, sayis1 vardir. n2>n,

1 (x)—f(x)‘ <& olur.

oldugunda sup
a<x<bh

n>n, oldugunda Vx e[a,b] i¢in ‘fn (x)—f(x)‘ <& olur. Buradan da f, fonksiyon

dizisi [a,b] aralig1 lizerinde diizgiin olarak f fonksiyonuna yakinsar.

2.1. Ornek

2
fn(x)z(x—lj bi¢iminde tanimlanan f, dizisi [~1,1] araligi iizerinde diizgiin
n

yakinsaktir.
Coziim
Vx e[-1,1] i¢in ( f ) dizisi f(x)=x" esitligi ile verilen f fonksiyonuna diizgiin

yakinsaktir. Soyle ki;

1 2
fn(x)—f(x)‘: (x—;j —x?

_L o2

n n

1 |2x|
<+

n n
<:—1——F£%
“ntoon
3

n

olur ki burada, (ij bir sifir dizisidir. O halde;




esitsizligi saglanir. Buradan da (M n) dizisi bir sifir dizisi olup Teorem 2.1’den

f, dizisi [—1,1] araliginda f (x) =x" fonksiyonuna diizgiin yakinsaktir.

2.2. Ornek

2

:1 ? f_z bi¢iminde tanimlanan f, dizisi [0,1] araligindaki her bir x igin
+n’x

/(%)

diizgiin yakinsak degildir.
Soyle ki;

2
. n°x . L .
hmﬁ =0 dir. Yani f, dizisi /' =0 fonksiyonuna yakinsar. Bu yakinsamanin
n—o0 +n X

diizgiin olup olmadigina bakilirsa;

M, :maks‘fn (x)—f(x)‘ = —  dir.

0<x<1

Maksimum degeri tiirev ile bulalim.

n’ (1—n3x2) ] =3
fa(x)= W =0ise; x, =n? bulunur. Buradan;
I+n'x
2
n
£,(0) O’f”(l)_1+n3 ve

olacagindan;

M = % *dir.

n

(M,) dizisi bir sifir dizisi degildir. O halde Teorem 2.1’¢ gére bu yakinsama diizgiin

degildir.



9
C [a,b] uzaymda tanimlanan maksimum norma gore limf =f ile (f,)

fonksiyonlar dizisinin f* fonksiyonuna [a,b] kiimesi iizerinde diizgiin yakinsamasi

ayn1 seyi belirtir.
2.3. Lineer Pozitif Operatorler

X ve Y normlu fonksiyon uzaylari olmak iizere X ’den alinan her f fonksiyonuna
Y ’de bir g fonksiyonunu karsilik getiren bir L kurali varsa, bu L kuralina X ’den
Y ’ye bir operator denir. fe X, g€V ve x g'nin tanim kiimesine ait olmak

L(f)(x)=L(/.x)=g(x)

ya da daha agik bigimde ifade edilecek olursa; t, /'’ nin x, g 'nin tanim kiimesine

ait olmak tizere;
L(f(1).x)=g(x)
bigiminde gosterilir.

X uzayma L operatoriiniin tanim bolgesi denir ve X =D(L) ile gosterilir.
L(f,x)=g(x)ise Y uzaymm bir eleman: olup bu sekildeki g fonksiyonlarinin

kiimesine L operatoriiniin degerler kiimesi denir ve R(L) ile gosterilir. R(L) c Y’

dir.

Bu kisimdaki tanimlarda X ve Y normlu fonksiyon uzaylar1 ve L ise X iizerinde

bir lineer operatdr tanimlanir.

2.4. Tamim

L:X —Y bir operatdr ve x e D, olsun. L operatdrii igin;
i) Y, f, € X igin L(f,+ f,,x)=L(f,,x)+L(f,,x)

ii) VeeR igin L(cf,x)=cL(f,x)
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seklinde verilen sartlar saglanityorsa, L operatoriine lineer operatdr adi verilir. Bu

sartlar asagidaki gibi birlestirilebilir.

L(clf1 +c2f2,x) =c1L( 1,x)+c2L(f2,x)

Bu tanimdan goriliir ki; L operatorii i¢in

L(O;x) =L(0.f,x) :OL(f,x) =0

saglamr[9] .

2.5. Tanim

X ve Y iki lineer fonksiyon uzay1 olmak tizere; L: X — Y lineer operator olsun.
X :{feX:VteDf igin f(1)=0 } ve Y* :{geY:VxeDg icin g(x)>0 }
seklinde tanimlansin. X uzay1 lizerinde tanimlanmis olan L lineer operatorii, X
kiimesindeki her bir f fonksiyonunu pozitif fonksiyonlardan olusmus olan Y

kiimesindeki herhangi bir fonksiyona doniistiiriiyorsa bu L operatoriine lineer pozitif

operator denir. L lineer operatorii i¢in L(X +) c Y saglanir. Yani, L lineer pozitif
operatér ise Vi e D, igin f ()20 oldugunda Vx e D, igin L(f,x)20 olur.
2.1. Uyan

L lineer pozitif operatorii her bir x e R i¢in f (x) <0 sartin1 saglayan fonksiyonlar1

yine aym sekilde negatif degerli fonksiyonlara doniistiiriir. Soyle ki her bir x e R

icin f (x) <0 dir. Buradan —f (x) >0 olur. L lineer pozitif operatdr oldugundan

her bir x € R ig¢in;
OSL(—f,x) :—L(f,x)
yazilabilir.

Yani x € R i¢in L(f,x) <0 elde edilir.



2.1. Onerme

X ve Y iki lineer fonksiyon uzay1 olmak tizere; L: X — Y lineer pozitif operator

olsun. f,g e X olmak iizere her bir t € D, igin f(¢)<g(¢) iken Vxe D, igin

L(f,x) < L(g,x) tir.
fspat

Her bir 1€ D, igin f(1)< g(¢) ise;

0<g(1)-f(2)
olur.

Buradan 0 < ( g—f )(t) yazilir.

L lineer pozitif operatdr oldugu i¢in, Tanim 2.5’ten
0<L ( g—f, x)

olur.

Bu esitsizlikte Tanim 2.4 kullanirsa,
0<L(g,x)-L(f,x)

olur. Buradan

L(f,x)<L(g,x)

yazilir.
2.2. Onerme

L:X —Y lineer pozitif operator olsun. Bu durumda;

,x)

esitsizligi saglanir.

L(f.x)| <L s

11
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fspat

Her bir ¢ € D, i¢in asagidaki esitsizlik yazilabilir.

—‘ f (t)‘ <f(1)< ‘ f (t)‘ esitsizligine L operatorii uygulansin. Lineer pozitif

operatdrler monotonluk 6zelligini sagladigindan

)

esitsizligi olusur. L lineer oldugundan

)

L(~|£ (1)

X)<SL(f(6).x)< L/ (2)

—L(|f ()] x) < L(f (). x) < L(| £ (¢)

bulunur. Buradan ise

L(f (1), x)| < L(|£(2)

)

ifadesine ulasilmis olur.

2.3. Ornek

fe C[O,l] ve (:j = ﬁ olmak tizere , 0 < x <1 araligindaki her bir x igin

ile tanimlanan Bernstein polinomu her bir 7 igin, x* (l—x)"_k >0 oldugundan bir

lineer pozitif operatordiir.

2.4. Ornek

f fonksiyonu [0,00) > da tanimli reel degerli olsun. Her bir x>0 i¢in,
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seklinde tanimli Szasz operatorii her bir n i¢in agik¢a goriiliir ki lineer pozitif

operatordiir.

2.5. Ornek

feC[O,A) ve A>0 igin

seklinde tanimlanan Baskakov operatorii her bir 7 icin lineer pozitif operatordiir.

2.3. Onerme

(ck) reel sayilarin bir dizisi ve f, p, (keN) reel degiskenli ve reel degerli

fonksiyonlar olmak {izere;

L(£9)= 2 1 (e)p ()

seklinde tanimlanan L operatorii lineerdir. L operatoriinlin pozitif olmasi i¢in gerek

ve yeter sart her x ve k i¢in p, (x)>0 olmasidir.

jspat
L operatoriiniin lineerligi aciktir.

L operatdrii pozitif operator ve kabul edilsin ki en az bir k; i¢in p, <0
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Buna gore,
0, X7,
X)=
f( ) {1’ x:cko

seklinde pozitif f (x) fonksiyonu tanimlanir.
L(fx) =2 f (e)pi (%)
k=0

= f(cko)pko (x)
=Py (x) <0

elde edilir. Bu durum ise L operatdriiniin pozitif olmasi ile ¢elisir. O halde her x,k

icin p, (x)=0 olmalidr.

Onermenin diger tarafina bakilirsa, her x,k igin p, (x) >0 ve f>0 olsun. Buna

gore p, (x) f (x) >0 olur. L’ nin tanimindan;

L(f,x):gf(ck)pk(x)zo

yazilabilir. Bu da L’ nin pozitif olmasi ile ayn1 anlama gelir.

2.4. Onerme
K:[a,b]x[a,b] >R
f:la,b] >R
4:L[a,b]— C[a,b]

olmak iizere;

b

4 (f.x)=[f (K (tx)dt

a
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seklinde tanimlanan 4, operatoriiniin pozitif olmasi igin gerek ve yeter sart K (¢,x)

ile ifade edilen operatoriin ¢ekirdeginin pozitif olmasidir.

fspat

A, operatoriiniin lineer oldugu agiktir. 4, operatdrii pozitif olsun ve kabul edilsin ki
en az bir ¢, i¢cin K (t,x) <0 olsun. Operatoriin K ¢ekirdegi siirekli oldugundan ¢, 1
igeren bir [m,n] C[a,b] araligr vardir ki; her te[m,n] igin K(t,x)<0 olur. O
halde;

0, xe[a,b]/[m,n]

1, xe[m,n]

f(X)={

seklinde bir fonksiyon tanimlanabilir. Bu sekilde tanimlanan f fonksiyonu igin

f >0 oldugu aciktir. Fakat,

n

Al(f,x):IK(t,x)dt<0

m

olur. Bu durum ise A4, operatdriiniin pozitif olmasi ile gelisir. O halde her #,x icin

K (t, x) >0 olmalidir.

Tersine her #,x i¢cin K (t,x)ZO oldugunu kabul edilsin ve f >0 alinsin 4,

operatoriiniin tanimindan

b

A (f.x)=[f (1)K (t,x)dt>0

a

elde edilir. Bu durum ise 4,’ in lineer pozitif operatdr oldugunu gosterir.

2.6. Tanim

X ve Ynormlu fonksiyon uzaylart ve L:X —Y bir lineer operatér olsun.

D(L) c X, L ’nin tanim kiimesi olmak iizere, her f € D(L) igin;
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HL(f’x)Hy S‘/M”f”)(

esitsizligini saglayan bir M >0 reel sayis1 varsa L operatoriine D(L)’ de sinirlt

operatdr denir[9] .
Ayrica,
|2l = inf {2 LS o0), < |11,

sayisina L operatoriiniin normu denir.
Bundan sonraki 6nerme ve sonuglarda X ve Y normlu uzaylar olarak alinacaktir.
2.2. Teorem

X, Y normlu fonksiyon uzaylar1 L: X — Y lineer operator olsun. Bu durumda L

operatoril i¢in sinirlilik ve stireklilik birbirine denk ifadelerdir.
2.5. Onerme

L:X —Y smirh lineer operatorii igin,

l2(7.%)
L — Y
IL] -y BT

esitligi saglanir.
fspat
L sinirli lineer operator ise;

HL( f ,x)HY <M|f], esitsizligini saglayan M >0 vardir. Buna gére,

L(f,x ,
e 1, 0)

olur. Her bir x € X i¢in yukaridaki esitsizlik saglanir. O halde;
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L(f,x ,
(e, ol

"

yazilabilir. Supremum tanimina gore,

Sup{W—’xm:||f||X ¢O}SM

"

dir. Her bir M >0 i¢in saglandigina gore,

L(f,
v {W:Mfux ’ 0} <inf (M > 03|17, <11, v

||L|| oy tanimindan ise

L(f,
wrl g, ol @

bulunur. Diger yandan infumum tanimindan her £>0 i¢in en az bir f, € X vardur.

Oyle ki;

(70, = (12l =)

X

esitsizligi yazilabilir. Buradan ise € >0 i¢in

|2 (7,.%)]

L2 ”L”X»Y —¢

ellx

olur. Burada supremum tanimi kullanilirsa

L7, | JE(70)
e

sup ~2[L],, —e

o ||f

X X

olur. Sol taraf &’a bagl degildir. O halde; & — 0 i¢in esitsizlik bozulmaz. Buradan

ise



|£(f),
— >|L
Hf’\t[:o ||f|x >|| ||x_>y

esitsizligi elde edilir.

O halde Es.2.1 ve Es.2.2’den,

|2 (7%,

120y = sup T

o ||

v
sonucu bulunur.
2.1. Sonug

L:X —Y smirh lineer operatorii igin,

I = su [£(7-),

esitligi gerceklenir.
fspat

Onerme 2.5, Tanim 2.1 ve Tanim 2.4’i kullanarak

|2.(7. )]
L = Sup ———— L
” ”;my ! in‘(g . ” 7.

1
_L f’
A T

= Su
1] x %0

fi
171

Y

= Sup

171 =0

Y

olur.

W: g(x) alinrsa, g(x)” =1 olur.
X

Buna gore;
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(2.2)



” ||X4)Y_H‘S“‘up HL 8Xx H

olur.

2.6. Onerme

19

L:C[a,b] > C|a,b] lineer pozitif operatdr olsun. L operatorii f’nin [a,b]

araligiin disindaki degerlerden bagimsiz ise, bu durumda

||L||c[a,b]—>c[a,b] =z (1 )Hc[a,b]

olur.

jspat

fe C[a,b] olsun, = nﬁaé] f(x)‘ ise her x e[a,b] icin ‘f(x

2.2.’den ‘L fox ‘ L(|f].x) yazilir. Buradan ise,

(s <2 s1x) < L{l)x) <hAL )
esitsizligi elde edilir.

Esitsizliginin her iki tarafinin maksimumu alinirsa;
£ Crm< e

olur. Buradan da

yazilir.

Sonug 2.1.’den,

I M A LS B O

)‘ <| /| ve Onerme

(2.3)
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olur. O halde

£ <e@x)
C[a,b]—)C[a,b]

esitsizligi yazilir.

Her f € C[a,b] ve her x € [a,b] i¢in,

Sup|L (/)| 2L (1) 4

oldugu aciktir. Es.2.3 ve Es.2.4’ten,

”L”C[a,b]ac[a,b] = HL(LX )Hc[a,b]
elde edilir.

2.4 C[a,b] Uzaymnda P.P. Korovkin Teoremi

Yaklagim Teorisinin amact herhangi bir fonksiyonun daha kullanisl olan farkli bir
fonksiyon tiirlinden gosterimini elde etmektir. Bdyle bir gosterim fonksiyon

hakkinda daha rahat bir bilgi elde etmemizi saglar.

1885 yilinda Weierstrass [a,b] araligindaki stirekli her “ > fonksiyonuna bir
polinomla yaklasabilecegini sOylemistir.

2.4.1. Weierstrass’ 1n ilk yaklasim teoremi

Ve>0 Vef(x)e C[a,b] icin Oyle bir p(x) polinomu vardir ki; [a,b]

araligindaki her x igin ‘ p(x)-f (x)‘<8 esitsizligi saglanur.

Farkli sekilde ifade edilirse [a,b] araliginda siirekli her “ /' fonksiyonu ig¢in
f (x)’e [a,b] araliginda diizglin yakinsayan bir ( D, (x)) polinom dizisi

Vardlr[l,IO] .
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Bu teoremin birgok ispati vardir. Bu ispatlardan birini de 1912 yilinda S.N.Bernstein
[2,3] yaparak lineer pozitif operatorler ile yaklagim teorisinde 6nem arz eden

Bernstein polinomlarini tanimlamistir.
2.4.2. Weierstrass’in ikinci yaklasim teoremi

Bu teoremde periyodik ve siirekli fonksiyonlara yaklasan trigonometrik polinomlarin

bulunabilecegi anlatilmistir.

“f (x)”, 27 periyotlu siirekli bir fonksiyon ve &>0 ise Oyle bir T (x)
trigonometrik polinomu vardir ki “x” in tiim reel degerleri igin LT (x)-f (x)J <&
esitsizligi saglanlr[l] :

Bu teoremin ispat1 De —La Valle Poussin tarafindan 1908 yilinda yapilmistir.

1952 yilinda H. Bohman [4,9] toplam seklindeki lineer pozitif operatorler dizisinin
[0,1] araligindaki siirekli olan f fonksiyonuna yaklagmasi problemini incelemistir.

H. Bohman gdstermistir ki ; xe€[0,1], 0<e,, <1 ve k<r i¢in o, <a,,

oldugunda;

n

L, (f,x): f(ak,n )pk,n(‘x) R (X)ZO

k=0

pozitif operatdrler dizisinin 7 — oo igin [0,1] araliginda siirekli f'(x) fonksiyonuna

diizgiin yakinsak olmasi i¢in gerekli ve yeterli kosullar;
L(Lx)31 (2.5)
L (t,x) Sx (2.6)

L, (tz,x) 3 X (2.7)
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seklinde ifade edilir. = gdsterimi diizgiin yakinsamayi ifade etmektedir. H. Bohman
operatorlerinin - degeri  f (x) fonksiyonunun [0,1] araligindaki degerlerden

bagimsizdir.

1953 yilinda P. P. Korovkin[lO], H. Bohman’in teoremini daha genel bir halde

vermistir.

2.5. Teorem (Korovkin teoremi)

L lineer pozitif operatorler dizisi [a,b] araligindaki her bir a <x<b i¢in Es.2.5,
Es.2.6 ve Es.2.7 sartlar1 saglansin. O takdirde C [a,b] uzayinda olan, ayrica a’ da

soldan b’ ye sagdan siirekli bulunan ve tiim reel eksende sinirli herhangi bir “ f”

fonksiyonu icin # sonsuza gittiginde;
L,(f:x)3 f(x)

olur[9].

Ispat

f fonksiyonu tiim reel eksende sinirli oldugu icin en azindan bir K pozitif sayisi

vardur, dyle ki tiim x ler igin;

f(x)< K olur. (2.8)
f € C[a,b] oldugundan & > 0 icin en azindan bir & >0 sayis1 bulabiliriz ki ;

te (—oo,0)ve

xea,b] igin |t—x| < & iken;

17 ()-f(x) < e (2.9)

saglanir.
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f fonksiyonu [a,b] araliginda stirekli oldugundan x,7 e [a,b] icin Eg.2.9 saglanir.

Eger xe[a,b] ve t¢[a,b] oldugunda ise Es.2.9 saglanir. Ciinkii f fonksiyonu a’

da soldan , b’ de sagdan siireklidir.

Es.2.8 ve E.2.9°dan dolay1 tim 7 € (—o0,00) ve x €|a,b] i¢in;

2K
‘f(t)—f(x)‘<g+?(t—x)2 (2.10)
Es.2.10 gergeklenir. Soyle ki;

[£=]

Eger, t—x|25 ise Tzl dir.

-] _(1-)

Bu durumda; 5

olur. Ayrica,

(t—x)2 51 ve 2K(t—x)

= p > 2K ’dir.

dolayistyla,

2K i
17 ()= f(x)|<2K s?(t_x)

olur. Bu ifade Es.2.9 ile birlestirilirse Es.2.10 elde edilir.

. 2K
Eger; |t — x| <9 ise ?(t - x)2 olur. Ayrica f tiim reel eksende sinirli oldugundan

‘f(t)‘ <K ve ‘f(x)‘ < K ’dir. O halde,

£ ()= () =|f () +]7 ()
2K 2
< ?(t - x)

<5+25—12<(t—x)2
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olur. Diger taraftan,

|2, (£ (£)= £ (x),x)+ £ (x) L, (Lx)— £ ()| < ‘Ln (I7()-r(
| G)(L, (1x)-1)|
<[ (17 (- 1(
#r @Mz (120 -1)
<. (lr ()= 7 (x))-%)
+max| £ (| (2, (1.x)-1)

olur.

Bu esitsizlikte lim Z, (1,x) =1 oldugundan esitsizligin sag tarafindaki ikinci ifade 0a
yaknsar. Yani &, -0 igin | £[(Z, (1.x)-1)| <&, olur.

O halde,

HLH (f,x)—f(x)” < HL” (‘f(t)—f(x)‘,x)HJrgn (2.11)

elde edilir.

Simdi bu esitsizligin ikinci tarafina bakalim. Es.2.10°e L, operatorii uygulanirsa
2K

L” (‘f(t)_f(x)‘,X) < L” (81,){2) +Ln (y(t—x)z ,XJ

2K 2
<L, (Lx) +75 L, ((r=x)")

< 5.[Ln (1,x)—l]+5 +25—12<[Ln (tz,x)—Zan (t,x)+ x°L, (l,x)]

<e[L,(Lx)-1]+¢

+25—12<{[Ln (tz,x) —xz}— 2x[Ln (¢,x) —x] +x° [Ln (l,x)—l]} (2.12)



olur.

Es.2.12’te her iki tarafin normu alinirsa

1) ol )

L, (tz,x)—x2

25

+ 2max|x|L, (¢, )~ + max |+, (Lx)—IH} (2.13)

. 2 .
olur. Bu ifadede yer alan 2max|x| =2b ve max|x| =p’ dir.
asx<b asx<b

Bu sonuglar Es.2.13’te yazildiginda,

2, (17 ()= 1 (0)]ox)| < (e[ £, (L) -1]+ +2§—[2<HL,,(z2,x)—x2

+2b||L, (£, x) = x|+ 6 | L, (1.x) 1]}

olur. Ayrica Es.2.5, Es.2.6 ve Es.2.7 kosullarindan dolay1
|2.(17 ()= £ () x)| >0

olur.

O halde Es.2.11°den de yararlanirsa n — oo igin,

HLn (f,x)—f(x)” -0

oldugu goriiliir.

2.2. Sonug

Eger L, lineer pozitif operatorler dizisi [a,b] araliginda

L(Lx)] 1

L, ((z‘—)c)2 ,x) =0

n — o oldugunda,
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kosullar1 saglaniyorsa o takdirde C [a,b]uzaylnda olan ve tiim reel eksende sinirli

herhangi bir f fonksiyonu ve a < x <b i¢in,

L(fx)5 f(x)

01ur[9,10,11] .
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3. KANTOROVICH-STANCU TiP OPERATORLERIN YAKLASIM
OZELLIKLERI

Bu béliimde Kantorovich-Stancu tip operator ele alinacaktir. ilk kisimda Stancu
operatorlerinin tanimi ve bazi O6zellikleri verilecektir. Daha sonraki kisimlarda ise
Kantorovich-Stancu  operatorlerinin  yaklasim  ozellikleri ve yaklasim hizi

verilecektir.
3.1. Stancu Operatorleri

nelN, a ve p reelsayilar1 0 <a < f esitsizligini saglamak lizere

n

PP clo,1]— C[o,1]

P,f“”’)(f,x)=ipn,k(x)f(ﬁj;] (3.1

bigiminde tanimli Pn(a’ﬂ ) operatoriine “Stancu operatorleri” denir. Bu operatorler D.

D. Stancu tarafindan tanlmlanmlstlr[lO] .a=0 ve =0 durumunda Es.1.1°de
tanimlanan Bernstein operatorlerine indirgenir[Z, 3] . Burada
P (0 =()x" 1=x)"" (3.2)
ile ifade edilen Es.3.2’ye “ Bernstein Taban Eleman1” denir.

Simdi Korovkin test fonksiyonlar1 i¢in agagidaki Lemmay1 verelim.

3.1. Lemma
e (s)=s", k=0,1,2 olmak iizere asagidaki esitlikler saglanr [5].
NP (,,x)=1 (3.3)

a

n
ii)P'“P (e, x) = X+
n+f n+p

(3.4)
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i) P (e,,x) = [ n(n—=D)x* +(1+2a)nx+a’ | (3.5)

1
(n+p)’
Ispat

i) Es.3.1°de f(s)=¢,(s)=1 alinir ve binom esitligi kullanilarak,

Pe,x)=>" p,,(x)
k=0

=X (O -x
k=0

=(x+1-x)"

elde edilir.
ii) f(s) =¢/(s) = s almirsa,

k+a

+p

PP (e, x Zp,,,x e

)

z )pn ¢ (X)

k=0

k+a

n 1_ n—k
2 ()x( x) ( ,8)
AN

o n+p

n)xk (- x)n—k

— 1 N ny k1 n—k
——n+ﬁ;k(k)x (I-x)"" +

o ﬂ'ank(Z)x" (1= + P (¢.x) 6.0

k=0

olur. Es.3.6’nin ikinci tarafindaki ilk toplami hesaplayalim.
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n

n!

“(k—1)(n—k)!

K (1) = et (1)

Zn: n(n—1)! F—x)*

1 (k=D(n—k)!
S =DE e e
—n;(k_l)!(n_k)!x(l x) (3.7)

Es.3.7°de k yerine k+1 yazilirsa

n n—1
Z k(z )xk (1 _ x)n—k — nz (Z—l )xk+l (1 _ x)n—k—l
k=0 k=0
n—1
= ”Z ¢Hx*x(-x) !
k=0

n—1
- nxz (Z—l )xk (1 _ x)n—k—l
k=0

=nx(x+1-x)"

=nx (3.8)
olur. Es.3.6’da, Es.3.8 ve Es.3.3 yerlerine yazilirsa Es.3.4 elde edilir.
iii) f(s) = e,(s) = s* alinirsa;

k+a

P(aﬁ) X "
7 (e ZP ()f( y

)

_ 0 (k+a
o n+p

)2 P (x)

_ “[ kK +2ka+a?

- (n+ ﬂ)z ] P (x)

200 ¢
( +ﬂ) z pnk() (o +ﬂ)2kzz;‘kp"’k(x +(
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I SR P 20 ep) &’ )
Ty O Gy B e G B )
(3.9)
olur. Es.3.9°daki ilk toplam1 k° =k (k — 1) + k esitligini kullanarak bulalim.
> K, = Y [ktk=1)+k 1p,(x)
{ik(k—l)pn,mikpmk(x)}
n— k n' n—k
—Zk(k 1) ( )x(l x) ;kmx (1-x)
o n(n—l)(n—2)! K kg u n(n—1)! ke nek
=L G YA l)+Z‘(k—1)!(n—k)!x(l %)
(3.10)

olur.

Es.3.10’un ikinci tarafindaki ilk terimde & yerine k+2 ve ikinci terimde £ yerine

k+1 yazilirsa,

2 < n(n=1)(n-2)!" ;. n—k-2
DP9 = Y S

- (n-1)! K+l n—k-1
kz oo 47

Zn(n—l)xzi('7 Hxf(1-x) +an( Nt (1-x)""*

n-1

=n(n—l)x2(x+l—x)n72+nx(x+1—x) (3.11)

olur. Es.3.11, Es.3.8 ve Es.3.3, Es.3.9°da yerine yazilirsa Es.3.5 elde edilir.
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3.2. Kantorovich-Stancu Operatorleri Tamim ve Ozellikleri

1930 yilinda L.V. Kantorovich [6], Es.1.1’de verilen Bernstein operatdrlerinin

genellestirmesini tanimlayarak Lebesgue integrallenebilir fonksiyonlara yaklagimi

calisti. Bu operatorler asagidaki gibi elde edilir.

feL[0,1], xe[0,1] olmak iizere

B,(f:x)= kiof(%j(:j)Ck (I_X)H

seklinde tanimlanan Bernstein operatoriinden asagidaki islemlerle devam edilirse,

d




32

Buna gore, neN, f e L, [0,1] ve x € [0,1] olmak {izere asagidaki sekilde

tanimlanan » . Kantorovich Operatorii,

K,:L[0,1]— C[0,1]

Kn(f,x):(nﬂ)gpmk(x) [ 7 (s)s

elde edilir.

D. Barbosu [7] ’de Stancu operatorlerinin genellestirilmesini ¢alismistir. Bu

operatorler,

feL[0,1], neN olmak iizere,

K" L[0,1]— C[0,1]

k+a+1

n n+pl
K}E"’ﬂ)(f,x)Z(”+ﬁ+1)zpn,k(x) j f(s)ds (3.12)

k=0 k+a

n+f+1

bi¢iminde verilerek literatiirde Kantorovich-Stancu tipi operator adini almustir.

Es.3.12 ile verilen operatdrlerde o = =0 alinirsa Es.1.2°deki Kantorovich

operatorii elde edilir.
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3.2. Lemma

f €L[0,1] olsun. Bu durumda Es.3.12 ile tanimli Kantorovich-Stancu operatdrii
lineer pozitiftir.

Ispat

f pozitif fonksiyon olsun her bir s € [0,1] icin f (S) >0 olsun.

Bu durumda,

k+a+1
n+p+1

I f(s)dsZO

k+a
n+pf+1

olur.
Ayrica,

n

Poi(x)= (ij" (1-x)"" >0 oldugundan K'“*)(f,x)>0
olur.
Simdi ise K'**) (f.x) operatoriiniin lineer oldugunu gosterelim.

¢.c,eR ve f,g eLl[O,l] olmak tizere,

k+a+1

n n+pf+1
K" (e f +e,g,x) = (n+B+1)> p,. (%) I (le(s)"'czg(s))ds

k=0 +a
n]-:—ﬂ-#l

k+a+1 k+a+1

. n+f+1 n+f+l

=(n+B+1)>. p,(x) J. cf (s)ds+ j c,g(s)ds
k=0 k+a k+a
n+pB+1 n+p+1

olur.



Integralin lineerliginden,

k+a+1
n+pB+1

Kr(,a’ﬂ) (le‘f‘czg’x):(n-i_ﬂ-i_l)ip”,k (X) J- clf(S)dS

k+a
n+pB+1

k+a+1
n+pf+1

+(n+ﬂ+1)§pmk (x) J. czg(s)ds

k+a
n+pf+1

k+a+1
n+fB+1

=cl(n+ﬂ+l)§pn’k (x) [ f(shs

k+a
n+fB+1

k+a+1
n+p+1

+c, (n+ﬂ+l)§pn’k (x) j g(s)ds

k+a
n+p+1

=K\ (f,x)+ 6K (g,x)
elde edilir. Boylece K,(f’ﬂ ) operatdrii hem pozitif hem de lineer operatdrdiir.
3.3. Lemma

Es.3.12 ile taniml1 operator her x e [0,1] icin asagidaki esitlikleri saglar.

DK (ey,x)=1

K (e x)=— g% ]
(n+p+1) (n+p+1) 2n+p+1)

2
nn=) o, 20+e)n @ TETS

(I’l+,3+1)2 (n+ﬂ+1)2 (n+ﬂ+1)2

i) K" (e,,x) =

Ispat

i) Es.3.13 icin ¢,(s)=1 olmak iizere,

34

(3.13)

(3.14)

(3.15)
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k+a+1
n n+f+1
Kn(a’ﬂ)(eO’x):(n—l—ﬂ—l_l)zp”’k(x) I € (S)ds

= n]:rlzrl

k+a+1

N n+f+1

=+ BN Y (A= [ 1ds
k=0 k+a
n+f+1

n k+a+1
=(n+ B+ (Dx"(1-x)"" 5|00
k=0 n+ B+l

=(n+,6’+1)i(2)x"(l—x)”"{]HOHI— k+a }

n+pfB+1 n+p+1

1

=(n+p+1 (" x(l-x)* ——— 3.16
(n+p )kzz(;(k) (1-x) 1 D) (3.16)
olur. Es.3.16°da _ sabiti toplam semboliiniin disina alinirsa,
(n+p+1)
1 c n k n—k
=(n+pf+1)—— x'(1-x
(n+p )(n+ﬂ+l)kzz;,(k) (1-x)
=1(1+x-x)" (Binom agilimindan)
=1
olur.
ii) Es.3.14 i¢in e (s) =s olmak lizere,
k+a+1
n n+f+1
K}S"’ﬁ)(el,x):(n+ﬂ+1)2pn’k(x) I e (s)ds
k=0 k+a

n+f+1
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k+a+1
n n+p+1
_ a, n k n—k
= K,(I ﬂ)(el,x):(n+,8+l)2(k)x (1-x) J- sds
k=0 k+a
n+p+1
k+a+l1
n i " S2 n+p+1
=(n+ B+ (DX (1-x)"" =
k=0 2 k+a
n+f+1

_ (4D o kg nfk_ k+oa+l 2_ k+a Y
2 ;(")x (=0 _[m+ﬂ+1j £m+ﬁ+1j]

_ (A BADE kg ok | [ kratl—k—a ) kta+itk+a
2 ;(k)x(l %) _( n+pB+1 J( n+pf+1 H

— 1 . n ke n—k
_—2(n+/5’+1)k§(")x (1-x)""(2k+2a +1) (3.17)

olur.

Es.3.17°de toplam semboliiniin lineerlik 6zelligini kullanarak,

K (e,x) :2(n+,8+1){2k2n(; k()X (1—x)"™* +2akzn(; (Hx (1=x)"*

+ Z":(g)x"(l—x)""l} (3.18)

yazilir.

Es.3.18’de Es.3.3 ve Es.3.8 yerlerine yazilirsa

. 1
K ex) =50 o

2nx+2a +1)

n a 1
= x+ +
n+pf+1  n+p+1 2n+p+1)

olur.
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iii) e,(x)=s" olmak lizere

k+a+1

n n+f+1
K,(,“’ﬂ) (ez,x)=(n +ﬁ'+l)z Do (%) '[ s*ds
k=0 k+a
n+f+1
k+a+1
umk S n+f+1

—(n+ﬂ+1)Z( Y (1-x) N
n+p+1

_ (M BAD G oy kg ok k+0!+13_ k+a Y
3 kzz(;(k)x (I-x) H,ﬁﬁﬂj (n+ﬂ+1j}
:w N ny ok ynk k+a+l-k-«a k+a+l ?
3 kzz(;(k)x (1-x) {( n+f+1 j{(n+ﬂ+1j
. (k+a+lj( k+a ]{ it g jz
n+f+1)\n+p+1) \n+p+1

_(n+BHD Sy kg ek 1 k> +a’ +1+2ka + 2k +2a
T ;(k)x (1-x) {(’Hﬁﬂj{ (1 g 1)

+k2+2ka+a2+k+a+k2+2ka+a2
(n+ﬂ+1)2 (n+,6’+1)2

=;Z( )x* (1=x)"* [ 3k + 6kar + 3k + 3 +3a +1] (3.19)

(n+,8+1)

olur.

Es.3.19°da toplam semboliiniin lineerlik 6zelligi kullanilarak ifade

diizenlenirse,

K)g“’ﬂ)(ez,x):—3(n+1ﬂ+l) {321&( )xt (1—x)"*+ 6aZk( )x*(1-x)""
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+3k§‘ k()X (1-x)"™* +3a2k§(;)xk(l —x)"*

+3ai(;)xk (I-x)""+ Zn:( M (1 —x)”k} (3.20)

olur.
Es.3.20°de Es.3.3, Es.3.8 ve Es.3.11 yerlerine yazilirsa,

K\“P (e,,x) =mp(n(n —Dx* + nx) +6anx+3nx+3a’ +3a + 1}

_n(n—=1).x" +nx N 2anx N nx

(n+,8+1)2 (n+,8+1)2 (n+,8+1)2

olur.
3.4. Lemma

Es.3.12 ile tanimli Kantorovich-Stancu Operatorii asagidaki esitligi saglar.

, 1
(B+1) =n , (f+1)QRa+l)-n @ 74T

K“P ((el —x)2 ,x)= > —Xx+ >
(n+p+1) (n+p+1) (n+p+1)
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ispat
K}g“’ﬂ) ((el - x)2 , x) = K,ﬁ“’/” (elz —2ex+ x2, x)
=K\"" (e,,x)—2xK\"" (e, x)+x’K\"" (e,,x) (3.21)

olur. Lemma 3.3’te bulunan sonuglar Es.3.21°de yazilirsa

2

+

(n+,8+1)2 (n+,8+1)2 (n+,6’+1)2 (n+,6’+1)2

n(n—1x*+ nx 2onx nx o
K« ((el—x)z,x)Z (n =) + +

1 n a 1 2
+ > —2x x+ + +x
3(n+,8+1) n+pf+1  n+p+1 2n+pf+1)

2

_ n(n—-1)x> N 2nx N 2anx N a
(n+,8+1)2 (n+,6’+1)2 (n+,8+1)2 (n+,b’+1)2

: 2xa x s

a 1 2nx
+

+ - - - +Xx
(n+B+1)" 3(n+p+1) n+f+1 n+f+1 n+f+1

olur.

Gerekli diizenlemeler yapilirsa,

K}S“’ﬂ)((el—x)z,x)z n(n—1) 2 2n(1+a) .

(n+,3+1)2 (n+ﬂ+1)2

2 —
L 3a +3a+12 _ (2a+1)x+(n+,8+1 2n)x2
3(n+B+1) n+p+1 n+ f+1

s
(B+) —n , (B+)(a+l)-n % 775

X+
(n+ﬂ+1)2 (n+,6’+1)2 (n+ﬂ+1)2

olur.

Bu béliimde Kantorovich-Stancu operatorlerinin 6zellikleri ve [O, 1] araliginda

K}S“’ﬂ ) operatorler dizisinin bazi yaklasim 6zellikleri ve teoremler verilecektir.
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3.1. Teorem

Her f e L [0,1] igin (K}E“’ﬂ)(f))dizisi [0,1] aralig1 iizerinde fye diizgiin

yakinsaktir.
jspat

K*#) operatoriiniin lineerlik 6zelliginden,

n

K ((el —x)’ ,x) =K (e,,x)=2xK\"" (e, x)+x’K“" (e, x)
yazilir.

Lemma 3.4’ten K\“” (e,,x),K\"" (&,x),K\"" (e,,x) esitlikleri yerlerine yazilirsa,

) 1
(B+1) —n , (B+)(a+l)-n @ 7475
(n+ﬂ+1)2 (n+,8+1)2 (n+ﬂ+l)2

K ((e=x) %) = (3.22)

olur.

Es.3.22°deki polinom katsayilarina sirasiyla,
A(B,n), B(a, B,n) ve C(a, f,n)

diyelim.

ve
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—(f+1)(2a+1)+n
B(a, B.n) =
(. 5m) (n+,6’+1)2
g(,8+1)(205+1)+n
(n+ﬂ+1)2
=B'(a,B,n)
denilirse;

K= ((e1 —x)’ ,x) < (A'(B.n)+B'(a, f,m)+C(a, f.n))(x* +x+1)
olur.

Ayrica x €[0,1] oldugundan x* +x+1<3 olup,

Keh ((el —x)’ ,x) <3(4'(B.n)+B(a,B.n)+C(a, B,n))

olur.
A+ B'+C =M, denilirse M, bir sifir dizisi olur. Teorem 2.1’den
K@ ((e1 —x)’ ,x) ifadesi 0'a diizgiin yakinsak olur. Es.3.13’te K\“”(e,,x)=1

oldugundan ve Sonug 2.2.’den (K,(f”ﬂ )) dizisi f ’ye diizgiin yakinsar.

3.3. Kantorovich-Stancu Tip Operatoriiniin Siireklilik Modiilityle Yaklasim

Hizinin Hesaplanmasi

Burada [0, 1] aralifinda Kantorovich-Stancu operadtiiniin stireklilik modiilii

yardimiyla yaklasim hiz1 elde edilecektir.
3.1. Tanim

<a,b > ifadesi [a,b],(a,b), [a,b), (a,b], (—oo,oo), (—oo,b),(a,oo)

araliklarindan birini gostersin. x, y € <a,b > igin 0 >0 olmak lizere,

a)(f,5)= sup

‘x—y‘sé"

F(x)=1 ()
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degerine f* nin siireklilik modiilii denir [1,10,11]. @( f,5) yerine () veya

o, (5) gosterimleri de kullanilabilir.

Siireklilik modiiliiniin 6zellikleri asagidaki gibi gosterilir.

1) @ fonksiyonu ¢ ’ nin monoton artan bir fonksiyonudur.

i) £ nin <a,b>" de diizgiin siirekli (V)0 igin 35)0 vardirki |x— y|(5

oldugunda ‘ f(x)-1( y)‘<5 olur.)olmasi i¢in gerek ve yeter sart

lim w( f,6)=0 olmasidur.

50"

iii) me N ise w(f,m§)£mw(f,5)’d1r.
iv) 4 >0 reel sayist i¢in a)(f,/1§)3(/1+1)a)(f,5)’ dir.

V) [£(1)-f(x)<o(f,

r— x|)
3.2. Teorem

feL[0,1],a<p ve a,f >0 saglamasi sartiyla her bir x €[0,1] i¢in Kantorovich-

Stancu operatorii agagidaki esitsizligi saglar.
K (f.0)= £ (x)| <20 (1,87 (%))

Burada,

5\r) (x)= \/K,Sa’ﬂ) ((el —x)2 ,x) ’ dir.
jspat

i)|S — x| <o iken,

o(f,

s—x|)£a)(f,5)



olur.

ii)|s —x| > ¢ iken,

yazilir.

Es.3.24’¢ siireklilik modiilii uygulanirsa,

a)(f,s—x|)<a)[f,%é}

olur.

Es.3.25’e Tanim 3.1°deki (iv) 6zelligi uygulanirsa,

s—x|)g(1+£5;x)2]w(f,5)

olur. O halde, Es.3.23 ve Es.3.26’dan

s—x|)

S{H(S;sz}a)(fﬁ)

elde edilir.

o(f,

‘f(s)—f(x)‘ﬁa)(f,
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(3.23)

(3.24)

(3.25)

(3.26)

(3.27)



K'“?) operatérii lineer oldugu igin,

K (fox)= 1 (x)= K (fox) = £ ()1
=K (f,2)= £ ()KL (6,)
=K, (f.x)=K"" (f (x)Lx)

:K’Ea’ﬁ)(f,x)—K,sa’ﬂ)(f(x),x)
biciminde yazilir.

Es.3.28’de Kantorovich-Stancu operatorii tanimi yazilirsa,

k+a+1
n+p+1

KO (f.)= (1) =0+ B+DY ) [ £()ds

k+a
n+p+1

k+a+l
n+f+1

_(n+ ﬂ+1)§n: P [ f(x)1ds

k+a
n+f+1

k+a+1
n+p+1

=1+ DY P | (F6)=f(x))ds

k+a
n+p+1

olur.

Es.3.29’un her iki tarafinin mutlak degeri alinirsa,

1) = f(x) <|f) -7 (x)|

oldugundan,
n n:;:
SRRy OO T

n+p+1
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(3.28)

(3.29)

(3.30)



olur.

Es.3.30°da Es.3.27 yazilirsa,

k+a+1
n+p+1

k+a
n+p+1

KO () r < e pon Epa | [1

k+a+1
n n+f+1 P 2
<(n+f+1) o(f.6), (%) I [H%st
k=0 k+a
n+p+1

olur.

Oncelikle Es.3.31°deki integrali hesaplarsak,

S
+

k+a+l1 k+a+l1 k+o+1
n+f+1 (S—X)Z n+f+1 n+fB+1 (S—X)Z
l+———|ds= ds+
5 5
k+a k+a k+a
n+p+1 n+p+1 n+f+1
k+a+l
k+a+1 n+p+1
— n+fB+1 2 2
] I [s —2sx+x }ds
n+f+1 k+a

n+f+1

1 1 S3 n+f+1
= +—| ——xs> +x’s

n+p+1 5 3

olur.
Es.3.32°de islem kisalig i¢in;

k+a

———  =a diyelim.
m+ [ +1

O halde,

k+a+1

k+a
n+f+1
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(3.31)

(3.32)



46

a+m+ﬂ+1 1 31 1 2
=|la+ ——Xx|a+
n+p+1) 3 n+f+1

1 a’
+x2(a+ —?+xa2—x2a

1l o, | |
=—|a +3a +3a >+ 3
3 n+ B+l (n+B+1)  (n+p+1)

2 1 1 2 1 a’ 2 2
x| a” +2a + S| +xX | a+————=|-—+xa" —Xxa
{ (n+p+1) (n+p+1) } ( (n+ﬂ+l)] 3

a a a 1 )
:?4‘ + + —Xa

(n+p+1) (n+,6’+1)2 3(n+,8+1)3

2ax X ) X a y 2
— — s+xa+——————+xa —x'a
n+pf+1 (n+p+1) (n+pB+1) 3
a’ a 1 2ax X x’
= +

+ - - +
(n+B+1) (n+p+1)" 3(n+p+1) n+f+1 (n+p+1) (n+p+1)

olur.

Simdi a esitligi yerine yazilir ve ifade diizenlenirse,

. ( k+a j ( k+a J
3 a+m+ﬂ+l
(S——xsz+x2sj _ n+f+1 N n+ﬂ+12+ 1 :
3 n+f+1 (n+pB+1) 3(n+p+1)

a

[ k+a j

2 X 5

_ \n+p+1 X N x
(n+p+1) (n+,3+1)2 (n+p+1)

(k+a) . (k+a) s 1
(n+ﬂ+1)3 (I’l+,6+1)3 3(n+,8+1)3
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2(k+a)x B X N x?
(n+ﬂ+1)2 (n+ﬂ+1)2 (n+B+1)

:k2+2ka+a2+ (k+a) N 1
(n+ﬂ+1)3 (n+ﬂ+1)3 3(n+ﬂ+l)3
_ 2kx+2ax X x’

(n+ﬂ+1)2_(n+,8+1)2+(n+,3+1) -39

olur.

Buldugumuz Es.3.33, Es.3.32’de yerine yazilirsa,

k+a+1

et (s—x) 1 1| K +2ka+a® (k+a) 1

I 1+ > ds = +—= —+ T+ 3
Kra o m+p+1 07| (m+p+1)  (m+p+1) 3(m+p+1)
m+f+1

-~ +

B 2kx +2ax X x° (3.34)
(m+ﬂ+1)2 (m+,3+1)2 (m+p+1) '

elde edilir. Es.3.34, Es.3.31'deki integral ifadesinin yerine yazilirsa,

) 1

K;E ﬂ)(f,x) f(x )‘<(n+,6’+l)a) (f.5) z (X ){ T B+1 52
y k> +2ka+a’ N (k+a) N 1

(n+p+1) (n+B+1) 3(n+p+1)

2kx+2ax X N x’
(n+,6+1) (n+,8+1)2 (n+p+1)
esitsizligi elde edilir. Toplam semboliiniin lineerligi kullanilarak,

K ()1 0(7.0) ERa+ o(/:0) 40 S0 —E
e (n+A8+1)
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(3.35)

olur.

Lemma 3.1°deki Es.3.3, Es.3.4 ve Es.3.5’1 Es.3.35’te yerine yazdigimizda,

K (%)= f (x)| < @(£.9) +w(f,5)i{

n(n—1)x" + nx

5 (n+ﬂ+1)2
2anx a’ nx
+ + +
(n+B+1)" (n+p+1)  (n+p+1)
a 1 2nx*
+ + -
(n+B+1)" 3(n+p+1)" n+p+l
2xa X 2}
- - +Xx
n+pf+1 n+p+1
1 n(n-1)
< ,0)+— O ————
<o(f )+§2 o(f ){(n+,6’+1)2x

2n(l+a) 3’ +3a+l (B-n+l) , (2a+])
+ X+ + X+ X
(n+,6+1)2 3(ﬂ+ﬁ+1)2 (n+p+1) n+f+1

< L5 n(n-1) E 2n(1+a) N
< (f,5)[1 o {(n+ﬂ+l)2 (n+ﬂ+1)2

. 3052+305+12 +(ﬂ—”+1)xz+(20‘+l)x (3.36)
e pal) g g



olur.

Es.3.36 diizenlenir ve Lemma 3.4 kullanilirsa,
KO (fox)= £ (2) < 0(£.8) 14 67K (e =) o))

olur.

é»n(a,ﬂ) (x) — \/Kr(l‘l»ﬂ) ((el — x)z R x) segﬂiI‘Se,

\K,SW (f,x)- f(x)‘ < (1+52 (51" (x))z)a)( )
olur.
Es.3.38°de 6 =6“")(x) alindiginda

ispat tamamlanmis olur.

3.3. Teorem

f €L [0,1] ve her bir x €[0,1] igin,

‘K},aﬁ) (f,x)- f(x)‘ < 2(0( f,cf,f“’ﬂ))

fspat

Teorem 3.1°1n ispatinda

) 1
(ﬁ+1)2+n+n+(’8+1)(2a+1)+ @ raty

K@ ((e1 —x)2 ,x)S?) 5 5 >
(n+p+1) (n+p+1) (n+pB+1)

oldugunu goérmiistiik.
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(3.37)

(3.38)
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2 1
s — |3 (ﬁ+1)2+n+n+(ﬂ+1)(2a+1)+ a +a+§
. (n+B+1) (n+p+1) (n+p+1)

n

secilerek Teorem 3.2°deki Es.3.37°de yerine yazilirsa,

L
(B+1) +n n+(ﬂ+1)(2a+l)+ @ raty

K (fox)=f(x) <[ 1+673 - o(f.6
‘ ) f(x)‘ (n+p+1) (n+p+1) (n+p+1) (£-9)
olur.

(B+1Y +n n+(f+1)(2a+1) @ raty
Burada 6 =6“") = |3 + + 32 alinirsa,

(n+ﬂ+1)2 (n+,8+1)2 (n+p+1)

‘K},aﬁ) (f,x)- f(x)‘ < 2(0( f,5,5“"8))

olur.
3.1. Agiklama

Her bir x € [0,1] icin Teorem 3.2 yerel yaklasimi verirken Teorem 3.3’te ise her bir

X€E [O, 1] icin genel bir yaklasimdan bahsetmektedir.

5,5“’ﬂ ) (x) ‘nin maksimumu « , # arasindaki bagintiya bagli oldugu i¢in daha da
kiigiik yapilabilir.
[a,b] araliginda siirekli her fonksiyon bu aralikta integrallenebilir. O halde

C [O,l] cL [0,1] olduguna gore Teorem 3.2 ve Teorem 3.3’lin sonuglar1 olarak

asagidaki iki sonug verilebilir.
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3.1. Sonug

Her bir f € C[O, 1] icin o, >0 ve a < f olmak iizere, x € [0,1] i¢in Teorem

3.2’deki esitsizlik elde edilir.

3.2. Sonug

Her bir f € C[O, 1] icin her a, f>0ve o < f olmak lizere, x € [0,1] i¢cin Teorem
3.3’teki esitsizlik elde edilir.

3.4. Teorem

fec ([0, 1]) ve her x €[0,1] i¢in Es.3.9 ile tanimlanan Kantorovich-Stancu

operatorii asagidaki esitsizligi saglar[12].

o+—
‘Kf,a,ﬂ)(f’x)_f(x)‘S‘f'(x)“ 2 P+l

+2 5(a,ﬁ) ! 5(0‘,ﬁ)
n+pf+1 n+ﬂ+1x ") a)( (x))

> n

K (1.5) = (3) =KD (1)) () 639

Es. 3.39°da esitligin birinci tarafina f (x) ekleyip ¢ikartirsak,

KD (f0)=f () =K (S ()= f (x)+ f (%)) - f ()

KD (f = (x).x) + K (£ (x),x)- £ ()

=K = (x),x) 4 (x) K7 (e,x)- 1 ()

K1 (=1 () F ()[R (@) 1] 340)
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olur.
Es3.40 ta f(s)=f(x)+f (x)(s—x)+/(s)-F(x)-f (x)(s—x)
yazilirsa,
K\ (fox)=f (%)=
Ky (2)+ () (s=2)+ £ ()= £ (x) =/ (x) (s =x) = f (x).x)
+f () [ KL (o) 1] (3.41)
olur . Es.3.41’in her iki tarafinin mutlak degeri alinirsa,
(KD (1) £ () =
KD (£ ()41 () (s=2)+ £ (5)= £ (x)= £ () (s =)= £ (x) %)
+f () K (e 0)-1
olur.
Ucgen esitsizliginden,
(KD ()= £ () <] (%)

+‘Kf,”’ﬂ)( 1(s)=7(x)-f (x)(s-x),x)\

K,ﬁ“’ﬂ) (eo,x)—l‘

K\ (s =)

+H7 ()

olur.

Gerekli diizenlemeler yapilirsa,

K (f0)= £ ()| <]/ (%)

Ki“’ﬂ) (s— x,x)‘
+K(|f (5) =1 (x)= 1 (x)(s=0)].x)

+H7 ()

K,ﬁ“’ﬂ) (eo,x)—l‘
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< ‘f(x)‘ ‘K,E“’ﬁ)(s—x,x)‘JrK,E“’ﬂ) (|s—x| AG

+‘f(x)‘ ‘K,Ea’ﬂ) (eo,x)—l‘

S‘ HK“ﬂ (s— xx‘+K (|s x”f ),x)
|7 (x) ‘Kia’ﬁ) (eoaX)—l‘ (3.42)
olur.

Es.3.42°de ikinci terimi hesaplayalim.

‘f'(s)—f'(x)‘éa)( s —

) (3.43)

Es.3.43’te |S—x| ifadesi g ile carpilirsa,

\f'(s)—f'(x)\sa)( s — gj (3.44)

Es.3.44°e Tanim 3.1°de (iv) 6zelligi uygulanirsa,
o 5=}
1f(s)=f () S(HT o(f.0)

elde edilir. Elde edilen bu esitsizligin her iki tarafi |s —x| ile carpilirsa,

=l )= o <l [ 1425 o0

olur.

|s—x| ‘f'(s)—f'(x)‘ S(|s—x|+%} a)(f',é)

(a.8)

esitsizliginin her iki tarafina K"’ operatoriinii uygularsak,
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K,E“’ﬁ) (|s—x”f'(s)—f'(x)‘,x) < K(“ﬂ) [|s x|+¥,x}a)(f',5) (3.45)

olur.

Buldugumuz Es.3.45°1 Es.3.42°de yerlestirirsek,

aﬂ (f X ‘ ‘f
{K,gm(|s_x|,x)+1<,5w>[(S‘;) ]]m( £.5)

K(a’ﬂ) (s — x,x)‘

+] f(x)HKf,a’ﬂ) (e,) -1\
elde edilir. Burada s —x = y_ dersek,

KD (fox)= 1 () <] ()

+‘f(x)‘ ‘K}Sa’ﬂ) (eo,x)—l‘

olur.

Cauchy Schwarz esitsizligin’den

a/f)(fx ‘ ‘f

)(Z.r’x)‘

(@B)( ., 2
+ \/Kia’ﬁ)(zxz,x)\/l(ia"ﬂ)(eo,x)+Kn(+’x) a)(f',é)

+‘f(x)HK,(la’ﬂ)eo (x)—l‘
yazilir.

Esitsizliginin ilk kisminda /K ia’ﬁ ) ( ;(xz,x) parantezine alinirsa,



aﬂ(fx ‘ |f

(2%
(@.8) 2
{W(,Gz,x)[w)w)+_Kn = )Hw@’:a)

+‘f(x)HK,£“”B) (eo,x)—l‘
olur.

Esitsizlikteki y, = s—xifadesinde ¢ (s)=s yazdigimizda,

K1 (£o0)= £ ()| < (o) [ () =K (e,)

# K (e ){\/Teo,+5 K (- ,x)}a)(f'j)

+‘f(x)HK,(,“’ﬁ) (eo,x)—l‘

olur.

Lemma 3.3 ve Lemma 3.4 esitlikleri Es.3.46’da yerlerine yazilir ve

= \/Kﬁ"’m ((e1 —x)’ ,x) segilirse,

0(+5 ,B"‘f_l
n+4+1 _(n+ﬂ+1)x

‘K,(,“’ﬂ) (f,x)—f(X)‘ <|f (x) ‘

+51") (x) [1+5*1§,§“’ﬂ) (x)} o(f.5)
olur.

Bu esitsizlikte 0 = 5,5“’[} ) (x) secilirse ve gerekli diizenlemeler yapilirsa,
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(3.46)
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1
el g

- (@.f) ' glap)
ntp+l (ntf+1) 725" (x) o 11,077 (x))

K1 (x)=f ()| <|f ()

elde edilir.

3.5. Teorem

fec ([0, 1]) ve x€[0,1]igin Es.3.9°da tammlanan operator asagidaki esitsizligi

saglar.
1
) ) ,
K (f1x)= 1 (%)) < g Mit2 0 o(f',5) (3.47)

Burada,

Mlzmax‘f'(x)‘ ve & =max 8\ (x) dir.

xe[O,l] xe[O,l]
fspat
Teorem 3.4’te

1

o+

‘ 2 __pHl (.5) - @)
n+B+1 (n+ﬂ+1)X+5” (x)2 o f.8 (+))

K ()= s ()] <] ()

oldugunu gostermistik. Buradan anlasilacag lizere;

‘f'(x)‘ < max‘f'(x)‘: M, ve §£“’ﬂ)(x) < max 5(“»ﬁ)(x)

x€[0,1] xeo,1] "
olur. Ayrica ,

1

- x| < max - x| dir.
ntf+1 (ntp+1) | =oi [ntB+1  (ntpB+1)
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Buradan,
a+—
2 L a<B<2a
a+— nt+f+1
2 p+1
max - xl=M =
w<ollntf+1 (ntp+1)

(«:F) ‘a+;_(ﬂ+1)‘

yazilabilir.
(KD 1 ()= £ ()| < M, M+ 8177 () 200( f,0)

olur. 6 = 5,5“"8 ) (x) yazilirsa, Es.3.47 elde edilir.
3.1. Uyan

0, a ve [ arasindaki bagintiya bagli oldugu i¢in D. D. Stancu’nun [5,13]’deki

calismalarindan faydalanilarak Es.3.47’nin sag tarafindaki ifadede hata orani daha
kiiciik olacak sekilde daha iy1 bir yaklasim derecesi elde edilebilir.
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