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SİMGELER VE KISALTMALAR 

Bu çalışmada kullanılmış bazı simgeler ve kısaltmalar, açıklamaları ile birlikte 

sunulmuştur. 

 

Simgeler    Açıklama 

< a,b >  [ ] [ ) ( ] ( ) ( ) ( ) ( ), , , , , , , , , , , , ,a b a b a b a b a a−∞ ∞ −∞ ∞    

aralıklarından biri 

( )nB f, x  Bernstein operatörü  

[ ]C a,b  [ ],a b  aralığında sürekli fonksiyonlar uzayı 

( )nK f, x  Kantorvich operatörü  

( ) ( )α,β
nK f, x  Kantorvich-Stancu operatörü 

→X Y
L  X  normlu uzayından Y  normlu uzayına dönüşüm 

yapan L  operatörünün normu 

[ ]1L 0,1  [ ]0,1  aralığında integrallenebilir fonksiyonlar uzayı 

[ ]
( )

x a,b
max f' x
∈

 Her [ ],x a b∈  için ( )'f x ’in alacağı en büyük değer 

( )pn,k x  Bernstein polinomu 

( ) ( )α,β
nP f, x  Stancu operatörü 

+X  ( ){ }: 0f X f t∈ ≥  

( )ω f,δ  f  fonksiyonunun süreklilik modülü 

→
→  Düzgün yakınsama 
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1.GİRİŞ 

Yaklaşım teorisinde sonlu kapalı aralık üzerinde sürekli fonkiyonlara lineer pozitif 

operatör dizileri ile yaklaşım problemi önemli bir yer tutmaktadır. K. Weierstrass [ ]1  

sonlu kapalı aralık üzerinde tanımlı sürekli fonksiyona yeterince yakın bir polinom 

fonksiyonlar dizisi bulunabileceğini ispatlamıştır. Çünkü polinom fonksiyonlar, 

bilgisayarda direkt olarak hesaplanabileceğinden kullanıma uygundur. Bu özellik 

itibari ile pek çok matematikçi bu teoreme uygun diziler oluşturmuşlardır. Bu 

dizilerin oluşturulma tekniği lineer pozitif operatörlerle yaklaşım problemini ortaya 

çıkartmıştır. 

 [ ]2,3 '
 
de S. N. Bernstein, [ ]0,1  aralığında tanımlı sürekli fonksiyonlar için 

 

( ) ( ), 1
n n kk

n k k
p x x x −⎛ ⎞= −⎜ ⎟

⎝ ⎠  

 

olmak üzere 

 

( ) ( ),
0

;
n

n n k
k

kB f x p x f
n=

⎛ ⎞= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑                    (1.1)   

 

toplamsal operatörler dizisini tanımlamış ve [ ]0,1  aralığında düzgün olarak f  

fonksiyonuna yaklaştığını göstermiştir. H. Bohman  [ ]4  ise ilk önce özel bir lineer 

pozitif operatörler dizisi tanımlayarak bu dizilerin [ ]0,1  aralığı üzerinde tanımlı 

sürekli fonksiyonlara yakınsaklık koşulları vermiştir. 

Daha sonra D. D. Stancu  [ ]5 ’de 0 α β≤ ≤  eşitsizliğini sağlayan α  ve β  reel 

sayıları için Eş.1.1 ile verilen operatörlerin bir modifikasyonu olan 
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( ) ( ) ( ),
,

0

,
n

n n k
k

kP f x p x f
n

α β α
β=

⎛ ⎞+
= ⎜ ⎟+⎝ ⎠
∑     

   

operatörler dizisini tanımlamış ve  [ ]0,1  aralığı üzerinde tanımlı sürekli 

fonksiyonlara yaklaşım özelliklerini incelemiştir. 

S. N. Bernstein operatörleri ile süreksiz fonksiyonlara yaklaşmak uygun 

olmadığından integrallenebilir fonksiyonlar uzayında Korovkin teoremini incelemek 

için L. V. Kantorovich  [ ]6 , Eş.1.1 operatörlerinden daha genel bir operatörler dizisi 

tanımlamıştır. Bu operatörler 

 

( ) ( ) ( ) ( )
1
1

,
0

1

, 1

k
nn

n n k
k k

n

K f x n p x f s ds

+
+

=
+

= + ∑ ∫                 (1.2)   

 

biçiminde tanımlanmıştır.  

                                                                                                                                  

Daha sonra D. Bârbosu [ ]7  Eş.1.2 de verilen operatörlerden daha genel olan 

Kantorovich – Stancu tip operatörleri çalışmıştır. Bu operatörler;   

[ ]1 0,1f L∈  , n∈  olmak üzere, 

 

( ) [ ] [ ],
1: 0,1 0,1nK L Cα β →  
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( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1
1

,
,

0
1

, 1

k
nn

n n k
k k

n

K f x n p x f s ds

α
β

α β

α
β

β

+ +
+ +

= +
+ +

= + + ∑ ∫
                                                             

şeklinde tanımlanmıştır. 

                                                                                                     

Bu tez giriş bölümü birinci bölüm olmak üzere toplam üç bölümden oluşmaktadır. 

İkinci bölümde temel kavram ve teoremler tanıtılmıştır. Buna bağlı olarak fonksiyon 

uzayları üzerinde tanımlı lineer pozitif operatörler ile ilgili tanım ve teoremler 

verilmiştir. Ayrıca  [ ],C a b  uzayında düzgün yakınsama tanımı ve Korovkin teoremi 

ifadesi ve ispatı verilmiştir.                                                                                    

Üçüncü bölümde ise Kantorovich–Stancu operatörler dizisinin [ ]0,1  aralığında 

integrallenebilir fonksiyonlara yaklaşım özellikleri verilmiştir. Süreklilik modülü 

yardımıyla [ ]0,1  aralığında tanımlı integrallenebilir fonksiyonlara yaklaşım hızı 

üzerine teoremler incelenmiştir. 
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2.TEMEL KAVRAMLAR 

2.1. Normlu Uzay 

2.1. Tanım 

X bir lineer uzayı olsun. 

{ }. : 0X +→ ∪           

       x→ x   

fonksiyonu tanımlansın. 

N1) x =θ ⇔ x=θ  

N2)  x xα α=  

N3) x y x y+ ≤ +  

şartları sağlanıyorsa .  fonksiyonuna X üzerinde norm ve ( X , . ) ikilisine ise 

normlu uzay denir [ ]8 . 

2.2. Sonlu Aralıklarda Tanımlı Sürekli Fonksiyonlar Uzayı 

2.2. Tanım 

[ ],a b  kapalı, sonlu aralığında tanımlı ve reel değerli sürekli fonksiyonların kümesini 

[ ],C a b  ile gösterelim. [ ],C a b kümesi, 

i)(f+g)(x)=f(x)+g(x) 

ii) λ∈  olmak üzere 

(λ f)(x)= λ f(x) 

işlemleri ile bir lineer uzaydır. 
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[ ],a b  aralığı üzerinde sürekli bir f  fonksiyonu Weierstrass  teoremine göre 

maksimum ve minumum  değerleri yine [ ],a b aralığı üzerinde alır. [ ],C a b üzerinde 

norm  

( )max
a x b

f f x
≤ ≤

=  

şeklinde tanımlanır. 

Bu norma göre [ ],C a b  uzayı Tanım 2.1’deki  N1, N2 ve N3 şartlarını sağlar.   

N1) ( )0 max 0
a x b

f f f x
≤ ≤

= ⇔ = =  

                   [ ],x a b⇔∀ ∈  için ( ) 0f x =  

          [ ],x a b⇔∀ ∈  için  ( ) 0f x =   

                   f θ⇔ =  

N2) ( )max
a x b

f f xα α
≤ ≤

=  

                 = ( )max
a x b

f xα
≤ ≤

 

                 = ( )max
a x b

f xα
≤ ≤

 

                 = fα  

N3) ( )( )max
a x b

f g f g x
≤ ≤

+ = +  

                     = ( ) ( )max
a x b

f x g x
≤ ≤

+  

                     ≤ ( ) ( )max max
a x b a x b

f x g x
≤ ≤ ≤ ≤

+  
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≤   f g+  

şeklinde gösterilmiş olur. O halde [ ]( ), , .C a b  bir normlu uzaydır. 

2.3. Tanım 

( nf ), [ ],a b  aralığı üzerinde tanımlı fonksiyonlar dizisi olsun. 0ε∀ > için 0n n≥  

olduğunda  [ ],x a b∀ ∈  için ( ) ( )nf x f x ε− <  olacak şekilde ε ’na bağlı bir 0n  

doğal sayısı bulunabiliyorsa ( )nf  dizisine  [ ],a b  üzerinde  f fonksiyonuna düzgün 

yakınsaktır denir. 

2.1. Teorem 

[ ],x a b∀ ∈  için ( ) ( )lim nn
f x f x

→∞
=  olsun ve n∀ ∈  için ( ) ( )supn n

a x b
M f x f x

≤ ≤
= −  

yazılsın. Bu takdirde nf  fonksiyonlar dizisinin [ ],a b  aralığı üzerinde düzgün olarak 

f fonksiyonuna yakınsak olması için gerek ve yeter şart lim 0nn
M

→∞
= olmasıdır. Yani 

( )nM  bir sıfır dizisidir ve  0ε∀ > için 0n∃  doğal sayısı vardır ki 0n n∀ ≥  için  

( ) ( )0 n nf x f x M ε≤ − ≤ ≤   eşitsizliği sağlanır. 

İspat 

nf  fonksiyon dizisi f  fonksiyonuna düzgün yakınsasın. O halde; herhangi bir  

0ε >  için 0n n≥  olduğunda [ ],x a b∀ ∈  için ( ) ( )
2nf x f x ε

− <  olacak şekilde bir 0n  

sayısı vardır. Bu durumda 0n n≥  için ( ) ( )sup
2n

a x b
f x f x ε ε

≤ ≤
− ≤ <  olur. 

( ) ( )supn n
a x b

M f x f x
≤ ≤

= −  olduğunda  n nM M ε= <  olur. Buradan anlaşılır ki,  

lim 0nn
M

→∞
= ’ dir. 
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Karşıt olarak lim 0nn
M

→∞
=  olsun. Herhangi bir  0ε >  alınsın. lim 0nn

M
→∞

=  olduğundan 

0n n≥  olduğunda nM ε<  olacak şekilde bir 0n  sayısı vardır. 0n n≥  

olduğunda ( ) ( )sup n
a x b

f x f x ε
≤ ≤

− <  olur. 

0n n≥  olduğunda [ ],x a b∀ ∈  için ( ) ( )nf x f x ε− <  olur. Buradan da nf  fonksiyon 

dizisi [ ],a b  aralığı üzerinde düzgün olarak f fonksiyonuna yakınsar. 

2.1. Örnek 

( )
21

nf x x
n

⎛ ⎞= −⎜ ⎟
⎝ ⎠

 biçiminde tanımlanan nf  dizisi [ ]1,1−  aralığı üzerinde düzgün 

yakınsaktır. 

Çözüm 

[ ]1,1x∀ ∈ −  için ( )n
f  dizisi ( ) 2f x x=   eşitliği ile verilen f  fonksiyonuna düzgün 

yakınsaktır. Şöyle ki; 

( ) ( )
2

2

2

2

2

1

1 2

21

1 2

3

nf x f x x x
n

x
n n

x
n n

n n

n

⎛ ⎞− = − −⎜ ⎟
⎝ ⎠

= −

≤ +

≤ +

≤

 

olur ki burada, 3
n

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

bir sıfır dizisidir. O halde; 

( ) ( )
1 1

3sup n n
x

f x f x M
n− ≤ ≤

− = ≤  
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eşitsizliği sağlanır. Buradan da ( )nM  dizisi bir sıfır dizisi olup  Teorem 2.1’den 

nf  dizisi [ ]1,1−  aralığında ( ) 2f x x=  fonksiyonuna düzgün yakınsaktır. 

2.2. Örnek 

( )
2

3 21n
n xf x
n x

=
+

 biçiminde tanımlanan nf  dizisi [ ]0,1  aralığındaki her bir x  için 

düzgün yakınsak değildir. 

Şöyle ki; 

2

3 2lim 0
1n

n x
n x→∞

=
+

 dır. Yani nf  dizisi 0f =  fonksiyonuna yakınsar. Bu yakınsamanın 

düzgün olup olmadığına bakılırsa; 

( ) ( )
2

3 20 1 1n nx

n xM maks f x f x
n x≤ ≤

= − =
+

’ dir.  

Maksimum değeri türev ile bulalım. 

( ) ( )
( )

2 3 2
'

23 2

1
0

1
n

n n x
f x

n x

−
= =

+
ise; 

3
2

nx n
−

=  bulunur. Buradan; 

( ) ( )
2

30 0, 1
1n n

nf f
n

= =
+

 ve  

( )
3

3 2 2
2

3 3

.
1 2n n n

n n nf x f n
n n

−
−

−

⎛ ⎞
= = =⎜ ⎟ +⎝ ⎠   

olacağından; 

2n
nM = ’dir. 

( )nM  dizisi bir sıfır dizisi değildir. O halde Teorem 2.1’e göre bu yakınsama düzgün 

değildir. 
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[ ],C a b  uzayında tanımlanan maksimum norma göre lim nn
f f

→∞
=  ile ( )nf  

fonksiyonlar dizisinin f  fonksiyonuna [ ],a b  kümesi üzerinde düzgün yakınsaması 

aynı şeyi belirtir. 

2.3. Lineer Pozitif Operatörler 

X  ve Y normlu fonksiyon uzayları olmak üzere X ’den alınan her f  fonksiyonuna 

Y ’de bir g fonksiyonunu karşılık getiren bir L  kuralı varsa, bu L  kuralına X ’den 

Y ’ye bir operatör denir. f ∈ X , g ∈ Y  ve x  'g nin tanım kümesine ait olmak 

üzere; 

( )( )L f x = ( ),L f x = ( )g x  

ya da daha açık biçimde ifade edilecek olursa; t, f ’ nin x , g ’nin tanım kümesine 

ait olmak üzere;   

( )( ) ( ),L f t x g x=  

biçiminde gösterilir. 

X  uzayına L  operatörünün tanım bölgesi denir ve ( )X D L=   ile gösterilir. 

( ),L f x = ( )g x ise Y  uzayının bir elemanı olup bu şekildeki g  fonksiyonlarının 

kümesine L  operatörünün değerler kümesi denir ve ( )R L  ile gösterilir. ( )R L ⊂ Y ’ 

dir. 

Bu kısımdaki tanımlarda X  ve Y  normlu fonksiyon uzayları ve L  ise X  üzerinde 

bir lineer operatör tanımlanır. 

2.4. Tanım 

:L X Y→  bir operatör ve gx D∈  olsun. L  operatörü için; 

i) 1 2,f f X∀ ∈  için ( ) ( ) ( )1 2 1 2, , ,L f f x L f x L f x+ = +  

ii) c∀ ∈  için ( ) ( ), ,L cf x cL f x=  
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şeklinde verilen şartlar sağlanıyorsa, L  operatörüne lineer operatör adı verilir. Bu 

şartlar aşağıdaki gibi birleştirilebilir. 

( ) ( ) ( )1 1 2 2 1 1 2 2, , ,L c f c f x c L f x c L f x+ = +  

Bu tanımdan görülür ki; L  operatörü için 

( ) ( ) ( )0; 0. , 0 , 0L x L f x L f x= = =  

sağlanır[ ]9 . 

2.5. Tanım 

X  ve Y  iki lineer fonksiyon uzayı olmak üzere; :L X Y→  lineer operatör olsun. 

{ : fX f X t D+ = ∈ ∀ ∈
 
için ( ) }0f t ≥  ve { : gY g Y x D+ = ∈ ∀ ∈  için ( ) }0g x ≥  

şeklinde tanımlansın. X  uzayı üzerinde tanımlanmış olan L  lineer operatörü, X +  

kümesindeki her bir f  fonksiyonunu pozitif fonksiyonlardan oluşmuş olan Y +  

kümesindeki herhangi bir fonksiyona dönüştürüyorsa bu L  operatörüne lineer pozitif 

operatör denir. L  lineer operatörü için ( )L X Y+ +⊂  sağlanır. Yani, L  lineer pozitif 

operatör ise ft D∀ ∈  için ( ) 0f t ≥  olduğunda gx D∀ ∈  için ( ), 0L f x ≥  olur. 

2.1. Uyarı 

L  lineer pozitif operatörü her bir x∈  için ( ) 0f x <  şartını sağlayan fonksiyonları 

yine aynı şekilde negatif değerli fonksiyonlara dönüştürür. Şöyle ki her bir x∈  

için ( ) 0f x <  dır. Buradan ( ) 0f x− >  olur. L  lineer pozitif operatör olduğundan 

her bir x∈  için; 

( ) ( )0 , ,L f x L f x≤ − = −  

yazılabilir.  

Yani x∈  için ( ), 0L f x <  elde edilir. 
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2.1. Önerme 

X  ve Y  iki lineer fonksiyon uzayı olmak üzere; :L X Y→  lineer pozitif operatör 

olsun. ,f g X∈  olmak üzere her bir ft D∈  için ( ) ( )f t g t≤  iken gx D∀ ∈  için 

( ) ( ), ,L f x L g x≤ ’tir.  

İspat 

Her bir ft D∈  için ( ) ( )f t g t≤  ise; 

( ) ( )0 g t f t≤ −   

olur.  

Buradan ( )( )0 g f t≤ −  yazılır. 

L  lineer pozitif operatör olduğu için, Tanım 2.5’ten 

( )0 ,L g f x≤ −  

olur.  

Bu eşitsizlikte Tanım 2.4 kullanırsa, 

( ) ( )0 , ,L g x L f x≤ −  

olur. Buradan 

( ) ( ), ,L f x L g x≤  

yazılır. 

2.2. Önerme 

:L X Y→  lineer pozitif operatör olsun. Bu durumda; 

( ) ( ), ,L f x L f x≤  

eşitsizliği sağlanır. 
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İspat 

Her bir ft D∈  için aşağıdaki eşitsizlik yazılabilir. 

( ) ( ) ( )f t f t f t− ≤ ≤  eşitsizliğine L  operatörü uygulansın. Lineer pozitif 

operatörler monotonluk özelliğini sağladığından  

( )( ) ( )( ) ( )( ), , ,L f t x L f t x L f t x− ≤ ≤  

eşitsizliği oluşur. L  lineer olduğundan  

( )( ) ( )( ) ( )( ), , ,L f t x L f t x L f t x− ≤ ≤  

bulunur. Buradan ise  

( )( ) ( )( ), ,L f t x L f t x≤  

ifadesine ulaşılmış olur. 

2.3. Örnek 

[ ]0,1f C∈  ve 
( )

!
! !

n

k

n
k n k

⎛ ⎞ =⎜ ⎟ −⎝ ⎠
 olmak üzere , 0 1x≤ ≤  aralığındaki her bir x  için  

 

( ) ( )
0

, 1
n n n kk

n kk

kB f x f x x
n

−

=

⎛ ⎞⎛ ⎞= −⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠⎝ ⎠
∑  

 

ile tanımlanan Bernstein polinomu  her bir n  için, ( )1 0n kkx x −− ≥  olduğundan bir 

lineer pozitif operatördür. 

2.4. Örnek 

f  fonksiyonu [ )0,∞ ’ da tanımlı reel değerli olsun. Her bir  0x ≥  için, 
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( ) ( )
0

,
!

k
nx

n
k

nxkZ f x e f
n k

∞
−

=

⎛ ⎞= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑  

 

şeklinde tanımlı Szasz operatörü her bir n  için açıkça görülür ki lineer pozitif 

operatördür. 

2.5. Örnek 

[ )0,f C A∈  ve 0A >  için  

 

( )
( )

1

0
,

1

kn k

n n kkk

k xA f x f
n x

∞ + −

+
=

⎛ ⎞⎛ ⎞= ⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠⎝ ⎠ +
∑  

 

şeklinde tanımlanan Baskakov operatörü her bir n  için lineer pozitif operatördür. 

2.3. Önerme 

( )kc  reel sayıların bir dizisi ve , kf p  ( )k∈  reel değişkenli ve reel değerli 

fonksiyonlar olmak üzere; 

( ) ( ) ( )
0

,
n

k k
k

L f x f c p x
=

= ∑  

şeklinde tanımlanan L operatörü lineerdir. L  operatörünün pozitif olması için gerek 

ve yeter şart her x  ve  k  için ( ) 0kp x ≥  olmasıdır. 

İspat 

L  operatörünün lineerliği açıktır.  

L  operatörü pozitif operatör ve kabul edilsin ki en az bir  0k  için 
0

0kp <  
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Buna göre, 

( ) 0

0

,0
1 ,

k

k

x c
f x

x c

≠⎧⎪= ⎨ =⎪⎩
 

şeklinde pozitif  ( )f x  fonksiyonu tanımlanır. 

( ) ( ) ( )
0

,
n

k k
k

L f x f c p x
=

= ∑   

              = ( ) ( )
0 0k kf c p x  

              = ( )
0

0kp x <  

elde edilir. Bu durum ise L operatörünün pozitif olması ile çelişir. O halde her ,x k  

için ( )
0

0kp x ≥  olmalıdır. 

Önermenin diğer tarafına bakılırsa, her ,x k  için ( ) 0kp x ≥  ve 0f ≥  olsun. Buna 

göre ( ) ( ) 0kp x f x ≥  olur. L ’ nin tanımından; 

( ) ( ) ( )
0

, 0
n

k k
k

L f x f c p x
=

= ≥∑  

yazılabilir. Bu da L ’ nin pozitif olması ile aynı anlama gelir. 

2.4. Önerme 

[ ] [ ]: , ,K a b a b× →  

[ ]: ,f a b →  

[ ] [ ]1 : , ,A L a b C a b→  

olmak üzere; 

( ) ( ) ( )1 , ,
b

a

A f x f t K t x dt= ∫  
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şeklinde tanımlanan 1A  operatörünün pozitif olması için gerek ve yeter şart ( ),K t x  

ile ifade edilen operatörün çekirdeğinin pozitif olmasıdır. 

İspat 

1A  operatörünün lineer olduğu açıktır. 1A  operatörü pozitif olsun ve kabul edilsin ki 

en az bir 0t  için ( ), 0K t x <  olsun. Operatörün K  çekirdeği sürekli olduğundan 0t ’ı 

içeren bir [ ] [ ], ,m n a b⊂  aralığı vardır ki; her  [ ],t m n∈  için ( ), 0K t x <  olur. O 

halde; 

[ ] [ ]
[ ]

, / ,0,
( )

,1,
x a b m n

f x
x m n

⎧ ∈⎪= ⎨ ∈⎪⎩
 

şeklinde bir fonksiyon tanımlanabilir. Bu şekilde tanımlanan f  fonksiyonu için 

0f ≥  olduğu açıktır. Fakat, 

( ) ( )1 , , 0
n

m

A f x K t x dt= <∫  

olur. Bu durum ise 1A  operatörünün pozitif olması ile çelişir. O halde her ,t x  için 

( ), 0K t x ≥  olmalıdır. 

Tersine her ,t x  için ( ), 0K t x ≥  olduğunu kabul edilsin ve 0f ≥  alınsın 1A  

operatörünün tanımından  

( ) ( ) ( )1 , , 0
b

a

A f x f t K t x dt= >∫  

elde edilir. Bu durum ise 1A ’ in lineer pozitif operatör olduğunu gösterir. 

2.6. Tanım 

X ve Y normlu fonksiyon uzayları ve :L X Y→  bir lineer operatör olsun. 

( )D L X⊂ , L ’nin tanım kümesi olmak üzere,  her ( )f D L∈  için; 
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( ),
XY

L f x M f≤  

eşitsizliğini sağlayan bir 0M >  reel sayısı varsa L operatörüne ( )D L ’ de sınırlı 

operatör denir[ ]9 . 

Ayrıca, 

( ){ }: ,
X Y XY

L inf M L f x M f
→

= ≤  

sayısına L  operatörünün normu denir. 

Bundan sonraki önerme ve sonuçlarda X ve Y normlu uzaylar olarak alınacaktır. 

 2.2. Teorem 

,X Y  normlu fonksiyon uzayları :L X Y→  lineer operatör olsun. Bu durumda L  

operatörü için sınırlılık ve süreklilik birbirine denk ifadelerdir. 

2.5. Önerme 

:L X Y→  sınırlı lineer operatörü için, 

( )
0

,
sup Y

X
X Y f X

L f x
L

f→
≠

=  

eşitliği sağlanır. 

İspat 

L  sınırlı lineer operatör ise; 

( ),
XY

L f x M f≤     eşitsizliğini sağlayan 0M >  vardır. Buna göre, 

( ),
Y

X

L f x
M

f
≤                        ( )0

X
f ≠  

olur. Her bir x X∈  için yukarıdaki eşitsizlik sağlanır. O halde; 
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( ),
: 0Y

X
X

L f x
f M

f

⎧ ⎫⎪ ⎪≠ ≤⎨ ⎬
⎪ ⎪⎩ ⎭

  

yazılabilir. Supremum tanımına göre, 

( ),
: 0Y

X
X

L f x
sup f M

f

⎧ ⎫⎪ ⎪≠ ≤⎨ ⎬
⎪ ⎪⎩ ⎭

 

dir. Her bir 0M >  için sağlandığına göre, 

( )
( ){ },

: 0 0 : ,Y
X XY

X

L f x
sup f inf M L f x f M

f

⎧ ⎫⎪ ⎪≠ ≤ > ≤⎨ ⎬
⎪ ⎪⎩ ⎭

 

X Y
L

→
 tanımından ise 

( ),
: 0Y

X X Y
X

L f x
sup f L

f →

⎧ ⎫⎪ ⎪≠ ≤⎨ ⎬
⎪ ⎪⎩ ⎭

                       (2.1) 

bulunur. Diğer yandan infumum tanımından her ε >0 için en az bir f Xε ∈  vardır. 

Öyle ki;  

( ) ( ),
X Y XY

L f x L fε εε
→

≥ −  

eşitsizliği yazılabilir. Buradan ise 0ε >  için  

( ),
Y

X Y
X

L f x
L

f
ε

ε

ε
→

≥ −  

olur. Burada supremum tanımı kullanılırsa  

( ) ( )
0

, ,

X

Y Y
X Y

f X X

L f x L f x
sup L

f f
ε

ε

ε
→

≠
≥ ≥ −  

olur. Sol taraf ε ’a bağlı değildir. O halde; 0ε →  için eşitsizlik bozulmaz. Buradan 

ise  
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( )
0

,

X

Y
X Y

f X

L f x
sup L

f →
≠

≥                                         (2.2) 

eşitsizliği elde edilir.  

O halde Eş.2.1 ve Eş.2.2’den, 

( )
0

,
sup

X

Y
X Y

f X

L f x
L

f→
≠

=  

sonucu bulunur. 

2.1. Sonuç 

:L X Y→  sınırlı lineer operatörü için, 

( )
1

sup ,
X

X Y Yf
L L f x

→
=

=  

eşitliği gerçeklenir. 

İspat 

Önerme 2.5, Tanım 2.1 ve Tanım 2.4’ü kullanarak 

( )

( )

0

0

,

1 ,

Y
X Y

X

X Y

f X

f X

L f x
L Sup

f

Sup L f x
f

→
≠

≠

=

=

 

=
0

,
Xf X Y

fSup L x
f≠

⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠  

 

olur.
 

( )
X

f g x
f

=  alınırsa, ( ) 1g x =  olur.  

Buna göre; 
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( )
1

,
X Y Yg X

L Sup L g x
→

=
=  

olur. 

2.6. Önerme 

[ ] [ ]: , ,L C a b C a b→  lineer pozitif operatör olsun. L  operatörü f ’nin  [ ],a b  

aralığının dışındaki değerlerden bağımsız ise, bu durumda 

( ), , ,
1,C a b C a b C a b

L L x
⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦→ =  

olur. 

İspat 

[ ],f C a b∈  olsun, ( )
,

max
x a b

f f x
⎡ ⎤⎣ ⎦∈

=  ise her [ ],x a b∈  için ( )f x f≤   ve Önerme 

2.2.’den  ( ) ( ), ,L f x L f x≤  yazılır. Buradan ise, 

( ) ( ) ( ) ( ), , , 1,L f x L f x L f x f L x≤ ≤ ≤  

eşitsizliği elde edilir. 

Eşitsizliğinin her iki tarafının maksimumu alınırsa; 

( ) ( ), 1,L f x L x f≤  

olur. Buradan da 

( ) ( )
1

, 1,
f

sup L f x L x
=

≤                               (2.3) 

yazılır. 

Sonuç  2.1.’den, 

( ) ( )
1, ,

, 1,
fC a b C a b

L sup L f x L x
⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎣ ⎦ ⎣ ⎦ =→

= ≤
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olur. O halde 

( )
, ,

1,
C a b C a b

L L x
⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎣ ⎦ ⎣ ⎦→

≤
 

eşitsizliği yazılır. 

Her [ ],f C a b∈  ve her [ ],x a b∈  için,  

( ) ( )
1

, 1,
f

Sup L f x L x
=

≥                             (2.4) 

olduğu açıktır. Eş.2.3 ve Eş.2.4’ten, 

( ), , ,
1,C a b C a b C a b

L L x
⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦→ =

 

elde edilir. 

2.4 [ ],C a b Uzayında P.P. Korovkin Teoremi  

Yaklaşım Teorisinin amacı herhangi bir fonksiyonun daha kullanışlı olan farklı bir 

fonksiyon türünden gösterimini elde etmektir. Böyle bir gösterim fonksiyon 

hakkında daha rahat bir bilgi elde etmemizi sağlar. 

1885 yılında Weierstrass [ ],a b  aralığındaki sürekli her “ f ” fonksiyonuna bir 

polinomla yaklaşabileceğini söylemiştir. 

2.4.1. Weierstrass’ ın ilk yaklaşım teoremi  

0ε∀ >  ve ( )f x ∈  [ ],C a b  için öyle bir ( )p x  polinomu vardır ki; [ ],a b  

aralığındaki her x  için ( ) ( )p x f x− <ε  eşitsizliği sağlanır. 

Farklı şekilde ifade edilirse [ ],a b  aralığında sürekli her “ f ” fonksiyonu için 

( )f x ’e  [ ],a b  aralığında düzgün yakınsayan bir ( )( )np x  polinom dizisi 

vardır[ ]1,10 . 
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Bu teoremin birçok ispatı vardır. Bu ispatlardan birini de 1912 yılında S.N.Bernstein 

[ ]2,3  yaparak lineer pozitif operatörler ile yaklaşım teorisinde önem arz eden 

Bernstein polinomlarını tanımlamıştır. 

2.4.2. Weierstrass’ın ikinci yaklaşım teoremi 

Bu teoremde periyodik ve sürekli fonksiyonlara yaklaşan trigonometrik polinomların 

bulunabileceği anlatılmıştır.  

“ ( )f x ”, 2π   periyotlu sürekli bir fonksiyon ve ε >0 ise öyle bir ( )T x  

trigonometrik polinomu vardır ki “ x ” in tüm reel değerleri için ( ) ( )T x f x ε− <⎢ ⎥⎣ ⎦  

eşitsizliği sağlanır[ ]1 . 

Bu teoremin ispatı De –La Valle Poussin tarafından 1908 yılında yapılmıştır. 

1952 yılında H. Bohman [ ]4,9  toplam şeklindeki lineer pozitif operatörler dizisinin 

[ ]0,1  aralığındaki sürekli olan f   fonksiyonuna yaklaşması problemini incelemiştir. 

H. Bohman göstermiştir ki ; [ ]0,1x∈ , ,0 1k nα≤ ≤  ve k r<  için , ,k n r nα α≤  

olduğunda; 

( ) ( ) ( ), ,
0

,
n

n k n k n
k

L f x f p xα
=

=∑  ,   ( ), 0k np x ≥                                              

pozitif operatörler dizisinin  n →∞  için [ ]0,1  aralığında sürekli ( )f x  fonksiyonuna 

düzgün yakınsak olması için gerekli ve yeterli koşullar; 

( )1,nL x →
→ 1                                                                                             (2.5) 

( ),nL t x →
→ x                                                                                            (2.6) 

( )2 ,nL t x →
→

2x                                                                                         (2.7)  
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şeklinde ifade edilir. →→  gösterimi düzgün yakınsamayı ifade etmektedir. H. Bohman 

operatörlerinin değeri ( )f x  fonksiyonunun [ ]0,1  aralığındaki değerlerden 

bağımsızdır. 

1953 yılında P. P. Korovkin[ ]10 , H. Bohman’ın teoremini daha genel bir halde 

vermiştir. 

2.5. Teorem (Korovkin teoremi) 

nL  lineer pozitif operatörler dizisi [ ],a b  aralığındaki her bir a x b≤ ≤  için Eş.2.5, 

Eş.2.6 ve Eş.2.7 şartları sağlansın. O takdirde [ ],C a b  uzayında olan, ayrıca a ’ da 

soldan b ’ ye sağdan sürekli bulunan ve tüm reel eksende sınırlı herhangi bir  “ f ” 

fonksiyonu için n  sonsuza gittiğinde; 

( ) ( );nL f x f x→
→  

 olur[ ]9 . 

İspat 

f  fonksiyonu tüm reel eksende sınırlı olduğu için en azından bir K  pozitif sayısı 

vardır, öyle ki tüm x ’ler için; 

( )f x < K  olur.                                         (2.8) 

f ∈ [ ],C a b  olduğundan ε  > 0 için en azından bir δ  > 0 sayısı bulabiliriz ki ;   

t ∈  ( ),−∞ ∞ ve  

[ ],x a b∈  için  t x−   < δ iken; 

( ) ( )f t f x−  < ε                                                         (2.9) 

sağlanır. 
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f  fonksiyonu  [ ],a b  aralığında sürekli olduğundan [ ], ,x t a b∈  için Eş.2.9 sağlanır. 

Eğer [ ],x a b∈  ve [ ],t a b∉  olduğunda ise Eş.2.9 sağlanır. Çünkü f  fonksiyonu a ’ 

da soldan , b ’ de sağdan süreklidir. 

Eş.2.8 ve Eş.2.9’dan dolayı tüm  ( ),t∈ −∞ ∞  ve [ ],x a b∈  için; 

( ) ( ) ( )2
2

2Kf t f x t xε
δ

− < + −                                                                          (2.10) 

Eş.2.10 gerçeklenir. Şöyle ki;                                           

Eğer, t x δ− ≥  ise 1
t x
δ
−

≥  dir. 

Bu durumda;        ( )2

2

t x t x
δ δ
− −

≤  

olur. Ayrıca, 

( )2

2 1
t x
δ
−

≥   ve  ( )
2

2
2

K t x
K

δ
−

≥ ’dır. 

dolayısıyla, 

( ) ( ) ( )2
2

22 Kf t f x K t x
δ

− ≤ ≤ −  

 olur. Bu ifade  Eş.2.9 ile birleştirilirse Eş.2.10 elde edilir. 

Eğer ; t x δ− ≤  ise ( )2
2

2K t x
δ

− olur. Ayrıca f  tüm reel eksende sınırlı olduğundan 

( )f t K≤  ve ( )f x K≤ ’dır. O halde, 

( ) ( ) ( ) ( )

( )

( )

2
2

2
2

2

2

f t f x f t f x

K t x

K t x

δ

ε
δ

− ≤ +

≤ −

< + −
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olur. Diğer taraftan, 

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )
( ) ( )( )

( ) ( )( )
( ) ( )( )

( ) ( )( )
( ) ( )( )

, 1, ,

1, 1

,

1, 1

,

max 1, 1

n n n

n

n

n

n

na x b

L f t f x x f x L x f x L f t f x x

f x L x

L f t f x x

f x L x

L f t f x x

f x L x
≤ ≤

− + − ≤ −

+ −

≤ −

+ −

≤ −

+ −

   
 

olur.
        

 

Bu eşitsizlikte ( )lim 1, 1nn
L x

→∞
=  olduğundan eşitsizliğin sağ tarafındaki ikinci ifade 0’a 

yakınsar. Yani 0nε →  için ( )( )1, 1n nf L x ε− ≤  olur. 

O halde,   

( ) ( ),nL f x f x− ≤ ( ) ( )( ),nL f t f x x− + nε                                   (2.11) 

elde edilir. 

Şimdi bu eşitsizliğin ikinci tarafına bakalım. Eş.2.10’e nL  operatörü uygulanırsa
 
 

( ) ( )( ) ( ) ( )2
2

2, 1, ,n n n
KL f t f x x L x L t x xε
δ

⎛ ⎞− ≤ + −⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

≤ ( ) ( )( )2
2

21, ,n n
KL x L t x xε
δ

+ −  

≤ ( ) ( ) ( ) ( )2 2
2

2. 1, 1 , 2 , 1,n n n n
KL x L t x xL t x x L xε ε
δ

⎡ ⎤− + + − +⎡ ⎤⎣ ⎦ ⎣ ⎦
                                        

                          

≤ ( )1, 1nL xε ε− +⎡ ⎤⎣ ⎦    
 

( ) ( ) ( ){ }2 2 2
2

2 , 2 , 1, 1n n n
K L t x x x L t x x x L x
δ

⎡ ⎤+ − − − + −⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎣ ⎦                                
(2.12)
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olur.

 
Eş.2.12’te her iki tarafın normu alınırsa 

( ) ( )( ) ( ) ( )2 2
2

2, 1, 1 ,n n n
KL f t f x x L x L t x xε ε
δ

⎧− ≤ − + + −⎡ ⎤⎨ ⎣ ⎦⎩
 

                                     + ( ) ( ) }22 max , max 1, 1n na x b a x b
x L t x x x L x

≤ ≤ ≤ ≤
− + −               (2.13)       

olur. Bu ifadede yer alan  2max
a x b

x
≤ ≤

= 2b    ve     2max
a x b

x
≤ ≤

= 2b  dir. 

Bu sonuçlar Eş.2.13’te yazıldığında, 

 ( ) ( )( ) ( ){ ( )2 2
2

2, 1, 1 ,n n n
KL f t f x x L x L t x xε ε
δ

− ≤ − + + −⎡ ⎤⎣ ⎦  

                                     + ( ) ( ) }22 , 1, 1n nb L t x x b L x− + −
 

olur. Ayrıca Eş.2.5, Eş.2.6 ve Eş.2.7 koşullarından dolayı    n →∞   olduğunda, 

( ) ( )( ), 0nL f t f x x− →   

olur. 

O halde Eş.2.11’den de yararlanırsa    n →∞  için, 

( ) ( ), 0nL f x f x− →  

olduğu görülür. 

2.2. Sonuç 

Eğer nL  lineer pozitif operatörler dizisi [ ],a b  aralığında  

( )1, 1nL x →
→  

( )( )2 , 0nL t x x →
→−   
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koşulları sağlanıyorsa o takdirde [ ],C a b uzayında olan ve tüm reel eksende sınırlı 

herhangi bir f  fonksiyonu ve a x b≤ ≤  için, 

( ) ( ),nL f x f x→
→  

olur[ ]9,10,11 . 
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3.KANTOROVİCH-STANCU TİP OPERATÖRLERİN YAKLAŞIM   

   ÖZELLİKLERİ 

Bu bölümde Kantorovich-Stancu tip operatör ele alınacaktır. İlk kısımda Stancu 

operatörlerinin tanımı ve bazı özellikleri verilecektir. Daha sonraki kısımlarda ise 

Kantorovich-Stancu operatörlerinin yaklaşım özellikleri ve yaklaşım hızı 

verilecektir. 

 3.1. Stancu Operatörleri 

n∈ , α  ve  β  reel sayıları 0 α β≤ ≤  eşitsizliğini sağlamak üzere 

( ) [ ] [ ], : 0,1 0,1nP C Cα β →  

( ) ( ) ( ),
,

0

,
n

n n k
k

kP f x p x f
n

α β α
β=

⎛ ⎞+
= ⎜ ⎟+⎝ ⎠
∑                                                                        (3.1)

   

biçiminde tanımlı ( ),
nP α β operatörüne “Stancu operatörleri” denir. Bu operatörler D. 

D. Stancu tarafından tanımlanmıştır[ ]10 . 0α =  ve 0β =  durumunda  Eş.1.1’de 

tanımlanan Bernstein operatörlerine indirgenir[ ]2,3 . Burada  

, ( ) ( ) (1 )n k n k
n k kp x x x −= −                   (3.2) 

ile ifade edilen Eş.3.2’ye “ Bernstein Taban Elemanı” denir. 

Şimdi Korovkin test fonksiyonları için aşağıdaki Lemmayı verelim. 

3.1. Lemma 

( ) k
ke s s= , 0,1, 2k =  olmak üzere aşağıdaki eşitlikler sağlanır [ ]5 . 

( )( , )
0) , 1ni P e xα β =                    (3.3) 

( )( , )
1) ,n

nii P e x x
n n

α β α
β β

= +
+ +

                 (3.4) 
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( )( , ) 2 2
2 2

1) , ( 1) (1 2 )
( )niii P e x n n x nx
n

α β α α
β

⎡ ⎤= − + + +⎣ ⎦+
              (3.5) 

İspat 

)i  Eş.3.1’de 0( ) ( ) 1f s e s= =  alınır ve binom eşitliği kullanılarak, 

( ),
0 ,

0

( , ) ( )
n

n n k
k

P e x p xα β

=

= ∑  

            =
0

( ) (1 )
n

n k n k
k

k

x x −

=

−∑  

                     = ( 1 )nx x+ −                         

                     =1 

elde edilir. 

1) ( ) ( )ii f s e s s= =  alınırsa, 

( ) ( ),
1 ,

0

, ( ) ( )
n

n n k
k

kP e x p x f
n

α β α
β=

+
=

+∑  

          = ,
0

( ) ( )
n

n k
k

k p x
n

α
β=

+
+∑  

          =
0

( ) (1 ) ( )
n

n k n k
k

k

kx x
n

α
β

−

=

+
−

+∑  

                     =
0

( )( ) (1 )
n

n k n k
k

k

k x x
n

α
β

−

=

+
−

+∑  

          =
0

1 ( ) (1 )
n

n k n k
k

k

k x x
n β

−

=

−
+ ∑ +

0

( ) (1 )
n

n k n k
k

k

x x
n
α
β

−

=

−
+ ∑   

                     =
0

1 ( ) (1 )
n

n k n k
k

k

k x x
n β

−

=

−
+ ∑ + ( ) ( ),

0 ,nP e xα β                                            (3.6)  

olur. Eş.3.6’nın ikinci tarafındaki ilk toplamı hesaplayalım. 
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0 1

!( ) (1 ) (1 )
( 1)!( )!

n n
n k n k k n k
k

k k

nk x x kx x
k k n k

− −

= =

− = −
− −∑ ∑  

         
1

( 1)! (1 )
( 1)!( )!

n
k n k

k

n n x x
k n k

−

=

−
= −

− −∑   

         
1

( 1)! (1 )
( 1)!( )!

n
k n k

k

nn x x
k n k

−

=

−
= −

− −∑                            (3.7)   

Eş.3.7’de k  yerine 1k +  yazılırsa 

1
1 1 1

0 0

( ) (1 ) ( ) (1 )
n n

n k n k n k n k
k k

k k

k x x n x x
−

− − + − −

= =

− = −∑ ∑  

           
1

1 1

0

( ) (1 )
n

n k n k
k

k

n x x x
−

− − −

=

= −∑  

           
1

1 1

0

( ) (1 )
n

n k n k
k

k

nx x x
−

− − −

=

= −∑  

           1( 1 )nnx x x −= + −  

           nx=                                                                                         (3.8)                         

olur. Eş.3.6’da, Eş.3.8 ve Eş.3.3 yerlerine yazılırsa Eş.3.4 elde edilir. 

2
2) ( ) ( )iii f s e s s= =  alınırsa; 

     ( )( , )
2 ,

0

, ( ) ( )
n

n n k
k

kP e x p x f
n

α β α
β=

+
=

+∑  

    =
n

2
,

k=0

( ) ( )n k
k p x
n

α
β

+
+∑  

    = [ ]
2 2n

,2
k=0

2 ( )
( ) n k

k k p x
n

α α
β

+ +
+∑

 

                          =
2n n n

2
, , ,2 2 2

k=0 k=0 k=0

1 2( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )n k n k n kk p x kp x p x
n n n

α α
β β β

+ +
+ + +∑ ∑ ∑  
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( ) ( ) ( ) ( )
2n

, ,2
, 1 02 2 2

k=0

1 2( ) , ,
( ) ( ) ( )n k n nk p x P e x P e x
n n n

α β α βα α
β β β

= + +
+ + +∑

 

                                                                                                                                 
(3.9) 

olur. Eş.3.9’daki ilk toplamı ( )2 1k k k k= − +  eşitliğini kullanarak bulalım.
 

  ]
n n

2
, ,

k=0 k=0

( ) ( 1) ( )n k n kk p x k k k p x⎡= − +⎣∑ ∑  

                      =
n n

, ,
k=0 k=0

( 1) ( ) ( )n k n kk k p x kp x⎡ ⎤− +⎢ ⎥⎣ ⎦
∑ ∑

        
                             

                          
n

k=0

!( 1) (1 )
!( )!

k n knk k x x
k n k

−= − −
−∑ +

0

! (1 )
!( )!

n
k n k

k

nk x x
k n k

−

=

−
−∑

                 

                      

( )n

k=2

( 1) 2 !
(1 ) ( 1)

( 2)!( )!
k n kn n n

x x k k
k n k

−− −
= − − +

− −∑
1

( 1)! (1 )
( 1)!( )!

n
k n k

k

n n x x
k n k

−

=

−
−

− −∑                

                                                                                                                               (3.10)                       

olur.  

Eş.3.10’un ikinci tarafındaki ilk terimde k
 
yerine 2k +  ve ikinci terimde k yerine 

1k +  yazılırsa, 

n n-2
2 2 2

,
k=0 k=0

( 1)( 2)!( ) (1 )
!( 2 )!

k n k
n k

n n nk p x x x
k n k

+ − −− −
= −

− −∑ ∑  

        + n
1

1 1

0

( 1)! (1 )
!( 1 )!

n
k n k

k

n x x
k n k

−
+ − −

=

−
−

− −∑  

         =
n-2 1

2 2 2 1 1

k=0 0

( 1) ( ) (1 ) ( ) (1 )
n

n k n k n k n k
k k

k

n n x x x nx x x
−

− − − − − −

=

− − + −∑ ∑  

                    = ( ) ( )2 12( 1) 1 1n nn n x x x nx x x− −− + − + + −                                  (3.11) 

olur. Eş.3.11, Eş.3.8 ve Eş.3.3, Eş.3.9’da yerine yazılırsa Eş.3.5 elde edilir. 
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3.2. Kantorovich-Stancu Operatörleri Tanım ve Özellikleri 

1930 yılında L.V. Kantorovich [ ]6 ,  Eş.1.1’de verilen Bernstein operatörlerinin 

genelleştirmesini tanımlayarak Lebesgue integrallenebilir fonksiyonlara yaklaşımı 

çalıştı. Bu operatörler aşağıdaki gibi elde edilir. 

[ ]1 0,1f L∈ , [ ]0,1x∈  olmak üzere  

( ) ( )
0

; 1
n n n kk

n kk

kB f x f x x
n

−

=

⎛ ⎞⎛ ⎞= −⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠⎝ ⎠
∑  

şeklinde tanımlanan Bernstein operatöründen aşağıdaki işlemlerle devam edilirse, 

( ) ( ) ( ) ( ) 11 1

0

, 1 1
n n n k n kk k

n kk

d kB f x f kx x n k x x
dx n

− − −− −

=

⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎡ ⎤= − − − −⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎣ ⎦⎝ ⎠⎝ ⎠
∑  

=
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1
11

0 0

! !1 1
! ! ! !

n n
n k n kk k

k k

k n k nf kx x f n k x x
n n k k n n k k

−
− − −−

= =

⎛ ⎞ ⎛ ⎞− − − −⎜ ⎟ ⎜ ⎟− −⎝ ⎠ ⎝ ⎠
∑ ∑  

=
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1
11

0 0

! !1 1
! 1 ! 1 ! !

n n
n k n kk k

k k

k n k nf x x f x x
n n k k n n k k

−
− − −−

= =

⎛ ⎞ ⎛ ⎞− − −⎜ ⎟ ⎜ ⎟− − − −⎝ ⎠ ⎝ ⎠
∑ ∑  

= ( )
( ) ( ) ( )

( ) ( )
1 1

1 1

0 0

1 ! 1 !1 1 1
1 ! ! 1 ! !

n n
n k n kk k

k k

n nk kn f x x n f x x
n n k k n n k k

− −
− − − −

= =

− −+⎛ ⎞ ⎛ ⎞− − −⎜ ⎟ ⎜ ⎟− − − −⎝ ⎠ ⎝ ⎠
∑ ∑  

= ( )
( ) ( )

1
1

0

1 !1 1
1 !

n
n kk

k

nk kn f f x x
n n n k

−
− −

=

−⎡ + ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞− −⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎢ ⎥ − −⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦
∑  

= ( )
1

1,
0

1n

n k
k

k kn f f p x
n n

−

−
=

⎡ + ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞−⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦
∑  

= ( ) ( )
1

1

1,
0

k
nn

n k
k k

n

n f s p s ds

+
−

−
=
∑ ∫  

olur. 
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Buna göre , [ ]1, 0,1n f L∈ ∈  ve [ ]0,1x∈   olmak üzere aşağıdaki şekilde 

tanımlanan n . Kantorovich Operatörü,  

 

[ ] [ ]1: 0,1 0,1nK L C→  

( ) ( ) ( ) ( )
1
1

,
0

1

, 1

k
nn

n n k
k k

n

K f x n p x f s ds

+
+

=
+

= + ∑ ∫       

 

elde  edilir. 

D. Bârbosu [ ]7 ’de Stancu operatörlerinin genelleştirilmesini çalışmıştır. Bu 

operatörler, 

[ ]1 0,1f L∈  , n∈  olmak üzere, 

 

( ) [ ] [ ],
1: 0,1 0,1nK L Cα β →  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1
1

,
,

0
1

, 1

k
nn

n n k
k k

n

K f x n p x f s ds

α
β

α β

α
β

β

+ +
+ +

= +
+ +

= + + ∑ ∫              (3.12) 

 

biçiminde verilerek literatürde Kantorovich-Stancu tipi operatör adını almıştır. 

Eş.3.12 ile verilen operatörlerde 0α β= =  alınırsa Eş.1.2’deki  Kantorovich 

operatörü elde edilir. 
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3.2. Lemma 

[ ]1 0,1f L∈  olsun. Bu durumda  Eş.3.12  ile tanımlı Kantorovich-Stancu operatörü 

lineer pozitiftir. 

İspat 

f  pozitif fonksiyon olsun her bir [ ]0,1s∈  için ( ) 0f s ≥  olsun. 

Bu durumda, 

 ( )

1
1

1

0

k
n

k
n

f s ds

α
β

α
β

+ +
+ +

+
+ +

≥∫   

olur. 

Ayrıca, 

( ) ( ), 1 0
n n kk

n k k
p x x x −⎛ ⎞= − ≥⎜ ⎟

⎝ ⎠
 olduğundan ( ) ( ), , 0nK f xα β ≥  

olur. 

Şimdi ise ( ) ( ), ,nK f xα β  operatörünün lineer olduğunu gösterelim. 

1 2,c c ∈  ve [ ]1, 0,1f g L∈  olmak üzere, 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )
1
1

,
1 2 , 1 2

0
1

, 1

k
nn

n n k
k k

n

K c f c g x n p x c f s c g s ds

α
β

α β

α
β

β

+ +
+ +

= +
+ +

+ = + + +∑ ∫  

            = ( ) ( ) ( ) ( )

1 1
1 1

, 1 2
0

1 1

1

k k
n nn

n k
k k k

n n

n p x c f s ds c g s ds

α α
β β

α α
β β

β

+ + + +
+ + + +

= + +
+ + + +

⎡ ⎤
⎢ ⎥

+ + +⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎣ ⎦

∑ ∫ ∫  

olur.  
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İntegralin lineerliğinden, 

( ) ( ),
1 2 ,nK c f c g xα β + = ( ) ( ) ( )

1
1

, 1
0

1

1

k
nn

n k
k k

n

n p x c f s ds

α
β

α
β

β

+ +
+ +

= +
+ +

+ + ∑ ∫  

                               

( ) ( ) ( )

1
1

, 2
0

1

1

k
nn

n k
k k

n

n p x c g s ds

α
β

α
β

β

+ +
+ +

= +
+ +

+ + + ∑ ∫  

                                ( ) ( ) ( )

1
1

1 ,
0

1

1

k
nn

n k
k k

n

c n p x f s ds

α
β

α
β

β

+ +
+ +

= +
+ +

= + + ∑ ∫
 

                               

( ) ( ) ( )

1
1

2 ,
0

1

1

k
nn

n k
k k

n

c n p x g s ds

α
β

α
β

β

+ +
+ +

= +
+ +

+ + + ∑ ∫  

                               = ( ) ( ) ( ) ( ), ,
1 2, ,n nc K f x c K g xα β α β+  

elde edilir. Böylece ( ),
nK α β  operatörü hem pozitif hem de lineer operatördür. 

3.3. Lemma 

Eş.3.12 ile tanımlı operatör her x ∈ [ ]0,1  için aşağıdaki eşitlikleri sağlar. 

( )( , )
0) ,ni K e xα β =1                 (3.13) 

( )( , )
1

1) ,
( 1) ( 1) 2( 1)n

nii K e x x
n n n

α β α
β β β

= + +
+ + + + + +

                       (3.14) 

( )
( )

( )
( ) ( )

2

( , ) 2
2 2 2 2

1
2 1( 1) 3) ,

1 1 1n

nn niii K e x x x
n n n

α β
α αα

β β β

+ ++−
= + +

+ + + + + +
                           (3.15) 

İspat 

)i  Eş.3.13 için 0 ( )e s =1 olmak üzere, 



35 
 

( ) ( )

1
1n

( , )
0 , 0

k=0
1

, ( 1) ( )

k
n

n n k
k

n

K e x n p x e s ds

α
β

α β

α
β

β

+ +
+ +

+
+ +

= + + ∑ ∫  

                     =

1
1n

k=0
1

( 1) ( ) (1 ) 1

k
n

n k n k
k

k
n

n x x ds

α
β

α
β

β

+ +
+ +

−

+
+ +

+ + −∑ ∫  

                     =
1n
1

k=0 1

( 1) ( ) (1 )
k

n k n k n
kk

n

n x x s
α
β
α
β

β
+ +

− + +
+
+ +

+ + −∑  

                     =
n

k=0

1( 1) ( ) (1 )
1 1

n k n k
k

k kn x x
n n

α αβ
β β

− ⎡ ⎤+ + +
+ + − −⎢ ⎥+ + + +⎣ ⎦

∑  

                     =
n

k=0

1( 1) ( ) (1 )
( 1)

n k n k
kn x x

n
β

β
−+ + −

+ +∑
                                      

 (3.16) 

olur. Eş.3.16’da 1
( 1)n β+ +

sabiti toplam sembolünün dışına alınırsa, 

=
n

k=0

1( 1) ( ) (1 )
( 1)

n k n k
kn x x

n
β

β
−+ + −

+ + ∑  

=1 (1 )nx x+ −                                                                                (Binom açılımından) 

=1    

olur. 

)ii  Eş.3.14  için 1( )e s  = s  olmak üzere, 

( ) ( )

1
1n

( , )
1 , 1

k=0
1

, ( 1) ( )

k
n

n n k
k

n

K e x n p x e s ds

α
β

α β

α
β

β

+ +
+ +

+
+ +

= + + ∑ ∫     
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=  ( )

1
1n

( , )
1

k=0
1

, ( 1) ( ) (1 )

k
n

n k n k
n k

k
n

K e x n x x sds

α
β

α β

α
β

β

+ +
+ +

−

+
+ +

= + + −∑ ∫                    

=

1
2 1

0
1

( 1) ( ) (1 )
2

k
n n

n k n k
k

kk
n

sn x x

α
β

α
β

β

+ +
+ +

−

+=
+ +

+ + −∑  

=
2 2

0

( 1) 1( ) (1 )
2 1 1

n
n k n k
k

k

n k kx x
m m

β α α
β β

−

=

⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ + + + +
− −⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟+ + + +⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎢ ⎥⎣ ⎦

∑  

=
0

( 1) 1 1( ) (1 )
2 1 1

n
n k n k
k

k

n k k k kx x
n n

β α α α α
β β

−

=

⎡ ⎤⎛ ⎞⎛ ⎞+ + + + − − + + + +
− ⎢ ⎥⎜ ⎟⎜ ⎟+ + + +⎝ ⎠⎝ ⎠⎣ ⎦

∑  

= ( )
0

1 ( ) (1 ) 2 2 1
2( 1)

n
n k n k
k

k

x x k
n

α
β

−

=

− + +
+ + ∑                                                         (3.17)                       

olur. 

Eş.3.17’de toplam sembolünün lineerlik özelliğini kullanarak,                                                             

( )( , )
1,nK e xα β =

0 0

1 2 ( ) (1 ) 2 ( ) (1 )
2( 1)

n n
n k n k n k n k
k k

k k

k x x x x
n

α
β

− −

= =

⎧ − + −⎨+ + ⎩
∑ ∑  

                      + 
0

( ) (1 ) 1
n

n k n k
k

k

x x −

=

⎫− ⎬
⎭

∑                            (3.18) 

yazılır.                              

Eş.3.18’de Eş.3.3 ve Eş.3.8 yerlerine yazılırsa       

( )( , )
1,nK e xα β  = ( )1 2 2 1

2( 1)
nx

n
α

β
+ +

+ +
                                                  

                      = 1
1 1 2( 1)

n x
n n n

α
β β β

+ +
+ + + + + +

                      

olur. 
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iii) 2 ( )e x = 2s   olmak üzere 

( )( , )
2 ,nK e xα β =

1
1n

2
,

k=0
1

( 1) ( )

k
n

n k
k

n

n p x s ds

α
β

α
β

β

+ +
+ +

+
+ +

+ + ∑ ∫  

          =

1
3n 1

k=0
1

( 1) ( ) (1 )
3

k
n

n k n k
k

k
n

sn x x

α
β

α
β

β

+ +
+ +

−

+
+ +

+ + −∑  

                     =
3 3n

k=0

( 1) 1( ) (1 )
3 1 1

n k n k
k

n k kx x
n n

β α α
β β

−
⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ + + + +

− −⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟+ + + +⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎢ ⎥⎣ ⎦
∑  

                     = ( 1)
3

n β+ +
2n

k=0

1 1( ) (1 )
1 1

n k n k
k

k k kx x
n n
α α α

β β
−
⎧ ⎡⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ + − − + +⎪− ⎢⎨⎜ ⎟ ⎜ ⎟+ + + +⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎢⎪ ⎣⎩

∑  

                     +  
2

1
1 1 1

k k k
n n n

α α α
β β β

⎫⎤⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ + + + ⎪+ ⎥⎬⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟+ + + + + +⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎥⎪⎦⎭
  

                     = ( 1)
3

n β+ +

( )

2 2n

2
k=0

1 1 2 2 2( ) (1 )
1 1

n k n k
k

k k kx x
n n

α α α
β β

−
⎧ ⎡⎛ ⎞ + + + + +⎪− ⎢⎨⎜ ⎟+ + + +⎝ ⎠ ⎢⎪ ⎣⎩

∑                         

                     +
( ) ( )

2 2 2 2

2 2
2 2

1 1
k k k k k

n n
α α α α α
β β

⎫⎤+ + + + + + ⎪+ ⎥⎬
+ + + + ⎥⎪⎦⎭

 

                     =
( )

n
2 2

2
k=0

1 ( ) (1 ) 3 6 3 3 3 1
3 1

n k n k
k x x k k k

n
α α α

β
− ⎡ ⎤− + + + + +⎣ ⎦+ +

∑    (3.19) 

olur.  

Eş.3.19’da toplam sembolünün lineerlik özelliği kullanılarak ifade 

düzenlenirse,

( )
( )

n n
( , ) 2

2 2
k=0 k=0

1, 3 k ( ) (1 ) + 6 ( ) (1 )
3 1

n k n k n k n k
n k kK e x x x k x x

n
α β α

β
− −⎡= − −⎢+ + ⎣

∑ ∑  
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+
n n

2

k=0 k=0

3 ( ) (1 ) 3 ( ) (1 )n k n k n k n k
k kk x x x xα− −− + −∑ ∑  

+
n n

k=0 k=0

3 ( ) (1 ) ( ) (1 )n k n k n k n k
k kx x x xα − − ⎤− + − ⎥⎦

∑ ∑                                                           (3.20) 

olur. 

Eş.3.20’de Eş.3.3, Eş.3.8 ve Eş.3.11 yerlerine yazılırsa,
 

( )( , )
2 ,nK e xα β   =

( )
( )2 2

2

1 3 ( 1) 6 3 3 3 1
3 1

n n x nx nx nx
n

α α α
β

⎡ ⎤− + + + + + +⎣ ⎦+ +  

                       =
( )

2

2

( 1).
1

n n x nx
n β
− +

+ +
+
( )2

2
1

nx
n

α
β+ +

+
( )21

nx
n β+ +  

                       +
( )

2

21n
α
β+ +

+ 
( )2

1
3
1n

α

β

+

+ +
 

                       =
( )

( )
( ) ( )

2

2
2 2 2

1
2 1( 1) 3

1 1 1
nn n x x

n n n

α αα

β β β

+ ++−
+ +

+ + + + + +
 

olur. 

3.4. Lemma 

Eş.3.12 ile tanımlı Kantorovich-Stancu Operatörü aşağıdaki eşitliği sağlar. 

 

( )( )2( , )
1 ,nK e x xα β − = ( )

( )
( )( )

( ) ( )

22
2

2 2 2

1
1 1 2 1 3

1 1 1
n n

x x
n n n

α αβ β α

β β β

+ ++ − + + −
− +

+ + + + + +
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İspat 

( )( )2( , )
1 ,nK e x xα β − = ( )( , ) 2 2

1 12 ,nK e e x x xα β − +  

                               = ( ) ( ) ( )( , ) ( , ) 2 ( , )
2 1 0, 2 , ,n n nK e x xK e x x K e xα β α β α β− +           (3.21) 

olur. Lemma 3.3’te bulunan sonuçlar Eş.3.21’de yazılırsa                            

( )( )2( , )
1 ,nK e x xα β − =

( ) ( ) ( ) ( )

2 2

2 2 2 2

( 1) 2
1 1 1 1

n n x nx nx nx
n n n n

α α
β β β β

− +
+ + +

+ + + + + + + +
 

                               +
( )

2
2

1 12  
1 1 2( 1)3 1

nx x x
n n nn

α
β β ββ

⎡ ⎤
− + + +⎢ ⎥+ + + + + ++ + ⎣ ⎦

 

                               =
( ) ( ) ( ) ( )

2 2

2 2 2 2

( 1) 2 2
1 1 1 1

n n x nx nx
n n n n

α α
β β β β
−

+ + +
+ + + + + + + +

  

                               ( ) ( )

2
2

2 2

1 2 2
1 1 11 3 1

nx x x x
n n nn n

α α
β β ββ β

+ + − − − +
+ + + + + ++ + + +

 

olur. 

Gerekli düzenlemeler yapılırsa, 

( )( ) ( )
( )

( )
2( , ) 2

1 2 2

2 1( 1),
1 1n

nn nK e x x x x
n n

α β α

β β

+−
− = +

+ + + +
 

                               ( )
( ) ( )2

2
2

2 1 1 23 3 1
1 13 1

n n
x x

n nn
α βα α
β ββ

+ + + −+ +
+ − +

+ + + ++ +
 

                               = ( )
( )

( )( )
( ) ( )

22
2

2 2 2

1
1 1 2 1 3

1 1 1
n n

x x
n n n

α αβ β α

β β β

+ ++ − + + −
− +

+ + + + + +
 

olur. 

Bu bölümde Kantorovich-Stancu operatörlerinin özellikleri ve [ ]0,1  aralığında 

( ),
nK α β  operatörler dizisinin bazı yaklaşım özellikleri ve teoremler verilecektir. 
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3.1. Teorem 

Her [ ]1 0,1f L∈  için ( ) ( )( ),
nK fα β dizisi [ ]0,1  aralığı üzerinde f ’ye düzgün 

yakınsaktır. 

İspat 

( , )
nK α β  operatörünün lineerlik özelliğinden, 

( )( ) ( ) ( ) ( )2( , ) ( , ) ( , ) 2 ( , )
1 2 1 0, , 2 , ,n n n nK e x x K e x xK e x x K e xα β α β α β α β− = − +  

yazılır. 

Lemma 3.4’ten ( ) ( ) ( )( , ) ( , ) ( , )
2 1 0, , , , ,n n nK e x K e x K e xα β α β α β  eşitlikleri yerlerine yazılırsa, 

( )( ) ( )
( )

( )( )
( ) ( )

22
2( , ) 2

1 2 2 2

1
1 1 2 1 3,

1 1 1n

n n
K e x x x x

n n n
α β

α αβ β α

β β β

+ ++ − + + −
− = − +

+ + + + + +
          (3.22) 

olur.  

Eş.3.22’deki polinom katsayılarına sırasıyla, 

( , ), ( , , )A n B nβ α β  ve ( , , )C nα β
 

diyelim. 

( )
( )
( )
( )

2

2

2

2

1
( , )

1

1
1

( , )

n
A n

n

n
n

A n

β
β

β

β

β

β

+ −
=

+ +

+ +
≤

+ +

= '

 

ve 
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( )( )
( )

( )( )
( )

2

2

1 2 1
( , , )

1

1 2 1
1

'( , , )

n
B n

n

n
n

B n

β α
α β

β

β α

β
α β

− + + +
=

+ +

+ + +
≤

+ +

=

 

denilirse; 

( )( ) ( )( )2( , ) 2
1 , '( , ) '( , , ) ( , , ) 1nK e x x A n B n C n x xα β β α β α β− ≤ + + + +  

olur.  

Ayrıca [ ]0,1x∈  olduğundan 2 1 3x x+ + ≤  olup, 

( )( ) ( )2( , )
1 , 3 '( , ) '( , , ) ( , , )nK e x x A n B n C nα β β α β α β− ≤ + +  

olur. 

' ' nA B C M+ + =  denilirse nM  bir sıfır dizisi olur. Teorem 2.1’den 

( )( )2( , )
1 ,nK e x xα β −  ifadesi 0' a düzgün yakınsak olur. Eş.3.13’te ( )( , )

0 , 1nK e xα β =  

olduğundan ve Sonuç 2.2.’den  ( )( ),
nK α β  dizisi f ’ye düzgün yakınsar. 

3.3. Kantorovich-Stancu Tip Operatörünün Süreklilik Modülüyle Yaklaşım        

         Hızının Hesaplanması 

Burada [ ]0,1  aralığında Kantorovich-Stancu operaötünün süreklilik modülü 

yardımıyla yaklaşım hızı elde edilecektir. 

3.1. Tanım 

,a b< >  ifadesi [ ],a b , ( ),a b , [ ),a b ,  ( ],a b , ( ),−∞ ∞ ,  ( ),b−∞ , ( ),a ∞   

aralıklarından birini göstersin. x , y ∈ ,a b< >  için 0δ >  olmak üzere, 

( ) ( ) ( ), sup
x y

f f x f y
δ

ω δ
− ≤

= −  
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değerine f ’ nin süreklilik modülü denir [ ]1,10,11 . ( ),fω δ  yerine ( )ω δ  veya 

( )fω δ  
 
gösterimleri de kullanılabilir. 

Süreklilik modülünün özellikleri aşağıdaki gibi gösterilir. 

i) ω  fonksiyonu δ ’ nın monoton artan bir fonksiyonudur. 

ii) f ’ nin ,a b< > ’ de düzgün sürekli ( 0ε∀ 〉  için 0δ∃ 〉  vardır ki  x y δ− 〈    

     olduğunda ( ) ( )f x f y δ− 〈   olur.)olması için gerek ve yeter şart 

     ( )
0

lim , 0f
δ

ω δ
+→

=  olmasıdır. 

iii) m N∈  ise ( ) ( ), ,f m m fω δ ω δ≤ ’dır. 

iv) 0λ >  reel sayısı için ( ) ( ) ( ), 1 ,f fω λδ λ ω δ≤ + ’ dır. 

v) ( ) ( ) ( ),f t f x f t xω− ≤ −  

3.2. Teorem 

[ ]1 0,1f L∈ ,α β≤  ve , 0α β ≥  sağlaması şartıyla her bir [ ]0,1x∈  için Kantorovich-

Stancu operatörü aşağıdaki eşitsizliği sağlar. 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ), ,, 2 ,n nK f x f x f xα β α βω δ− ≤
 

Burada, 

( ) ( ) ( ) ( )( )2, ,
1 ,n nx K e x xα β α βδ = − ’

 
dir. 

İspat 

)i s x δ− <  iken, 

( ) ( ), ,f s x fω ω δ− ≤  
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( )
2

1 ,s x fω δ
δ

⎡ ⎤−⎛ ⎞≤ +⎢ ⎥⎜ ⎟
⎝ ⎠⎢ ⎥⎣ ⎦

                                                          (3.23) 

olur. 

)ii s x δ− ≥  iken, 

1
s x
δ
−

≥      ise  
s x

s x s x
δ
−

− ≤ −
 

2s x δ
δ δ
−

≤
 

2

2

s x
δ

δ
−

≤                                                                                                              (3.24)                        

yazılır.                                                                                

Eş.3.24’e süreklilik modülü uygulanırsa, 

( )
2

2, ,
s x

f s x fω ω δ
δ

⎛ ⎞−
− ≤ ⎜ ⎟

⎜ ⎟
⎝ ⎠

                                             (3.25) 

olur. 

Eş.3.25’e Tanım 3.1’deki (iv) özelliği uygulanırsa, 

( ) ( )
2

, 1 ,s xf s x fω ω δ
δ

⎛ ⎞−⎛ ⎞− ≤ +⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠⎝ ⎠
                                                                   (3.26) 

olur. O halde, Eş.3.23 ve Eş.3.26’dan  

( ) ( ) ( ),f s f x f s xω− ≤ −  

( )
2

1 ,s x fω δ
δ

⎡ ⎤−⎛ ⎞≤ +⎢ ⎥⎜ ⎟
⎝ ⎠⎢ ⎥⎣ ⎦

                                                                                       (3.27) 

elde edilir. 
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( ),
nK α β  operatörü lineer olduğu için, 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ), ,, , .1n nK f x f x K f x f xα β α β− = −  

           ( ) ( ) ( ) ( ) ( ), ,
0, ,n nK f x f x K e xα β α β= −  

           ( ) ( ) ( ) ( )( ), ,, 1,n nK f x K f x xα β α β= −  

                                
( ) ( ) ( ) ( )( ), ,, ,n nK f x K f x xα β α β= −                                           (3.28)                        

biçiminde yazılır. 

Eş.3.28’de Kantorovich-Stancu operatörü tanımı yazılırsa, 

( ) ( ) ( ), ,nK f x f xα β − =

1
1n

,
k=0

1

( 1) ( ) ( )

k
n

n k
k

n

n p x f s ds

α
β

α
β

β

+ +
+ +

+
+ +

+ + ∑ ∫      

                                - ( )

1
1n

,
k=0

1

( 1) ( ) 1

k
n

n k
k

n

n p x f x ds

α
β

α
β

β

+ +
+ +

+
+ +

+ + ∑ ∫                                                                         

                                = ( )( )
1
1n

,
k=0

1

( 1) ( ) ( )

k
n

n k
k

n

n p x f s f x ds

α
β

α
β

β

+ +
+ +

+
+ +

+ + −∑ ∫
                         

(3.29) 

olur.

 Eş.3.29’un her iki tarafının mutlak değeri alınırsa, 

( )( )f s f x−  ≤ ( )( )f s f x−   

olduğundan,

 

( ) ( ) ( ) ( )

1
1n

,
,

k=0
1

, ( 1) ( ) ( )

k
n

n n k
k

n

K f x f x n p x f s f x ds

α
β

α β

α
β

β

+ +
+ +

+
+ +

− ≤ + + −∑ ∫
                       

 (3.30) 
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olur. 

Eş.3.30’da Eş.3.27 yazılırsa, 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1
21n

,
, 2

k=0
1

, ( 1)   ( ) 1 ,

k
n

n n k
k

n

s x
K f x f x n p x f ds

α
β

α β

α
β

β ω δ
δ

+ +
+ +

+
+ +

⎛ ⎞−
− ≤ + + +⎜ ⎟

⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑ ∫  

( ) ( )
1

21n

, 2
k=0

1

( 1) , ( ) 1

k
n

n k
k

n

s x
n f p x ds

α
β

α
β

β ω δ
δ

+ +
+ +

+
+ +

⎛ ⎞−
≤ + + +⎜ ⎟

⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑ ∫                                           (3.31) 

olur. 

Öncelikle Eş.3.31’deki integrali hesaplarsak, 

( ) ( )
1 1 1

2 21 1 1

2 2

1 1 1

1

k k k
n n n

k k k
n n n

s x s x
ds ds

α α α
β β β

α α α
β β β

δ δ

+ + + + + +
+ + + + + +

+ + +
+ + + + + +

⎛ ⎞− −
+ = +⎜ ⎟

⎜ ⎟
⎝ ⎠

∫ ∫ ∫  

                                   =

1
1 1

2 21
2

1
1

1 s 2

k
k n
n
k

kn
n

s sx x ds

α
α β
β
α

αβ
β

δ

+ +
+ + + +
+ +
+

++ +
+ +

⎡ ⎤+ − +⎣ ⎦∫  

                                   =

1
3 1

2 2
2

1

1 1
1 3

k
n

k
n

s xs x s
n

α
β

α
β

β δ

+ +
+ +

+
+ +

⎛ ⎞
+ − +⎜ ⎟+ + ⎝ ⎠

                              (3.32) 

olur.  

Eş.3.32’de işlem kısalığı için; 

1
k a

m
α
β
+

=
+ +  

diyelim.  

O halde,  
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1
3 23 1

2 2 1 1 1
3 1 3 1

a
m

a

s xs x s a x a
n n

β

β β

+
+ +⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞

− + = + − +⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟+ + + +⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠
 

                                      
3

2 2 21
1 3

ax a xa x a
n β

⎛ ⎞
+ + − + −⎜ ⎟+ +⎝ ⎠

               

                                      =
( ) ( )

3 2
2 3

1 1 1 13 3
3 1 1 1

a a a
n n nβ β β

⎡ ⎤
+ + +⎢ ⎥

+ + + + + +⎢ ⎥⎣ ⎦
 

( ) ( )
2

2

1 12
1 1

x a a
n nβ β

⎡ ⎤
− + +⎢ ⎥

+ + + +⎢ ⎥⎣ ⎦ ( )
3

2 2 21
1 3

ax a xa x a
n β

⎛ ⎞
+ + − + −⎜ ⎟⎜ ⎟+ +⎝ ⎠

 

=
( ) ( ) ( )

3 2
2

2 3

1
3 1 1 3 1
a a a xa

n n nβ β β
+ + + −

+ + + + + +
 

( ) ( )
2 3

2 2 2
2

2
1 1 31

ax x x ax a xa x a
n nnβ ββ

− − + + − + −
+ + + ++ +

 

=
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

2 2

2 3 2

1 2
1 1 11 3 1 1

a a ax x x
n n nn n nβ β ββ β β

+ + − − +
+ + + + + ++ + + + + +

 

olur. 

Şimdi a eşitliği yerine yazılır ve ifade düzenlenirse, 

( ) ( )

2
1

3 1
2 2

2 3

1 1 1
3 1 1 3 1

a
m

a

k k
n ns xs x s
n n n

β

α α
β β
β β β

+
+ +

⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ +
⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎛ ⎞ + + + +⎝ ⎠ ⎝ ⎠− + = + +⎜ ⎟ + + + + + +⎝ ⎠

       

( ) ( ) ( )
2

2

2
1
1 11

k x
n x x
n nn

α
β
β ββ

⎛ ⎞+
⎜ ⎟+ +⎝ ⎠− − +

+ + + ++ +
 

= ( )
( )

( )
( ) ( )

2

3 3 3

1
1 1 3 1

k k
n n n

α α

β β β

+ +
+ +

+ + + + + +
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( )
( ) ( ) ( )

2

2 2

2
11 1

k x x x
nn n

α
ββ β

+
− − +

+ ++ + + +
 

=
( )

( )
( ) ( )

2 2

3 3 3

2 1
1 1 3 1

kk k
n n n

αα α
β β β

++ +
+ +

+ + + + + +

( ) ( ) ( )
2

2 2

2 2
11 1

kx x x x
nn n

α
ββ β

+
− − +

+ ++ + + +                                                               
(3.33) 

olur. 

Bulduğumuz Eş.3.33, Eş.3.32’de yerine yazılırsa, 

( )
( )

( )
( ) ( )

1
21 2 2

3 3 32 2

1

1 1 2 11
1 1 1 3 1

k
m

k
m

s x kk kds
m m m m

α
β

α
β

αα α
δ β δ β β β

+ +
+ +

+
+ +

⎛ ⎞ ⎡− ++ +
+ = + + +⎜ ⎟ ⎢⎜ ⎟ + + + + + + + +⎢⎝ ⎠ ⎣

∫
    

                     

( ) ( ) ( )

2

2 2

2 2
1 1 1

kx x x x
m m m

α
β β β

⎤+
− − + ⎥

+ + + + + + ⎥⎦
                                                        (3.34)

 

elde edilir. Eş.3.34, Eş.3.31'deki integral ifadesinin yerine yazılırsa, 

( ) ( ) ( ) ( )

( )
( )

( ) ( )

( ) ( ) ( )

n
,

, 2
k=0

2 2

3 3 3

2

2 2

1 1, ( 1) ,  ( )
1

2 1
1 1 3 1

2 2
11 1

n n kK f x f x n f P x
n

kk k
n n n

kx x x x
nn n

α β β ω δ
β δ

αα α
β β β

α
ββ β

⎧
− ≤ + + +⎨ + +⎩

⎡ ++ +
× + +⎢

+ + + + + +⎢⎣
⎫⎤+ ⎪− − + ⎥⎬+ ++ + + + ⎥⎪⎦⎭

∑

 

eşitsizliği elde edilir. Toplam sembolünün lineerliği kullanılarak, 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( )

2n n
,

, n, 22
k=0 k=0

1, ,  ( )  , ( )
n 1n n k k

kK f x f x f P x f P xα β ω δ ω δ
δ β

⎧⎪− ≤ + ⎨
+ +⎪⎩

∑ ∑
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( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

2n n

n, n,2 2
k=0 k=0

n n

n, n,2 2
k=0 k=0

n n

n, n,2
k=0 k=0

n n n
2

n, n, ,
k=0 k=0 k=0

2( ) ( )
n 1 n 1

( )
n 1 n 1

1 2( ) ( )
n 13 n 1

2( ) ( ) ( )
n 1 n 1

k k

k k

k k

k k n k

kP x P x

kP P x

xkP x P x

x xP x P x P x x

α α
β β

α
β β

ββ

α
β β

+ +
+ + + +

+ +
+ + + +

+ −
+ ++ +

⎫⎪− − + ⎬+ + + + ⎪⎭

∑ ∑

∑ ∑

∑ ∑

∑ ∑ ∑

 

                                                                                                                               

(3.35)

     

                  

olur. 

Lemma 3.1’deki Eş.3.3, Eş.3.4 ve Eş.3.5’i Eş.3.35’te yerine yazdığımızda, 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( )

2
,

22

1 ( 1), ,  + ,
1n

n n x nxK f x f x f f
n

α β ω δ ω δ
δ β

⎧ − +⎪− ≤ ⎨
+ +⎪⎩

      

                                  

( ) ( ) ( )

( ) ( )

2

2 2 2

2

2 2

2

2
1 1 1

1 2
11 3 1

2
1 1

nx nx
n n n

nx
nn n

x x x
n n

α α
β β β

α
ββ β

α
β β

+ + +
+ + + + + +

+ + −
+ ++ + + +

⎫
− − + ⎬+ + + + ⎭

 

                                  
( ) ( ) ( )

( )
2

22

11, ,
1

n n
f f x

n
ω δ ω δ

δ β

⎧ −⎪≤ + ⎨
+ +⎪⎩

                          

                       ( )
( ) ( )

( )
( )

( )2
2

2 2

2 1 1 2 13 3 1
1 11 3 1

n n
x x x

n nn n
α β αα α

β ββ β

⎫+ − + ++ + ⎪+ + + + ⎬+ + + ++ + + + ⎪⎭     

                                        

( ) ( )
( )

( )
( )

2 2
2 2

1 2 1
, 1

1 1
n n n

f x x
n n

α
ω δ δ

β β
−

⎛ ⎧ − +⎪⎜≤ + +⎨⎜ + + + +⎪⎩⎝  

                                        
( )

( )
( )

( )2
2

2

1 2 13 3 1
1 13 1

n
x x

n nn
β αα α

β ββ

⎞⎫− + ++ + ⎪⎟+ + + ⎬⎟+ + + ++ + ⎪⎭⎠
                        (3.36)   
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olur.  

Eş.3.36 düzenlenir ve Lemma 3.4 kullanılırsa, 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )( )2, ,2
1, , 1 ,n nK f x f x f K e x xα β α βω δ δ −− ≤ + −                                  (3.37)  

olur. 

( ) ( ) ( )( )2, ,
1( ) ,n nx K e x xα β α βδ = −  seçilirse, 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )( ) ( )
2, ,2, 1 ,n nK f x f x x fα β α βδ δ ω δ−− ≤ +             (3.38) 

olur. 

Eş.3.38’de ( ) ( ),
n xα βδ δ=  alındığında 

ispat tamamlanmış olur. 

3.3. Teorem  

[ ]1 0,1f L∈  ve her bir [ ]0,1x∈  için, 

 

( ) ( ) ( ) ( )( ), ,, 2 ,n nK f x f x fα β α βω δ− ≤  

 

İspat 

Teorem 3.1’in ispatında  

( )( ) ( )
( )

( )( )
( ) ( )

22
2( , )

1 2 2 2

1
1 1 2 1 3, 3

1 1 1
n

n n
K e x x

n n n
α β

α αβ β α

β β β

⎛ ⎞+ +⎜ ⎟+ + + + +
− ≤ + +⎜ ⎟

+ + + + + +⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

olduğunu görmüştük. 
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( ) ( )
( )

( )( )
( ) ( )

22
,

2 2 2

1
1 1 2 1 33

1 1 1
n

n n
n n n

α β
α αβ β α

δ
β β β

⎛ ⎞+ +⎜ ⎟+ + + + +
= + +⎜ ⎟

+ + + + + +⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

 

 seçilerek Teorem 3.2’deki Eş.3.37’de yerine yazılırsa, 

( ) ( ) ( ) ( )
( )

( )( )
( ) ( )

( )
22

, 2
2 2 2

1
1 1 2 1 3, 1 3 ,

1 1 1
n

n n
K f x f x f

n n n
α β

α αβ β α
δ ω δ

β β β
−

⎛ ⎞⎛ ⎞+ +⎜ ⎟⎜ ⎟+ + + + +
− ≤ + + +⎜ ⎟⎜ ⎟

+ + + + + +⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠⎝ ⎠  

olur. 

Burada ( ) ( )
( )

( )( )
( ) ( )

22
,

2 2 2

1
1 1 2 1 33

1 1 1
n

n n
n n n

α β
α αβ β α

δ δ
β β β

⎛ ⎞+ +⎜ ⎟+ + + + +
= = + +⎜ ⎟

+ + + + + +⎜ ⎟
⎝ ⎠

 alınırsa, 

( ) ( ) ( ) ( )( ), ,, 2 ,n nK f x f x fα β α βω δ− ≤  

olur. 

3.1. Açıklama 

 Her bir [ ]0,1x∈  için Teorem 3.2 yerel yaklaşımı verirken Teorem 3.3’te ise her bir 

[ ]0,1x∈  için genel bir yaklaşımdan bahsetmektedir. 

( ) ( ),
n xα βδ ’nın maksimumu α , β  arasındaki bağıntıya bağlı olduğu için daha da 

küçük yapılabilir.  

[ ],a b  aralığında sürekli her fonksiyon bu aralıkta integrallenebilir. O halde  

[ ] [ ]10,1 0,1C L⊂  olduğuna göre Teorem 3.2 ve Teorem 3.3’ün sonuçları olarak 

aşağıdaki iki sonuç verilebilir. 

 



51 
 
3.1.  Sonuç 

Her bir [ ]0,1f C∈  için , 0α β ≥  ve α β≤  olmak üzere, [ ]0,1x∈  için Teorem 

3.2’deki eşitsizlik elde edilir. 

3.2.  Sonuç 

Her bir [ ]0,1f C∈  için her , 0α β ≥ ve α β≤  olmak üzere, [ ]0,1x∈  için Teorem 

3.3’teki eşitsizlik elde edilir. 

3.4. Teorem 

[ ]( )1 0,1f C∈  ve her [ ]0,1x∈  için Eş.3.9 ile tanımlanan Kantorovich-Stancu 

operatörü aşağıdaki eşitsizliği sağlar[ ]12 . 

 

( ) ( ) ( ), ,nK f x f xα β − ≤ ( )f x'

1
12

1 1
x

n n

α β
β β

+ +
−

+ + + +
+2 ( ) ( ),

n xα βδ  ( ) ( )( ),, nf xα βω δ'  

 

İspat 

( ) ( ) ( ), ,nK f x f xα β − = ( )( )( , ) ,nK f s xα β - ( )f x              (3.39) 

Eş. 3.39’da eşitliğin birinci tarafına ( )f x  ekleyip çıkartırsak, 

    ( ) ( ) ( ), ,nK f x f xα β − = ( ) ( ) ( ) ( )( ), ,nK f s f x f x xα β − + - ( )f x  

                                     = ( ) ( )( ), ,nK f f x xα β − + ( ) ( )( ), ,nK f x xα β - ( )f x  

                                     = ( ) ( )( ), ,nK f f x xα β − + ( )f x ( ) ( ),
0 ,nK e xα β - ( )f x  

                                     = ( ) ( )( ), ,nK f f x xα β − + ( )f x ( ) ( ),
0 , 1nK e xα β⎡ ⎤−⎣ ⎦                (3.40)        
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olur.  

Eş.3.40’ ta ( )f s = ( )f x + ( )( )f x s x−' + ( )f s - ( )f x - ( )( )f x s x−'  

yazılırsa,  

( ) ( ) ( ), ,nK f x f xα β − =  
( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )( ), ' ' ,nK f x f x s x f s f x f x s x f x xα β + − + − − − −

 

                                  + ( )f x ( ) ( ),
0 , 1nK e xα β⎡ ⎤−⎣ ⎦                                                               (3.41)

                        
olur . Eş.3.41’in her iki tarafının mutlak değeri alınırsa, 

( ) ( ) ( ), ,nK f x f xα β − =

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )( ), ,nK f x f x s x f s f x f x s x f x xα β + − + − − − −' '                       

( ) ( ) ( ),
0 , 1nf x K e xα β⎡ ⎤+ −⎣ ⎦  

olur. 

Üçgen eşitsizliğinden, 

( ) ( ) ( ), ,nK f x f xα β − ≤ ( )f x' ( ) ( ), ,nK s x xα β −
   
                                                       

                                          ( ) ( ) ( ) ( )( )( ), ,nK f s f x f x s x xα β+ − − −'                        

                                  + ( )f x ( ) ( ),
0 , 1nK e xα β −   

 

olur.   

Gerekli düzenlemeler yapılırsa,             

( ) ( ) ( ), ,nK f x f xα β − ≤ ( )f x' ( ) ( ), ,nK s x xα β −
 

                                  + ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ), . ,nK f s f x f x s x xα β − − −'

 

                                  + ( )f x ( ) ( ),
0 , 1nK e xα β −
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≤ ( )'f x ( ) ( ), ,nK s x xα β − + ( ) ( ) ( )
( ) ( ), ' ,n

f s f x
K s x f x x

s x
α β ⎛ ⎞−

− −⎜ ⎟⎜ ⎟−⎝ ⎠
 

+ ( )f x ( ) ( ),
0 , 1nK e xα β −  

≤ ( )'f x ( ) ( ), ,nK s x xα β − + ( ) ( ) ( )( ), ' ' ,nK s x f s f x xα β − −
 

+ ( )f x ( ) ( ),
0 , 1nK e xα β −                                                                                        (3.42)                        

olur.                                        

Eş.3.42’de ikinci terimi hesaplayalım. 

( ) ( )f s f x−' ' ≤ ( ),f s xω −'                (3.43) 

Eş.3.43’te s x−  ifadesi  δ
δ

 ile çarpılırsa, 

( ) ( )f s f x−' ' ≤ ,f s x δω
δ

⎛ ⎞−⎜ ⎟
⎝ ⎠

'                (3.44) 

Eş.3.44’e Tanım 3.1’de (iv) özelliği uygulanırsa, 

( ) ( )' 'f s f x− ≤ 1
s x
δ

⎛ − ⎞
+⎜ ⎟

⎝ ⎠
( )' ,fω δ  

elde edilir. Elde edilen bu eşitsizliğin her iki tarafı s x−  ile çarpılırsa, 

s x− ( ) ( )' 'f s f x− ≤ s x− 1
s x
δ

⎛ − ⎞
+⎜ ⎟

⎝ ⎠
( )' ,fω δ  

olur. 

s x− ( ) ( )' 'f s f x− ≤
2s x

s x
δ

⎛ ⎞−
⎜ − + ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

( )' ,fω δ        

eşitsizliğinin her iki tarafına ( ),
nK α β  operatörünü uygularsak, 
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( ) ( ) ( )( ), ,nK s x f s f x xα β − −' ' ≤ ( ) ( )
2

, , ,n

s x
K s x x fα β ω δ

δ

⎛ ⎞−
⎜ − + ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

'                 (3.45) 

olur.           

Bulduğumuz Eş.3.45’i Eş.3.42’de yerleştirirsek, 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

, ,

2
, ,

, ,

, , ,

n n

n n

K f x f x f x K s x x

s x
K s x x K x f

α β α β

α β α β ω δ
δ

− ≤ −

⎡ ⎤⎛ ⎞−
⎢ ⎥+ − + ⎜ ⎟

⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦

'

'
            

                ( ) ( ) ( ),
0 , 1nf x K e xα β+ −  

elde edilir. Burada xs x χ− =  dersek,   

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

,

, 2
, , '

,

,
, , ,

n

n x
n x n x

K f x f x f x

K x
K x K x f

α β

α β
α β α β χ

χ χ ω δ
δ

− ≤

⎡ ⎤
⎢ ⎥+ +
⎢ ⎥⎣ ⎦

'

 

                                  + ( )f x ( ) ( ),
0 , 1nK e xα β −  

olur. 

Cauchy Schwarz eşitsizliğin’den 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

, ,

, 2
, ,2

0

, ,

,
, , ,

n n x

n x
n x n

K f x f x f x K x

K x
K x K e x f

α β α β

α β
α β α β

χ

χ
χ ω δ

δ

− ≤

⎡ ⎤
⎢ ⎥+ +
⎢ ⎥
⎣ ⎦

'

'
   

                                       ( ) ( ) ( ),
0 1nf x K e xα β+ −  

yazılır.  

Eşitsizliğinin ilk kısmında  ( ) ( ), 2 ,n xK xα β χ parantezine alınırsa, 
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( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

, ,

, 2
, ,2

0

, ,

,
, , ,

n n x

n x
n x n

K f x f x f x K x

K x
K x K e x f

α β α β

α β
α β α β

χ

χ
χ ω δ

δ

− ≤

⎡ ⎤⎛ ⎞
⎢ ⎥⎜ ⎟+ +⎢ ⎥⎜ ⎟⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦

'

'

 

                             ( ) ( ) ( ),
0 , 1nf x K e xα β+ −  

olur. 

Eşitsizlikteki x s xχ = − ifadesinde  ( )1e s = s  yazdığımızda, 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ), , ,
1 0, , ,n n nK f x f x f x K e x xK e xα β α β α β− ≤ −'  

( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )2 2,( , ) 1 ( , )
1 0 1, , , ,n n nK e x x K e x K e x x fα βα β α βδ ω δ−⎡ ⎤+ − + −⎢ ⎥⎣ ⎦

'  

( ) ( ) ( ),
0 , 1nf x K e xα β+ −                        (3.46)

 

olur. 

Lemma 3.3 ve Lemma 3.4 eşitlikleri Eş.3.46’da yerlerine yazılır ve 

( ) ( ) ( )( )2, ( , )
1 ,n nx K e x xα β α βδ = −  seçilirse, 

( ) ( ) ( ), ,nK f x f xα β − ≤ ( )f x'

( )

1
+12  -

n+ +1 n+ +1
x

α β
β β

+
 

                                   + ( ) ( ),
n xα βδ ( ) ( ),11 n xα βδ δ−⎡ ⎤+⎣ ⎦ ( ),fω δ'  

olur. 

Bu eşitsizlikte ( ) ( ),
n xα βδ δ=  seçilirse ve gerekli düzenlemeler yapılırsa, 
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( ) ( ) ( ),
nK f x f xα β − ≤ ( )'f x

( )

1
+12  -

n+ +1 n+ +1
x

α β
β β

+
+2 ( ) ( ),

n xα βδ ( ) ( )( ),, nf xα βω δ'  

elde edilir. 

3.5. Teorem 

[ ]( )1 0,1f C∈  ve [ ] 0,1x∈ için Eş.3.9’da tanımlanan operatör aşağıdaki eşitsizliği 

sağlar. 

( ) ( ) ( ), ,nK f x f xα β − ≤

1
2

n+ +1

α

β

+
1M +2 δ ( ),fω δ'                                                         (3.47) 

Burada, 

1M =
[ ]

( )'

0,1
max
x

f x
∈

 ve δ =
[ ]

( ) ( ),

0,1
max nx

xα βδ
∈

’dir. 

İspat 

 Teorem 3.4’te 

 ( ) ( ) ( ), ,nK f x f xα β − ≤ ( )f x'

( )

1
+12  -

n+ +1 n+ +1
x

α β
β β

+
+ ( ) ( ),

n xα βδ 2 ( ) ( )( ),, nf xα βω δ'  

olduğunu göstermiştik. Buradan anlaşılacağı üzere; 

( )'f x  ≤  
[ ]

( )'

0,1
max
x

f x
∈

= 1M  ve ( ) ( ),
n xα βδ ≤

[ ]
( ) ( ),

0,1
max nx

xα βδ
∈

   

olur. Ayrıca , 

 
( )

1
+12  -

n+ +1 n+ +1
x

α β
β β

+
≤

[ ]0,1
max
x∈ ( )

1
+12  -

n+ +1 n+ +1
x

α β
β β

+
’dir. 
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Buradan, 

[ ] ( ) ( ) ( ),0,1

1
2 , 21 n+ +1

+12max  - 1n+ +1 n+ +1 1
2 ,2
n+ +1

x
x M α β

α
α β α

βα β
β β α β

α β
β

∈

⎧ +⎪
≤ ≤⎪

+ ⎪⎪= = ⎨
+ − +⎪

≤⎪
⎪
⎪⎩

 

yazılabilir. 

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ), ,

1, 2 ,n nK f x f x M M x fα β α β
α β δ ω δ− ≤ + '  

olur. ( ) ( ),
n xα βδ δ=

 
yazılırsa, Eş.3.47 elde edilir. 

3.1. Uyarı 

δ , α ve β  arasındaki bağıntıya bağlı olduğu için D. D. Stancu’nun [ ]5,13 ’deki 

çalışmalarından faydalanılarak Eş.3.47’nin sağ tarafındaki ifadede hata oranı daha 

küçük olacak şekilde daha iyi bir yaklaşım derecesi elde edilebilir. 
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